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1.CuiVas Definidas por
EquacOes Paramétricas

Imagine que uma particula se mova ao longo de uma curva
C, como mostrado na Figura 1. E impossivel descrever C
com uma equacao do tipo y = f(x) porque C nao passa no
Teste da Reta Vertical.
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Figura 1



Curvas Definidas por

EquacOes Paramétricas

Mas as coordenadas X ey da particula sao funcoes do
tempo e, assim, podemos escrever x = f(t) e y = g(t). Esse
par de equacdes €, muitas vezes, uma maneira
conveniente de descrever uma curva e faz surgir a
definicao a sequir.

Suponha que x e y sejam ambas dadas como funcoes de
uma terceira variavel t (denominada parametro) pelas
equacoes

x=1t)  y=g(

(chamadas equacdes paraméetricas).



Curvas Definidas por

EquacOes Paramétricas

Cada valor de t determina um ponto (X, y), que podemos
marcar em um plano coordenado. Quando t varia, o ponto
(X, y) = (f(t), g(t)) varia e traca a curva C, gue chamamos
curva parametrizada. O parametro t nao representa o
tempo necessariamente e, de fato, poderiamos usar outra
letra em vez de t para o parametro. Porém, em muitas
aplicacOes das curvas parametrizadas, t denota tempo e,
portanto, podemos interpretar (x, y) = (f(t), g(t)) como a
posicao de uma particula no instante t.



!mplo 1

Esboce e identifique a curva definida pelas equacoes
parametricas

X=t?=-2t y=t+1

SOLUCAQO: Cada valor de t fornece um ponto na curva,
como mostrado na tabela.
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!mplo 1 — Solucao

Por exemplo, set=0, entao x =0,y =1 e assim o0 ponto
correspondente é (0, 1). Na Figura 2 marcamos 0s pontos
(X, y) determinados por diversos valores do parametro e

0S unimos para produzir uma curva.

continuacao
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Figura 2



“Exemplo 1 — Solucao _
continuacao

Uma particula cuja posicao € dada por equacoes

parameétricas se move ao longo da curva na direcao das

setas quando t aumenta. Observe que os pontos

consecutivos marcados na curva aparecem em intervalos

de tempo iguais, mas nao a distancias iguais. I1sso ocorre

porque a particula desacelera e entao acelera a medida

gue t aumenta.

Parece, a partir da Figura 2, que a curva tracada pela
particula poderia ser uma parabola. Isso pode ser
confirmado pela eliminacao do parametro t, como a segulir.
Obtemos t =y — 1 a partir da segunda equacao e
substituimos na primeira equacéao.



!mplo 1 — Solucao

Isso fornece

continuacao

X=t?2-2t =(y—-1)2-2(y—-1)=y?—4y + 3

e assim a curva representada pelas equacoes
paramétricas dadas € a parabola x = y> — 4y + 3.



[Cliivas Definidas por

EquacOes Paramétricas

Nenhuma restricao foi colocada no parametro t no
Exemplo 1, de modo que assumimos que t poderia ser
gualguer numero real. No entanto, algumas vezes
restringimos t a um intervalo finito. Por exemplo, a curva
parametrizada

X=t?-2t y=t+1 0<t<4
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1.CuiVas Definidas por
EquacOes Paramétricas

mostrada na Figura 3 € a parte da parabola do Exemplo 1
gue comeca no ponto (0, 1) e termina no ponto (8, 5). A
seta indica a direcao na qual a curva é tracada quando
aumenta de 0 até 4.
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Figura 3

11



{Cuivas Definidas por

EquacOes Paramétricas

De forma geral, a curva com equacdes parametricas
X = f(t) y =g(t) ast<b

tem ponto inicial (f(a), g(a)) e ponto terminal (f(b), g(b)).
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!mplo 2

Que curva é representada pelas seqguintes equacoes
parameétricas?

X =Ccost y =sent 0<tL2rn

SOLUCAO: Se marcarmos 0s pontos, parece que a curva
é um circulo. Podemos confirmar esta impressao pela
eliminacao de t. Observe que

X% +Yy2=cos’t+sen’t=1

Entdo, o ponto (X, y) se move no circulo unitario x* + y2 = 1.
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!mplo 2 — Solucao

Observe que, neste exemplo, o parametro t pode ser
iInterpretado como o angulo (em radianos) mostrado na
Figura 4. Quando t aumenta de O para 27, o0 ponto (X, y) =
(cost, sent) se move uma vez em torno do circulo, no
sentido anti-horario, partindo do ponto (1, 0).

continuacao
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Figura 4
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Ferramentas Graficas
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-(amentas Graficas

A maioria das calculadoras graficas e dos programas
graficos computacionais pode ser usada para tracar curvas
definidas por equacbes paramétricas. De fato, € instrutivo
olhar uma curva parametrizada sendo desenhada por uma
calculadora gréfica, porque 0os pontos s&o marcados em
ordem, a medida que os valores correspondentes do
parametro aumentam.
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!mplo 6

Use uma ferramenta grafica para tracar a curva
X = y4 — 3y2.

SOLUCAO: Se fizermos o parametro ser t = y, entdo
teremos as equacoes

X = t4 — 3t? y=t
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!mplo 6 — Solucao oninuacas

Usando essas equacdoes paramétricas para tracar a curva,
obtemos a Figure 9. Seria possivel resolver a equacao
dada (x = y* — 3y?) para y como quatro funcdes de x e
traca-las individualmente, mas as equacoes parametricas
oferecem um método muito mais facil.

3

—3
Figura 9
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“Ferramentas Graficas

Um dos usos mais importantes das curvas parametrizadas
é no Computer-Aided Design (CAD). No Projeto de
Laboratorio, investigaremos curvas parametrizadas
especiais, chamadas curvas de Bézier, que sao usadas
amplamente em fabricacéo, especialmente na industria
automobilistica. Essas curvas tambéem sao empregadas na
especificacao de formatos de letras e outros simbolos em
Impressoras a laser.
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A Cicloide
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!mplo !

A curva tracada pelo ponto P na borda de um circulo
guando ele rola ao longo de uma reta € chamada cicloide
(veja a Figura 13). Se o circulo tiver raio r e rolar ao longo
do eixo x e se uma posicao de P for a origem, encontre as
equacOes parameétricas para a cicloide.

N KO N N

Figura 13

\J
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!mplo / — Solucao

Escolhemos como parametro o angulo de rotacao ¢ do
circulo (6 = 0 quando P esta na origem). Suponha que o
circulo tenha girado @ radianos. Como o circulo esta em
contato com a reta, vemos na Figura 14 gue a distancia
gue ele girou a partir da origem é

|OT|=arc PT =ré@

) Cire,r)
! 7}
PEZ——mo

I
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Figura 14
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!mplo / — Solucao

Dessa forma, o centro do circulo sera C(rg, r). Sejam (X, y)
as coordenadas P. Da Figura 14, vemos que

continuacao

X=|OT|—-|PQ|=rf0—-rsen 8=r(6— sen 0)

y=|TC|—-|QC|=r—rcos d=r(1—-cos 6)

Portanto, as equacoes parametricas da cicloide sao

1 X=r(6—-sen 0) y=r(l—cos ) 0OeRr

23



!mplo 7/ — Solucao oninuncs

Um arco da cicloide surge de uma rotacéao do circulo e,
assim, e descrito por0< < 2.

Embora as Equacoes 1 tenham sido deduzidas a partir da
Figura 14, que ilustra o caso em que 0 < < /2, podemos
ver que essas equacotes ainda sao validas para outros
valores de 6.

VA

rd

Figura 14
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!mplo / — Solucao

Ainda que seja possivel eliminar o parametro € das
Equacldes 1, a equacao cartesiana resultanteem xey é

muito complicada e n&o tao € conveniente para trabalhar
guanto as equacoes paramétricas

continuacao
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_icloide

Uma das primeiras pessoas a estudar a cicloide foi Galileu,
gue propos gue pontes poderiam ser construidas no
formato de cicloides e que tentou encontrar a area sob um
arco de uma cicloide. Mais tarde essa curva apareceu na
conexao com o problema braquistécrona: Encontre a
curva da qual uma particula ird deslizar no menor tempo
(sob influéncia da gravidade) de ponto A para um ponto
mais baixo B nao diretamente abaixo de A.
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-icloide

O matematico suico John Bernoulli, que apresentou esse
problema em 1696, mostrou que entre todas as curvas
possiveis que ligam A e B, como na Figura 15, a particula
levara o menor tempo deslizando de A até B se a curva for
um arco invertido de uma cicloide.

cicloide

Figura 15
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_icloide

O fisico holandés Huygens ja tinha mostrado que a cicloide
é também a solucéo para o problema da tautocrona; isto
€, onde quer que a particula P seja colocada em uma
cicloide invertida, ela leva o mesmo tempo para deslizar
até o fundo (veja a Figura 16). Huygens prop0s que o
péndulo de relogio (que ele inventou) deveria oscilar em
um arco cicloidal, porgue entao ele levaria 0 mesmo tempo
para fazer uma oscilacao completa por um arco maior ou
menor.

Figura 16
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Familias de Curvas Parametrizadas
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!mplo 3

Investigue a familia de curvas com equacdes parameétricas
X=a+cost y=atgt+sent

O gque essas curvas téem em comum? Como muda o
formato quando a aumenta?

30



!mplo 8 — Solucao

Usamos um aparelho grafico para produzir graficos para os
casosa=-2,-1,-0,5,-0,2,0, 0,5, 1 e 2 mostrados na

Figura 17.
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Membros de uma familia x=a +cost,y=atgt+ sent, todos
tracados na janela retangular [-4, 4] por [-4, 4]
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Figura 17 31



“Exemplo 8 — Solucao .
continuacao

Observe gue todas essas curvas (exceto no caso a = 0)

tém dois ramos e ambos se aproximam da assintota

vertical X = a quando x se aproxima de a a partir da

esquerda ou da direita.

Quando a < -1, ambos os ramos sao lisos; mas quando a
se aproxima de -1, o ramo direito adquire um formato
pontudo, chamado cuspide. Para a entre —1 e 0 a cuspide
se torna um laco, que se torna maior quando a se
aproxima de 0. Quando a = 0, ambos 0s ramos se juntam e
formam um circulo. Para a entre O e 1, o ramo esqguerdo
tem um laco, que se encolhe para se tornar uma cuspide
guando a = 1.
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“Exemplo 8 — Solucao _—
continuacao

Para a > 1, os ramos se tornam lisos novamente e, guando

a aumenta mais ainda, eles se tornam menos curvados.

Observe gue as curvas com a positivo sao reflexdes em

torno do eixo y das curvas correspondentes com a

negativo.

Essas curvas sao denominadas conchoides de
Nicomedes, em homenagem ao antigo estudioso grego
Nicomedes. Ele as chamou de conchoides porque o
formato de seus ramos lembra uma concha.
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