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!ac;ﬁes Lineares de Segunda Ordem

Uma equacéao diferencial linear de segunda ordem tem
a forma

d-y
dx?

1 P(x)

b 00+ Ry = Gl

onde P, Q, R e G sao funcdes continuas.

Nesta secao, estudaremos o caso onde G(x) = 0 para todo
X na Equacao 1. Tais equacOes sao chamadas equacoes
lineares homogéneas .
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Assim, a forma de uma equacao diferencial linear
homogénea de segunda ordem é

d’y
dx?

2 P(x)

d
+0(x) == + R)y =0

Se G(x) # 0 para um x, a Equacéo 1 € nao homogénea.
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Dois fatos basicos permitem-nos resolver equacoes
lineares homogéneas. O primeiro é que, se conhecermos
duas solucoes y, e y, de tal equacgao, entao a combinacgao
linear y = c,y, + c,y, também é uma solucao.

[3] Teorema Se y1(x) e y»(x) sfio ambas solugSes da equagio linear homogénea [2] e
c1 € c2 sAo constantes quaisquer, entdo a fungao

y(x) = exyi(x) + caya(x)

€ também uma solucido da Equacgio 2.

O outro fato de que precisamos é dado pelo seguinte
teorema, demonstrado em cursos mais avancados. Ele diz
gue a solucao geral € uma combinacao linear de duas
solucOes linearmente independentes y, e y.,.
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Isso significa que nem y, nem y, sdo multiplos por
constantes um do outro. Por exemplo: as funcdes f(x) = x°
e g(x) = 5x? sao linearmente dependentes, mas f(x) = e*e
g(x) = xe* sao linearmente independentes.

4| Teorema Se y, e y; forem solugdes linearmente independentes da Equacédo 2 em um
intervalo, e P(x) nunca for 0, entfo a solugio geral serd dada por

y(x) = cinlx) + caya(x)

onde ¢; e ¢; 540 constantes arbitrarias.

O Teorema 4 e muito util, pois diz que, se conhecermos
duas solucdes particulares linearmente independentes,
entao conheceremos todas as solucoes.

Em geral, nao é facil descobrir solucdes particulares de
uma equacao linear de segunda ordem.
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Mas é sempre possivel fazer isso se as funcoes
coeficientes P, Q e R forem funcbes constantes, isto €, se
a equacao diferencial tiver a forma

5 ay" + by’ + cy=20

onde a, b e c sao constantes e a # 0.

Nao e dificil pensar em alguns provaveis candidatos para
as solucoes particulares da Equacao 5 se a enunciarmos
verbalmente.
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Estamos procurando uma funcao y tal gue uma constante
vezes sua segunda derivada y"” mais outra constante
vezes y' mais uma terceira constante vezes y é igual a 0.
Sabemos que a funcéo exponencial y = e™(onde r € uma
constante) tem a propriedade de que sua derivada é um
multiplo por constante dela mesma: y’ = re™. Além disso,
y” = r?e™, Se substituirmos essas expressdes ha Equacao
5, veremos gque y = e™ é uma solucao se

arée™ + pre™ + ce™ =0
ou
(ar’ + br+ c)e* =0
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Mas e™ nunca é 0. Assim, y = e™ é uma solucéo da
Equacéo 5 se r € uma raiz da equacao

6 ar> +br+c=0

A Equacao 6 € denominada equacao auxiliar (ou
equacao caracteristica) da equacéao diferencial

ay” + by’ + cy = 0. Observe que ela € uma equacéo
algebrica que pode ser obtida da equacéao diferencial
substituindo-se y"” por r?, y'por r, e y por 1.
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Algumas vezes as raizes r, e r, da equacao auxiliar podem
ser determinadas por fatoracao. Em outros casos, elas sao
encontradas usando-se a formula quadratica:

- —b + b? — 4ac —b — /b? — dac
ry — ro —
2a 2a

Separamos em trés casos, de acordo com o sinal do
discriminante b? — 4ac.
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CASO | b?—=4ac >0

Nesse caso as raizes r, e r, da equagao auxiliar sao reais e
distintas, logoy, =¢""* ey, =¢"" sao duas solucoes
linearmente independentes da Equac&o 5. (Observe que ¢'*"
nao é multipla por constante de ¢''*.) Portanto, pelo
Teorema 4, temos 0 seguinte fato:

8 | Se asraizes r, e r; da equacio auxiliar ar® + br + ¢ = 0 forem reais e distintas,
entdo a solugdo geral deay” + by’ + cy =06

}j — Clerlx + Czergx
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Resolva a equacao y” + y' — 6y = 0.

SOLUCAO: A equacdo auxiliar é

P+r—-6=(r-2)(r+3)=0

cujas raizes sao r = 2, —3. Portanto, por 8], a solucao geral
da equacao diferencial dada é

— 2 -3
y = 8% + c,e

Poderiamos verificar que isso € de fato uma solucao

derivando e substituindo na equacao diferencial.
12
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CASO Il b2—=4ac =0

Neste caso r, = r,; isto é, as raizes da equacao auxiliar s&o
reais e iguais. Vamos denotar por r o valor comum der, e
r,. Entdo, das Equacgoes 7, temos

9

b

—_—— entaio 2ar + b =0
2a

r:

Sabemos que y, = e™é uma solucdo da Equacao 5. Agora
verifiguemos que y, = xe™ também é uma solucao:

ay? + by; + ¢y2 = a(2re™ + r*xe™) + ble™ + rxe™) + cxe™

= (2ar + b)e”™™ + (ar® + br + c)xe™

= 0(e"™) + 0(xe™) =0
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O primeiro termo é 0, pela Equacéao 9; o segundo termo é
0, pois r € uma raiz da equacao auxiliar. Uma vez que

y,; = e*ey,=xe™sao solugoes linearmente independentes,
0 Teorema 4 nos fornece a solucao geral.

10| Se a equacdo auxiliar ar* + br + ¢ = 0 tem apenas uma raiz real r, entfio a so-
lugdo geralde ay” + by’ + cy = 0¢€

y=ce" + caxe™

14



!mplo 3

Resolva a equacao 4y” + 12y’ + 9y = 0.

SOLUCAO: A equacdo auxiliar é 4r2 + 12r + 9 = 0 pode ser

fatorada como

(2r+3)°=0

de modo que a Unica raiz é r = —3_ Por [I0

geral €

— —3x/2 —3x/2
y = c,e7%2 + ¢ xe=

, a solucao
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cAsO Il b2—-4ac <0

Nesse caso, as raizes r, e r, da equacao auxiliar sdo
numeros complexos. Podemos escrever

n=a+ip L=a—1f
onde a e £ sao numeros reais. [Na verdade,

a = —b/(2a), B = y4ac — b?/(2a).] Entdo, usando a equacio de
Euler

e=cos @+ isen @
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Escrevemos a solucao da equacao diferencial como
y=C,e"" + Cye’*" = C,el@*hx + C,ele-ifx
= C,e?*(cos px +1sen px) + C,e®(cos px —1sen pX)
= e*|(C,+ C,) cos px +1(C; — C,) sen fX]
= e¥(c, cos pX + c,sen px)
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Isso nos da todas as solucbes (reais ou complexas) da
equacao diferencial. As solucoes serao reais quando as
constantes c, e ¢, forem reais. Resumiremos a discussao

da seguinte forma:

11| Se as raizes da equacdo auxiliar ar® + br + ¢ = 0 forem os niimeros complexos
rn = a + if, r, = a — if3, entdo a solucio geral de ay"” + by" + ¢y = 0 sera

y = e“*(c; cos Bx + 2 sen Bx)
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Resolva a equacao y” — 6y’ + 13y = 0.

SOLUCAO: A equacdo auxiliar é r2—6r + 13 = 0. Pela
formula quadratica, as raizes sao

_6+,36-52 6*,/-16
N 2 N 2

r =3+

Por |11}, a solucao geral da equacéao diferencial €

y = e3%%(c, cos 2x + ¢, sen 2Xx)
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Problemas de Valores Iniciais e
Valores de Contorno
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Problemas de Valores tnicmise

Valores de Contorno

Um problema de valor inicial para a Equacao 1 ou 2 de
segunda ordem consiste em determinar uma solucao y da
equacao diferencial que satisfaca as condicdes iniciais da
forma

Y(Xo) = Yo Y'(X0) = Y1

onde y, e y, sao constantes. Se P, Q, R e G forem
continuas em um intervalo onde P(x) # 0, entdo um
teorema encontrado em livros mais avancados garante a
existéncia e a unicidade de uma solucao para esse
problema de valor inicial. Os Exemplos 5 e 6 mostram

como resolver tal problema.
21
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Resolva o problema de valor inicial

y"+y'—-6y=0 y0)=1 y'(0)=0

SOLUCAO: Do Exemplo 1, sabemos que a solucéo geral
da equacao diferencial é

y(X) = c,82* + c e

Derivando essa solucao, obtemos

y'(X) = 2c,e%* — 3c,e~
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!mplo 5 — Solucao

Para satisfazer as condicdes iniciais exigimos que

12

13

13

y(0)=c;+c,=1

2
, temos ¢z = 3¢, logo,

12

resulta em

2
C[+§C[=l Cp =

3
5

Lin| ka3

continuacao

Assim, a solucéo pedida do problema de valor inicial é

3 2x

y = 3e

2 -
+ €
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Valores de Contorno
Um problema de valor de limite para a Equacao 1 ou 2
consiste em determinar uma solucao y da equacao

diferencial que também satisfaca as condi¢cbes de contorno
da forma

y(Xo) = Yo y(X1) =yq

Em contraste com a situacao para problemas de valor
inicial, um problema de valor de contorno nem sempre tem
uma solucdo. O método esta ilustrado no Exemplo 7.
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Resolva o problema de valor de contorno
y"+2y'+y=0 y(0) =1 y(1) =3
SOLUCAO: A equacdo auxiliar é
+2r+1=0 ou (r+1)?=0
cuja Unica raiz é r = —1. Além disso, a solucao geral

y(X) = c,e* + c,xe*
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As condicOes de contorno sao satisfeitas se

y(0)=c, =1
y(l)=c,et+c,et=3

A primeira condicao resulta em c, = 1, de modo que a
segunda condicao torna-se

el+c,et=3

26



!mplO 7 - SO|U(;5.0 continuacao

Isolando ¢, nessa equacéao, primeiro multiplicando ambos
0S membros por e, obtém-se

1+c,=3e logo c¢c,=3e-1
Assim, a solucéo do problema de contorno &

y =e*X+ (3e - 1)xe™
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