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Capitulos 28 e 29

1. Considere o seguinte jogo:

Jogador 2
L R
Jogador 1 U (3,2) (B,0)
D (2,A)  (33)

Para quais valores de A e B:

()

O perfil de estratégias estratégia {U, L} serd um equilibrio em es-

tratégias dominantes.

Para o Jogador 1, U serd dominante se B for maior que . L serd

dominante para o jogador 2 se A for maior que % ’

Existird somente um equilibrio de nash em estratégias puras

Note que UL é Equilibrio de Nash independente dos valores de A e
B, ou seja se Jogador 1 jogar U o Jogador 2 escolhe L e se o Jogador
2 jogar L o Jogador 1 escolhe U. Assim, para que nao haja outro
equilibrio de Nash A e B devem ser maiores que %

Existira dois equilibrios de nash em estratégias puras

Note que UL é Equilibrio de Nash independente dos valores de A e B,
ou seja se Jogador 1 jogar U o Jogador 2 escolhe L e se o Jogador 2

jogar L o Jogador 1 escolhe U. Assim, haja outro equilibrio de Nash

A e B devem ser menores que %

2. Duas empresas atuam no mercado de chocolate e podem optar
por produzir chocolate de alta qualidade (A) ou de baixa quali-
dade (B). Os lucros resultantes de cada estratégia encontram-se
apresentados na matriz abaixo (em cada célula, o lucro da es-
querda é o da Empresa I e o da direita da Empresa II).



Empresa I1

B A
Empresal B -20,-30 900,600
A 100,800 50,50

(a) Quais estratégias sao equilibrios de Nash?
e Se Il joga B, I escolhe A
e Se Il joga A, I escolhe B
e Se I joga B, II escolhe A
e Se I joga A, IT escolhe B

Empresa I1

B A
Empresal B -20,-30 900,600
A 100,300 50,50

.. Existem dois equilibrios de Nash, AB e BA.

(b) Qual seria a estratégia cooperativa, ou seja, aquele que maximiza
o lucro conjunto das empresas? Qual das empresas teria maior be-
neficio em decorréncia dessa estratégia? Quanto esta empresa estaria
disposta a oferecer a sua rival para persuadi-la a entrar em conluio?
Se fosse possivel cooperagao terfamos (B,A)=(900,600). A empresa I
teria o maior payoff possivel. Esta empresa estaria disposta a oferecer
entre [200, 800), o que dependeria do poder de barganha de cada uma
das empresas. Se a empresa [ tem maior poder de barganha, ela daria
aproximadamente 200 para a firma II, se a firma II tivesse um grande
poder de barganha receberia aproximadamente 800.

3. Considere o seguinte jogo sequencial: Dois comerciantes, C1 e
C2 tem que decidir sua localizagao numa rua. C1 decide inici-
almente se ficara a direita, ao centro ou a esquerda da rua e na
sequencia C2 decide sua localizagao dentre as mesmas opgoes. Os
payoffs, dados pela parcela de consumidores que cada comerci-
ante retem, dada sua localizagao sao indicados na representagao
extensiva abaixo.

C1
D c
C2 C2 C2
D C D C D C
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(a) Qual o equilibrio de Nash desse Jogo?
Para encontrar o equilibrio devemos resolver o jogo de tras para
frente. Note que C2 sempre escolherd se posicionar ao centro da
praia, independente da escolha de C1. Assim, a estratégia de C1 que
lhe dard o melho retorno, dado as preferéncias de C2, serda C. Por-
tanto, em equilibrio os dois comerciantes se localizam no centro da
rua e dividem os consumidores igualmente.

(b) Se o jogo fosse jogado simulaneamente, qual seria o equilibri de Nash?
(Dica: Desenhe o jogo na forma normal)

C2
D C E
D 335 43 39
€l C %3 73 @i
E 35 11 33

Em equilibrio, no jogo simultaneo, os dois comerciantes também se
localizam no centro da rua e dividem os consumidores igualmente.

4. Duas empresas estao considerando investir em um projeto. Elas podem
decidir investir ou nao. O payoff das empresas nesse jogo é dado de acordo
com a matriz abaixo: onde 6 € R.

Tabela 1: Matriz de Payoffs

Jogador 2
‘ Investir ‘ Nao Investir ‘
‘ Investir 0,0 0—1,0
Jogador 1 ‘ Nao Investir ‘ 0,0-1 ‘ 0,0

(a) Suponha que o jogador 1 investe com probabilidade p e que o jogador

2 invista com probabilidade ¢g. Calcule o payoff esperado de um dos
jogadores em funcao de (p; ¢; 0). Note que a do outro jogador é igual,
pois esse jogo é simétrico.
Iremos calcular o payoff esperado do jogador 1. Para isso basta notar
que para cada estratégia escolhida pelo jogador 1 com a probabilidade
do enunciado, hd uma probabilidade ¢ do jogador 2 investir e 1 — ¢
de nao investir, portanto teremos:

E[m1(p,¢;0)] = p(qf + (1 —¢)(0 — 1)) + (1 — p)(q(0) + (1 — ¢)(0))

E[mi(p,¢;0)] =p(0 +q—1)



(b) Encontre a fungdo melhor resposta de um jogador em funcao de 6 e
da probabilidade do outro jogador escolher investir.

Vamos avaliar qual a melhor estratégia do jogador 1 para os possiveis
valores de 0 e ¢:
e 0 <0-(0+qg—1) <0 para qualquer valor de q, portanto a
melhor estratégia de 1 é p =10

e >1-(0+qg—1) > 0 para qualquer valor de q, portanto a
melhor estratégiade 1 ép =1

e 0 <A <1-O0Osinalde (6 +q— 1) depende de q
i.g<1l—60-(0+4q—1) <0, portanto a melhor estratégia de

1ép=0

ii.g=1—-60-(0+q—1)=0, portanto a melhor estratégia de
1épelo,1]

iii. g>1—60-(0+q—1) >0, portanto a melhor estratégia de
1ép=1

p=0 se <0
p=0 se 0<0<1 e g<1-—86
Ri(q,0)=<pef0,1]] se 0<0<1 e g=1-0
p=1 se 0<6<1 e g>1-96
p=1 se 0>1
Para o jogador 2 a fung@o de melhor resposta é construida da mesma
forma e terd os mesmos valores acima para os valores correspondentes
de p
(¢) Encontre o conjunto de equilibrios de Nash para cada valor de 6.
Os equilibrios serao:
i. # <0 - O equilibrio sera {Nao investe, Nao investe}
ii. > 1- O equilibrio sera {Investe, Investe}
iii. 0 < 6 < 1 - H4 dois equilibrios {Nao investe, Nao investe} e
{Investe, Investe}

5. Duas empresas, a Carro Novo e a Nova Auto, competem no mercado
automobilistico. A empresa Carro Novo ja tem seu modelo de utilitario,
que é um sucesso, enquanto a Novo Auto ainda nao oferece nenhum modelo
de utilitario. A Nova Auto tem trés opcoes:

(a) importar o utilitdrio de sua matriz estrangeira;

(b) produzir o utilitdrio nacionalmente;

(c) simplesmente permanecer fora do segmento de utilitérios, decidindo
nao competir com a Carro Novo.



A empresa Carro Novo pode responder as escolhas da Novo Auto de trés
formas:

i. mantendo o preco do seu modelo;
ii. diminuindo o preco do seu modelo;

iii. langando uma nova versao do seu modelo

Vamos supor que ambas as empresas tomam suas decisibes a0 mesmo
tempo, sem observar as decisoes uma da outra. Contudo, como sao em-
presas experientes no mercado e que ji competiram entre si em outras
oportunidades, conhecem o comportamento dos consumidores e fazem uma
estimativa bastante razodvel dos seus lucros e dos lucros da rival em cada
situagdo. A tabela 4 apresenta as estimativas de lucros (em milhoes de
R$) de cada combinagao de agoes das duas empresas, que resultam tanto
dos custos de cada opcao quanto da reagao da demanda a novidades dos
produtos e aos pregos:

Tabela 2: Estimativa de Lucros
Carro Novo

‘ Nova Versao ‘ Manter Preco ‘ Reduzir Preco ‘

‘ Lancar Modelo Préprio ‘ 1,4 ‘ 4,1 ‘ 1,3 ‘
Nova Auto ‘ Importar da Matriz ‘ 2,2 ‘ 2.1 ‘ 2,3 ‘
| Nao Competir 1,1 0,6 | 1,0 |

(a) Elimine de maneira iterativa as estratégias dominadas e monte o jogo
resultante na forma normal.
A primeira estratégia que podemos eliminar é "Nao Competir” da em-
presa Nova Auto, essa estratégia é dominada pela estratégia ”Impor-
tar da Matriz”. Com o jogo resultante da primeira eliminacao a es-
tratégia ”Manter Preco”da Carro Novo passa ser dominada por suas
duas outras estratégias e pode, portanto, ser eliminada. Eliminada as
duas estratégias uma nova estratégia da Nova Auto passa a ser domi-
nada, ”"Lancar Modelo Préprio” tem payoffs menores que ”Importar
da Matriz”, restando somente a linha ”Importar da Matriz”e final-
mente podemos eliminar a estratégia ”Nova Versao”da Carro novo e
o jogo resultante é limitado a uma estratégia para cada empresa.

(b) Encontre todos os equilibrios de Nash do jogo simultdneo (Dica: vocé
pode encontrar os equilibrios do jogo resultante da eliminacgao iterada
de estratégias dominadas pois as estratégias dominadas nao farao
parte de nenhum perfil de estratégia que resulte em um equilibrio de
Nash.)



Como o item anterior deixou o jogo com s6 uma alternativa para
cada jogador, esse serd o EN {Importar da Matriz, Reduzir Preco}.
Resolva o EN sem eliminar as estratégias e verifique que esse serd o
tnico equilibrio.

Suponha agora que o jogo seja sequencial e a Nova Auto decide
no primeiro estdgio sua estratégia e a Carro Novo, apds observar
a estratégia da Nova Auto, define sua estratégia. Utilize os mesmos
payoffs do jogo simultaneo, mas agora considere que se a Nova Auto
decidir nao competir a Carro Novo nao é chamada a jogar e o par de
payoffs serd (0,6).

i. Monte o jogo descrito na forma extensiva

NA
M IM
CN CN
L S
(1.4) (4,1) (13) (22) (2,1) (2,3)

ii. Encontro os equilibrios de Nash Perfeitos em Subjogos em es-
tratégias puras do jogo (Esses equilibrios s@o encontrados re-
solvendo o jogo de trds pra frente (secdo 28.7 - Varian)). H4&
alguma mudanga comparando com o que foi encontrado no jogo
simultaneo?

O primeiro passo é identificar as melhores estratégias da Carro
novo no segundo estagio do jogo

NA
M IM
CN CN
v g g
(1.4) (4,1) (1.3) (2.2) (2,1) (2,3)

Agora podemos montar o jogo reduzido e identificar a melhor
estratégia da Nova Auto
NA

M IM

(1,3) (2,3) (0,6)

No equilibrio de Nash Pefeito em Subjogos Nova Auto jogard
"TImportar da Matriz’no primeiro estagio e Carro Novo jogara
"Reduzir Prego’sempre que for chamada a jogar no segundo



estagio. O resultado é o mesmo que o encontrado no jogo si-
multaneo.

6. Considere o jogo simultianeo dado pela matriz de payoffs repre-
sentada na tabela 3, com dois jogadores (J; e J3).

Tabela 3: Matriz de Payoffs

Jo
‘ Esquerda ‘ Direita ‘
| Alto | 4,2 | -1,0 |
Jl\Baixo\ 0,1 | 1,3 |

Julgue as afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

(a)

Jogar Alto é estratégia dominante para J;.
Falso - Nao hé estratégias dominantes. J; nao possui linha com
todos os payoffs maiores que a outra e Jy nao possui coluna com
todos os payoffs maiores que a outra.
O jogo possui pelo menos um equilibrio de Nash em estratégias puras.
Verdadeiro Para encontrar os equilibrios de Nash devemos identi-
ficar para cada estratégia de um jogador qual a melhor resposta do
outro jogador.

e Se J, joga esquerda, Ji joga alto

e Se J, joga direita, J; joga baixo

e Se Jp joga alto, Jo joga esquerda

e Se J; joga baixo, J5 joga baixo

Jo
Esquerda Direita
Ji Alto (4,2) (-1,0)
Baixo (0,1) (1,3)

... Teremos dois equilibrios de Nash, (Alto, Esquerda) e (Baixo, Di-
reita)

Jogar Alto com probabilidade 2/3 e jogar Esquerda com probabili-
dade 1/3 é equilibrio de Nash em estratégias mistas.

Falso Definindo que J; joga Alto com probabilidade ¢ e J> joga
Esquerda p, teremos um equilibrio em estratégias mistas quando o
payoff esperado de J; jogar Alto for igual ao payoff esperado de jogar
Baixo e o payoff de Js jogar Esquerda for igual ao de jogar Direita.



Jo
Esquerda  Direita

p (1—-p)
Jy Alto q (4,2) (-1,0)
Baixo (1 —¢q) (0,1) (1,3)

Assim, para o jogador 1 teremos:
dp+ (-1)(1 —p) =0p+1(1 —p)

dp—1+p=1-p
1

ng

Para o jogador 2 teremos:

2¢+1(1 —q) =0g+3(1 —q)

3g—1=3-3¢q
_2
173

. Em equilibrio J; joga Alto com probabilidade 1/3 e Baixo com
probabilidade 2/3 e Js joga esquerda com probabilidade 2/3 e Direita
com probabilidade 1/3.

Em caso de jogo sequencial, se J; iniciar o jogo, o equilibrio perfeito
de subjogo em estratégia pura serd Alto, (Esquerda se J; joga Alto,
Direita se J; joga Baixo).

Verdadeiro Representando o jogo na forma extensiva:

Ji
PN
Jo Jo
NI

(1,3)

(4,2) (-1,0) (0,1)

E

Para encontrar o equilibrio do jogo sequencial analisamos o jogo de
tras para frente.

Note que J, jogard Esquerda caso J; jogue alto e Direita caso .Jy
jogue Baixo. Conhecendo as estratégias de Jo, a melhor estratégia
de Jy é jogar Alto, obtendo um payoff de 4.

O equilibrio serd (Alto,(Esquerda,Direita)).

Se o jogo for transformado em sequencial com J; jogando primeiro,
haverd um tnico equilibrio de Nash em estratégia pura, mas nao
havera equilibrio perfeito de subjogo em estratégia pura.



Falso Representando o jogo na forma extensiva:

Jo
PN
J1 J1
NVATEEVAN
(4,2) (0,1) (-1,0) (1,3)

Note agora que J; jogara Alto caso J5 jogue Esquerda e Baixo caso Jo
jogue Direita. Conhecendo as estratégias de Ji, a melhor estratégia
de Js é jogar Direita, obtendo um payoff de 3.

7. Avalie as seguintes situagdes representadas por meio do instrumental da
Teoria dos Jogos:

(a) No jogo com payoffs apresentados no Quadro 1 (a seguir), identifica-
se uma solucao de equilibrio de Nash (A1,B3) e duas estratégias que
podem ser eliminadas por néo serem racionais (A3 e B2).

Tabela 4: Quadro 1
| A/B| Bl | B2 | B3 |
| AL |0,2(3,1]4,3|
| A2 |2,4|0,3]3,2]
| A3 |1,1]2,0]2,1|

Falso (A1,B3) e (A2,B1) sao os dois equilibrios de Nash em estratégia
pura do jogo. Note que A3 pode ser eliminada no jogo resultante da
eliminagao de B2.

(b) Em um jogo com um ndmero finito de jogadores, cada um dos quais

com um numero definido de estratégias, se nao existir um equilibrio
de Nash baseado em estratégias puras, existira pelo menos um equilibrio
baseado na adogao de estratégias mistas.
Verdadeiro O teorema de Nash garante que todo jogo com nimero
de jogares e estratégias finitas terd um equilibrio de Nash. Portanto,
se 0 jogo nao possuir um EN em estratégias puras, com certeza tera
um equilibrio em estratégias mistas.

(¢) Uma situacao de equilibrio de Nash equivale necessariamente a um
6timo de Pareto.
Falso O dilema dos prisioneiros é um contra-exemplo dessa afirmacao.

(d) Num jogo do tipo “Batalha dos Sexos”, com payoffs apresentados
no Quadro 2 (a seguir), existe um equilibrio baseado em “estratégias



mistas” quando as probabilidades de Maria e Joao irem ao cinema
sao de, respectivamente, 2/3 e 1/3.

Tabela 5: Quadro 2
Joao

‘ ‘ Cinema, ‘ Futebol ‘
‘Cinema‘ 2,1 ‘ 0,0 ‘
‘ Futebol ‘ 0,0 ‘ 1,2 ‘

Maria

Verdadeiro H4 dois equilibrios de Nash em estratégias puras: (A,A)
e (B,B), e um terceiro em estratégias mistas, qual seja: o jogador 1
prefere A com 2/3 de probabilidade, e escolhe B com 1/3 de proba-
bilidade. O jogador 2 prefere A com 1/3 de probabilidade, e escolhe
B com 2/3 de probabilidade. O payoff esperado de cada jogador é
2/3.

(e) Suponha que as empresas A e B vendam produtos concorrentes e
estejam decidindo se irao ou nao empreender campanhas de propa-
ganda. Cada empresa, contudo, serd afetada pela decisao de sua
concorrente. Se ambas as empresas decidirem fazer propaganda, a
Empresa A tera lucro de 10 e a Empresa B tera lucro de 5. Se a
Empresa A fizer propaganda e a Empresa B nao fizer, a Empresa A
lucrard 15 e a Empresa B tera lucro zero. Se ambas as empresas nao
fizerem propaganda, a Empresa A terd lucro 20 e a Empresa B terd
lucro 2. Se apenas a empresa B fizer propaganda, a empresa A terd
lucro de 6 e a Empresa B terd lucro de 8. Nestas condigoes, existe
um equilibrio de Nash com estratégias puras, que, no entanto, pode
ser alterado quando o jogo se estrutura na forma sequencial.

Falso Montando o jogo na forma normal:

Emp B
P NP
P [10,5 [ 15,0
Bop A Vb 6.8 [20.2

E na forma sequencial

A
P ZN
B B
P \Kp P P
(10,5) (15,0)  (6,8) (20,2)



O jogo simultaneo possui um tnico EN (P,P) e o mesmo é obtido no
jogo sequencial.

8. Considere o jogo abaixo e seus conhecimentos em teoria dos jogos e res-
ponda se as afirmagoes a seguir sao verdadeiras ou falsa

(a)

Jogador 2

x y
30,0 | 30,2

1 ¢ ) )
Jogador ~20,0 | 100,2

As estratégias a e y sdo estritamente dominantes para os jogadores 1
e 2, respectivamente.

Falso Para y a afirmacao é valida, mas note que o payoff de a quando
2 joga y nao supera o payoff de b

A combinacao de estratégias (b,y) é um Equilibrio de Nash em es-
tratégias puras.

Verdadeiro y é dominante para 2, e a melhor resposta de 1 para y
éb.

H4 multiplos Equilibrios de Nash em estratégias puras.

Falso y é dominante para 2, portanto 2 nao ira jogar y com proba-
bilidade 1, o que faz 1 joga b com probabilidade 1, esse é o tnico
equilibrio do jogo.

Com respeito a Teoria dos Jogos, todo Equilibrio de Nash é um 6timo
de Pareto.

Se a pergunta for genérica, com relagao a qualquer jogo proposto,
ela ¢ FALSA o dilema dos prisioneiros é um contra-exemplo dessa
afirmacao.

O gabarito da ANPEC considera VERDADEIRA, portanto, deve
ter se limitado ao jogo proposto, onde de fato o equilibrio é 6timo no
sentido de Pareto

Com respeito a Teoria dos Jogos, todo equilibrio de Nash é uma
estratégia dominante.

Falso Toda estratégia dominante é um EN, o contrario nao é ver-
dadeiro, um jogo sem estratégias dominantes pode ter um EN (Terd
com certeza se for um jogo com jogadores e estratégias finitas).

9. Considere o jogo na forma extensiva abaixo:
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Considerando que os jogadores agem sempre racionalmente, responda:

(a)

Caso o0 jogo seja jogado uma tnica vez e a escolha do primeiro jogador
seja conhecida pelo outro jogador, em equilibrio Ele e Ela escolhem
estratégias diferentes.

Falso E facil notar que os dois irao sempre escolher a mesma es-
tratégia em um jogo sequencial. Por indugao retroativa, ela ira esco-
lher S se ele joga S e F se ele joga F, Ele ira escolher F.

Nas condigoes acima, caso a ordem seja invertida, Ela comece o jogo,
o equilibrio nao se altera.

Falso O equilibrio serd alterado, perceba que por indugao retroativa
ela ird escolher S

Se o jogo fosse jogado simultaneamente, haveria dois Equilibrios de
Nash em estratégias puras.

Verdadeiro O jogo é guerra dos sexos, ja resolvido anteriormente.

Com respeito a Teoria dos Jogos, uma estratégia é dita dominante
quando ela é a melhor estratégia para um jogador, independente do
que o outro jogador estd jogando.

Verdadeiro E a definicao, para ser mais preciso essa definicao é
vélida para Estritamente dominante.

Com respeito a Teoria dos Jogos, considerando que um conjunto de
estratégias seja um Equilibrio de Nash, pode ser que um dos jogadores
tenha incentivos em mudar sua escolha.

Falso EN implica que para uma dada a melhor estratégia do meu
adversario eu estarei escolhendo minha melhor estratégia, portanto,
nao hé incentivos para alterar minha escolha.
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