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Quantizacao das Vibracoes da Rede ou
das Ondas Elasticas: Fonons

Cada modo de vibragdo, caracterizado por uma frequéncia,
apresenta uma energia de vibragdo da rede que € quantizada. Um

quantum de energia é chamado fonon, em analogia com o fdton
para as ondas eletromagnéticas.

> Ondas eldsticas em um cristal = compostas por fonons
» Vibracoes térmicas da rede = fonons excitados termicamente

> A energia de um modo eldstico de frequéncia w é

e=(n+3)hw n=0,1,2... e W = Wy

quando o modo estd excitado para o ndmero QUGHTICO n, isto €,
quando o modo estd ocupado por n fénons. O termo - » ~hw é aener-

gia de ponto zero do modo (diregdo s) e cada modo de vibragdo é
um oscilador que estard excitado a um nivel de energia nhw, ou
seja, cada modo contém n fonos de energia Aw

Fonon: quanta do campo de deslocamento idnico que, para um
intervalo apropriado de frequéncia, descreve o som cldssico
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Fonons

Supondo que o sistema é composto por N osciladores harmonicos
idénticos e em equilibrio térmico, a probabilidade de excitagdo de
um modo de vibragdo que contém n fonons € proporcional ao fator

de Boltzman o~ Bnl

(B = kBLT e kp = cte de Boltzman)

Utilizando a distribui¢do de Planck, podemos encontrar a fragdo do
ndmero total de osciladores no estado qudntico n através da ex-
pressdo da probabilidade do modo de frequéncia w conter n fonons:

— Bnhw
ne
P=—
Z e—Bnhw
n=0

Com isso, o valor médio do nimero de fonons no modo de frequéncia
w €

50 ;
S n o—Bnhw soma de uma 1
(n) = =0 J P.G. infinita 1 _ o—Bnhw
< Bk ) vamos avaliar esta soma no nume-
Z € - rador, sabendo o resultado do de-
n=0 ) hominador
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Se xr = Bhw, entao

o

E e "= =T "=
— e

n=0

Fonons

—

g

numero médio de ocupacao de fo-
nons no modo com frequéncia w

energia média do modo com fre-
quéncia w, no equilibrio térmico

energia total do sistema,
no equilibrio térmico
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Fonons

— fhw < 1 — hw < kT (temperaturas altas ou baixas frequéncias)

Limite onde kBTT > que todas as frequéncias w; =~ dos fonons (todos alta-

mente excitados)

2
ieﬁmzl%—ﬁﬁwﬂL(BZ@ + .-~ 1+ Bhw
hwy EnT
= (€n) = byt = kT e (n)= AN

1+ Bhw — 1 hew

No limite de altas temperaturas, o nimero médio de fonons
ocupando o modo com frequéncia w é grande o suficiente
para que sua energia média seja ~ kT
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Fonons

— Shw > 1 — hw > kT (temperaturas baixas ou altas frequéncias)

1 _
:><n>:eﬁhw—1 ~e P w1 - (n) <1
— Bhw kBT — Bhw
= (€) = (NYhw = e hw —e Bhw kT . (€,) < kpT
kgT ——
<1

No limite de baixas temperaturas o ndmero médio de fonons
ocupando o modo com frequéncia w é praticamente nulo, sendo
que sua energia média é K kgT

Podemos dizer que, de certa maneira, os modos com hw < kT’
estao com energia ~ kI’ e ocupados, enquanto que aqueles com
hw > kT estao vazios
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Fonons

> Calor especifico do sdlido a volume constante

Uma quantidade fisica, obtida experimentalmente, que estd
intimamente ligada com fonons é a condugdo de calor ou a
capacidade térmica ou, ainda, o calor especifico do sélido a
volume constante, por unidade de volume, Cy,, definido como

1 (foUu\ ws (k)
CV_V(a_T)V__ZaT eBhws(k) _ 1

Obs.: os fonons ndo sdo as Unicas excitagdes que contribuem
para Cy. Por exemplo, em um metal os elétrons de condugdo tém
sua contribuigdo e em materiais magnéticos as excitagoes
magnéticas também contribuem para Cy. Em um isolante, ndo
maghético, a grande contribui¢cdo para Cy provém dos foénons.
Vamos iniciar estudando este dltimo caso para depois introduzir
a contribuicdo dos elétrons de condugdo em um metal.

LucyV.C.As8ati



Fonons

> Calor especifico do sdlido a volume constante

Experimentalmente, observa-se que o calor especifico dos sélidos, a
volume constante, C,, tende a zero a medida que a temperatura se
aproxima do zero absoluto. Este fato ndo é explicado usando-se a
mecdnica estatistica cldssica, que utiliza o teorema de equiparticdo de
energia. Supondo que o cristal possua N dtomos e que cada dtomo do
cristal execute um MHS em torno da posigdo de equilibrio, a energia
média, por oscilador, é kgT. Portanto, para um sélido tridimensional,
com N atomos e volume V, a energia interna média seria 3NkgT e

Y l

Este valor é observado para sdlidos mono-

C,=—|—] =
v \oar com a lei de Dulong-Petit

_ 1 <6U> _ NkB _ 3nk3} Independente de T e em acordo
14

atémicos e para temperaturas elevadas (T~300K)

Para temperaturas’ Cy TZ = isolantes
proximas de zero o e fonons
que se observa é: | Cy = AT + BT® = metais
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Einstein

A ideia de quantizar os osciladores harmonicos foi de Einstein
que, em 1907, utilizando os resultados da teoria de ondas
eldsticas em sdélidos, propos que a energia térmica de um
oscilador com frequéncia w é (n)hw. A partir dessa ideia, ele
sup0s que todos os osciladores teriam a mesma frequéncia wg, ou
seja, supds que a relagdo de dispersdo para os modos normais de
vibragdo fosse w(k) = wg e definiu a temperatura de Einstein:

hwg Pardmetro dependente do material
kg e ¢ ajustado com a experiéncia

Com isso, a energia térmica média é
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Einstein

Como existem N osciladores e trés graus de liberdade para cada
um deles, entdo a energia térmica média total é:

e, desse modo, a capacidade calorifica a volume constante sera:

= (), - ()

B 1
AT~ kgl?
AU  d [ 3Nhwg

hwEe,BﬁwE
s 2y = [
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Fonons
> Calor especifico da rede no modelo de Einstein

Co — SNh w2 ePhwE
]CBTQ (eﬁh‘“E — 1)2
~ hwg - Thwg . ~ Og
Como 0O = T e Phwp = ool entao fhwg = ™ &
 3N@Lkg [ T ] 0|’ [ /T
Cy = T2 [(eeE/T —1)? = 3Nkp T (ef5/T —1)?

— Para temperaturas altas: 7' > 0

Op , b 1 (0g\° 1 [(05\°
T el — BT 12 [ — £
7 < e +T+2!(T tog ) e

9 2
Cy = 3Nkg [?E]

= 3Nkg = Lei de Dulong-Petit !!! (OK)
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Fonons
> Calor especifico da rede no modelo de Einstein

SNO% kg [ f2/T 0p]° [ /T
Cy = £ — 3Nkg | —
4 T2 [(eHE/T —1)2 B |"p (ef2/T — 1)2

— Para temperaturas baixas: T' < 0g

QTE>>1 — /T 1 x /T e
9 2 0 /T 9 2
Cy = 3Nkp {TE] [ %E el 3Nkpg {TE e ?5/T — exponencial predomina!!
(e2/T) Oy — (I para T =0

» Descreve corretamente o valor de C, para temperaturas altas e
prevé que C, » 0 para T — O, apesar de a variagdo de C, com T ndo ser
a observada experimentalmente (C, < T>= isolantes)

Limitagdo: supor que as ondas eldsticas em um sdlido tém todas a mes-
ma frequéncia, o que ndo € verdade

Sucesso: supor que as oscilagoes sdo quantizadas (fonons), mostran-
do que é possivel ter C, » 0 quando T - O
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Fonons
> Modelo de Debye

» Este modelo surgiu para tentar explicar a variagdo de C,, com T

Primeiro: Introducdo do conceito de densidade de modos D(w)
e de densidade de estados g(k)

A energia total, no equilibrio térmico, para uma colegdo de oscila-
dores harmonicos independentes, com diferentes frequéncias é:

U=2.2 ng, g,
R

Ndmero médio de ocupagdo de fonons no modo com frequéncia ws;

ne de ramos = dimensdo + base A
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Fonons

<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

Como visto, o conjunto de vetores de onda k é discreto e, portan-
to, a energla total do sistema depende da somatéria sobre todos
0s possiveis valores de k, na primeira ZB. Entretanto, como os
valores permitidos de k sdo

2T o - L .
kj = — m com m = n? inteiro e j =z,y,%

L.

J

entdo, os valores de k sdo igualmente espagados. Como os L; sdo
ndmeros muito grandes, a malha dos valores de k é tdo densa que
podemos substituir a somatéria por uma integral. Para isso temos
que definir a quantidade D,(w)dw, que € o ndmero de modos hor-
mais de vibragdo no intervalo de frequéncia entre w e w + dw para
0 ramo s, para escrever a energia total, no equilibrio térmico, como

wma.:r

U= Z/ )n(w,T) hwdw

Wmin
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Fonons

<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

D,(w) = nldmero de modos normais por intervalo unitdrio de fre-
quéncia, ou densidade de modos

Como w ¢é fungdo de k, podemos também definir uma densidade de
modos g(k), que € o nimero de estados por intervalo unitdrio de k
e assim g(k)dk é o nimero de estados no intervalo entre k e k + dk.

Ds(w)dw = g(k)dk = Dg(w) = g(k)% = 90) 75 = g(k)é

dk

Assim, para se obter Ds(w) precisamos saber a expressdo da re-
lagdo de dispersdo, pois ela depende de dw
/ dk .
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Fonons
<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

: ~ _ L _ L Obs.: s6 lado po-
1 Dimensdo: g(k)dk = —dk = g(k) = - = o da 18 78

Devemos sempre ter que [, g(k)dk = N . Verificagdo:

T

L m

al L
J g(k)dk=f “dk=——===N

Em duas e trés dimensdes vamos utilizar aproximagoes:

2D = substituimos a primeira ZB (coordenadas k, e k,) por um circulo

(coordenadas 6 e k) de mesma drea, impondo que o valor mdximo do raio do
circulo, k.,s,, seja tal que a integral da densidade de estados tenha como
resultado o ndmero total de estados N (N,N,).

3D = substituimos a primeira ZB (coordenadas k,, k, e k,) por uma esfera

(coordenadas 6,¢ e k) de mesmo volume, impondo que o valor maximo do
raio da esfera, k,s,, Seja tal que a integral da densidade de estados tenha
como resultado o himero total de estados N (NLNUN,).
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Fonons
<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

2 Dimensoes:

/dkxdky = 2rkdk

LyL A Ak
g(k)dk = g(k)dk = (Zn)2:> gk =

k2, — = k= (4mn)1/?
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Fonons
<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

3 Dimensoes:
kadkz — 4nk?dk
LyLyLy, 14 Vk?
g(k)dk = gUdk = —Gmidp=|g(k) = 25

Kmax Kmax sz V 3
JO g(k)dk =N = fo de 67‘[2 Konax

612N
k%éx — v = k= (6T n)1/3
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00 =2 [<sin (%)

Fonons

<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

Exemplo: Vamos obter a densidade de modos para a cadeia linear
monoatdmica, massa M e constante de mola C, de pardmetro de rede g,
cuja relagdo de dispersdo é

. ka 2 2
= W [Sin(— )| = 0 =w

D(w) com v, =22 = ., %cos (ka) = |—=—"217

W) =—— = — = = — — =
TV, dk m2 2 Vg  awm cos(%)
4 4 / 4 1 2
a\ ka\] a?(w?2, — w?) v a(w?, — w?)1/2

aZw?, cos? (7) aZw?, [1 — sen? <7>] m g m

D) % . D(w) =
W) = — w) =
ma w2, — w?)1/2 (w2, — w?)1/2
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Fonons

<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

Densidade de modos para a cadeia linear monoatémica, massa M e
constante de mola C, de pardmetro de rede a:

2N < Na=1 -~
D(w) = 2 2Y1/2
m(wp — @)
l -
D(w) @m @m 2N
D(w)dw = dw
i J, 2w = [ =
?'V/g= 0 ®/w,, = send (0<e< 7T/Z) = W, c0s0d0 = dw
: n
‘ gl 0do = N
i o, Wy, COS )
2N L
L. . %
0 0,5 1,0
@/ @ LucyV.C.As8ati




Fonons

<+ Densidade de modos D(w) e densidade de estados g(k)

Densidade de modos para a cadeia
linear diatémica, de pardmetro de
rede a, massas M e m e constante
de mola C.

D(w) vg =0

D(w) = Dycistico (@)
+ Deptico (W)
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Debye

Em um sélido, o espectro de frequéncias proprias da rede se
estende desde baixas frequéncias (oscilagées acusticas) até
altas frequéncias (infra-vermelho). Para temperaturas altas

k T V4 Al . /
(hw < kgT = (n) = %), o humero de fonons excitados € propor-

cional a temperatura. Para temperaturas baixas (hw >» kgT =
(n) € 1), a probabilidade de excitagdo de um fonon é muito
pequena.

Para temperaturas baixas (10K) s6 os modos aclsticos sdo térmi-
camente excitados, contribuindo para a energia da rede. Essas
excitagoes tém comprimento de onda A > a (a sendo da ordem do
espagcamento entre dtomos) e, nessas condigdes, o sélido apre-
senta uma relagdo de dispersdo como no modelo do continuo elds-

tico. Essa é a aproximagdo de Debye: |w = v,k
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Debye

Para um sélido tridimensional, a densidade de modos, para cada
um dos ramos acusticos, na aproximagdo de Debye, é

Vk? 1 14 w?
DS(w) — 27172 - T 2 3 (S — 1)2;3)
T* Vg l 2TT% Vsom,s
e A N
2
w dk 1
k? = e —=

2
Vsom dw Vsom

O modelo de Debye troca todos os ramos do espectro vibra-
cional por 3 ramos acudsticos com a mesma relagdo de dispersdo.
Assim, como o espectro é extrapolado dessa maneira, deve-se
introduzir uma frequéncia de corte w) para garantir que o
ndmero total de modos seja igual a N para cada ramo. O ramo
com a maior velocidade v,,, tera a maior frequéncia de corte.
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Debye

Para um sélido tridimensional, a frequéncia de corte w3, é:

“b “b Y w? Vo1 (@)
f D (w)dw = f dw = =N
0

2 3 o 2 3

0 2T Vsom,s 2T Vsom,s 3

s\3 __ 3N, - 3 s 612N RE
(wD — 727-[ Vsom,;s~ —|®Wp = Vsom,s Vv

Para um sélido bidimensional, a frequéncia de corte wp é:

Wp ©“D A w A 1 (w))?
J Di(w)dw = f sdw = > =N
0 o 2T Vsom,s 2T Vsom,s 2
s\2 _ 2N 5 s amN\ 72
(wD) Y 2T Vgom s~ =|Wp = Vsom,s (T)
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Debye

O modelo de Debye aplicado a cadeia linear monoatomica fica:

C a dow a
k— 0= wk)=a Mk=§a)mk € - =5 Wm = Vsom

MTVsom TAW,, Ty,
“p 2N p N Wy, N [
e —adw = — W) = ——— = Wn = — W
, Ty PN P m
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Fonons

> Calor especifico da rede no modelo de Debye

Para a cadeia linear monoatomica, massa M e constante de mola C,
de pardmetro de rede a, a frequéncia de corte é w,, enquanto que

no modelo de Debye é w) = %wm.

w D(w)

=
S

2N

MWy,

SN e -

3
~~
QD
()
==
a
QD
-
g
3
>
>
S
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Fonons: Calor especifico da rede no modelo de Debye

Energia térmica de um sélido tridimensional

U= Z ZD D (w)ng(w)hwdw

onde

1 V  w?

— e _
nS(w) - eﬁhw . 1 DS((D) - 271_2 V50m53

Supondo o sélido isotrépico, vy, (= vy) € 0 mesmo para os trés
ramos acUsticos (longitudinal e transversais) e

Wwp

ED()_ng =>U—j3V1 hw? ;
)= o Vo3 ) 2m? vy 3 eBhe — 1 @

0

du oUdp hews
CV = = dw
dT ~ 9B aT kBT2 6,8 2n2 3(ePhw — 1)
Vo
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Fonons: Calor especifico da rede no modelo de Debye

ha)D

v' Definindo a temperatura de Debye: 6, = 2

/3 3
6T%N v
v’ Lembrando que: wp = Vo( nV ) = vy = 607)5,\,

1
hAv 62N\ /3 03k3 v
\/ : 0 3 D™B
remos que: 6 = - ( . ) =><V0 =0 —

B .
Escrevendo x = — = Bhw entdo

kpT
3 _ _x° Xp _6p
W = 233 dw = Bhdx a)D—Bh:xD = /
Wp 4 D/T
_J 3V 1 hwd g 3V 1 kiT* J x3 ;
) 2m? vy 3eBhe — 1 @ T oz vo¥ h3 ex — 1%
0 0
9p/ L
r 3 Energia térmica de um

0

3
U=9NkgT l f X dx = sdlido tridimensional
Op e* —1 no modelo de Debye
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Fonons: Calor especifico da rede no modelo de Debye

Calor especifico de um sdlido tridimensional

. _dU_0Udp _ 7D W1 e’
VEAT T 9paT | kT2 0f ) 2m?(vgd) (ePre — 1) "
0

)

1 3V (6n21v h3 [ howd(hw)ef®
CV — f dw
CkgT2 2m2 V. 63k3))  (ePhew —1)2
Escrevendo x = -2 = fhw entdo
kgT
QD/

ik T apx Calor especifico de um

Cy = 9Nkg ( ) p > dx = sélido tridimensional
Op (e* —1) no modelo de Debye
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Fonons: Calor especifico da rede no modelo de Debye
— Energia térmica no limite de baixas temperaturas: T « 6

0
v' Nesse caso ?D —> e

™\ [

U=9NkyT <—> j
Op

\0

X

3
d
79X

ex_

e

J

valor constante

Contribui com um

|

T 3
U=9NkgT <—)
Op

7'[4

15

|

4

U

CVd_T

15

i T3~234Nk d
0, — 5\o,

;

s T2

- h=-+
=j ex_ldx:<12=2,404

0 T

=1

= C, x T3
= Cy > 0paraT - 0

Em acordo com da-
dos experimentais
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Fonons: Calor especifico da rede no modelo de Debye
— Energia térmica no limite de altas temperaturas: T > 6,

v Nesse caso hiw K kgT = x K1 ele*=1+x

HD/T J HD/T
T\’ x3 - T\’
U = 9NkBT 9_ f dx = 9NkBT 9_ j xzdx

D ex_l D
0 0

U = 9Nk,T (— (T 3—3NkT
- \e,) 3 \e,) B
U

— 3NkB

d

CV=E

Independente de T e em acor-
do com a lei de Dulong-Petit
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Fonons

> Comentadrios

No modelo de Debye de um cristal
com uma base poliatomica, os ra-
mos opticos do espectro sdo re-
presentados pelos valores grandes
de k com a mesma expressado linear
que ho ramo acuUstico (w =vk), a
qual, para k's pequenos, dd conta
dos ramos acusticos. Para uma rede
quadrada com uma base de 2 dto-
mos, as duas primeiras zohas de
Brillouin sdo substituidas por um
circulo com a mesma drea total e o
espectro total € substituido pela
relagdo de dispersdo linear dentro
do circulo.
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Fonons

> Comentadrios

Um modelo alternativo para des-
crever o espectro de fonons é
utilizar a aproximagdo de Debye
para os ramos aclsticos e a
aproximagdo de Einstein para os
opticos. Para uma rede quadrada, a
primeira zona de Brillouin é subs-
tituida por um circulo com a mesma
drea. O ramo acustico é substi-
tuido pela relagdo de dispersdo
linear dentro do circulo e o ramo
optico € substituido pelo ramo com
frequéencia constante (wg) dentro
do circulo.
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Fonons
> Comentdrios

Comparagdo entre os dois esquemas

Aproximagdo de Debye Aproximagdo de Debye
para todo o espectro para o ramo acustico e
de Einstein para o éptico
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Fonons
> Comentarios

Desvios sdo observados no comportamento de C, com T por diver-
sas razoes. Por exemplo, a grafite e outros materiais que
apresentam estruturas ‘“laminadas” mostram, para baixas
temperaturas, uma dependéncia com T2. Essa dependéncia é
esperada, no modelo de Debye, para sistemas bidimensionais.
Analogamente, cristais formados por longas cadeias de dtomos,
como o enxofre e alguns cristais de polimeros orgdnicos, mostram,
para baixas temperaturas, uma dependéncia com T- como esperado
pelo modelo de Debye, para sistemas unidimensionais. Outras
causas de desvios sdo, por exemplo, a presenca de elétrons livres,
como € o caso de metais, a presenga de efeitos anarménicos e a
existéncia de transicoes de fase de natureza as mais diversas.

LucyV.C.As8ati
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