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Capitulo 1

Caminhadas Aleatorias

1.1 Difusao Classica

A teoria da difusdo cléssica estd baseada em dois principios fisicos: (i) o
transporte total de matéria através de uma superficie unitaria é proporcio-
nal ao gradiente da densidade do material na direcao perpendicular a area
unitdria, e (ii) no espaco livre, o material é conservado de modo que durante
o movimento, unidades difusivas nao sao nem criadas nem destruidas.
A lei de Fick
J = —DVn(Ft). (1.1)

e a equacao da continuidade
On+V-J=0. (1.2)

sao as duas equacoes que modelam estes conceitos na teoria da difusao
classica. Aqui, n(7,t) é a densidade de numero de particulas de interesse
na posicao 7 e no instante ¢, D[, n(7, t)] é o coeficiente de difusao, que pode

ser fungao tanto de 7 quanto de n(7,t) e finalmente J(7,t) é a densidade de
corrente de particulas, que é definida em termos da velocidade local, (7, t)

J(7,t) = n(7, )T(F,t) . (1.3)

Destas trés equagoes bésicas pode-se derivar duas equagoes diferenciais basicas,
uma para a densidade de particulas e a outra para a velocidade local da
particula. A teoria tradicional enfatiza que a equacao de difusao é obtida

pela substitui¢ao da Eq. [I.1 na Eq.

dn =V - (DVn) . (1.4)
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Quando o coeficiente de difusao for uma constante independente da posicao
e densidade de particulas a Eq. [I.4] se torna:

O = DV?n | (1.5)
que em uma dimensao € escrita como:
om = Dd*n . (1.6)

Quando a densidade de particulas for conhecida, a densidade de corrente J
é obtida da Eq. [L.1][]

Um problema frequentemente discutido na teoria de difusao é o problema
de wvalor inicial, i.e., determinar a distribuicao de concentracao n(z,t), no
instante ¢, quando a distribuigao inicial n(z,0) for conhecida. Uma vez que
parte consideravel de nossa discussao sera relativa aos dominios espaciais sem
fronteiras, apresentamos a solugao para o problema do valor inicial em um
dominio unidimensional infinito.

1.2 Caminhadas Aleatorias

Considere uma rede unidimensional com espacamento regular /. Da posicao
Tp, sal um caminhante, que em cada intervalo de tempo At, pode dar um
passo a direita (+), com probabilidade p, ou & esquerda (—), com proba-
bilidade ¢ = 1 — p. Para descrever este processo consideramos a variavel
aleatoria Az = £/.

1.2.1 Estatistica de Um Unico Passo

O tamanho de passo médio é dado por:
(Azy =tp—t(1—p)=(2p—1)L. (1.7)

Para calcular a variancia, vamos primeiro calcular o segundo momento
do comprimento dos passos, que é dado por:

(Ax)*) = Cp+ (=01 —p) = . (1.8)

TUm modo alternativo para descrever a difusio é encontrar a equacao diferencial para
o campo de velocidade v. Quando ¥ for conhecido, a densidade de particula é obtida
combinando as Egs. e Nos nos restringimos ao caso de coeficiente de difusao
constante. Assim: ¥ = —DV(logn). Uma equagao diferencial para ¥ é obtida notando
que das Eqs.eque 8,0 = —DV (d;logn) = DV[V-(n@)/n] = =DV (V-7+5-V logn).
Portanto, incorporando ¢ = —Dﬁ(log n) nesta expressao obtem-se a equagao a derivadas
parciais para o campo de velocidade: 0,9 = ﬁ(Dﬁ - — 92). Portanto, até mesmo a teoria
de diffusao elementar é nao-linear se formulada em termos da varidvel errada.
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A variancia é dada por:

oA, = ((A2)?) — (Az)* = 4lp(1 - p) . (1.9)

1.2.2 Estatistica de Alguns Passos

Para descrever a trajetéria de um caminhante, considere que ele avangou n,
passos a direita e n_ passos a esquerda. O nimero total de passos é:

n=ny+n_. (1.10)
A posicao do caminhante no instante de tempo t = nAt, é:
$n=$0+ZA% =x0+L(ny —n_), (1.11)
i=1

e seu deslocamento :

As, = x,— Xo :ZA@- ={l(ny —n_)
i=1
= 20(ny —n). (1.12)

Uma vez que a probabilidade p nao se altera e os passos sao independen-
tes, a probabilidade do viajante dar ny 7 direita em n passos é dada pela
distribuicao binomial:

n V23 —n
bp(ng) = ( " )p f(1=p)
+

ntp™t(1—p)"

nyl(n —ny)!

(1.13)

Esta distribuicao tem média: (n,) =np e 0. = np(1 —p).
Assim, a probabilidade do caminhante se deslocar As, em n passos é
dada pela distribuicao binomial negativa:

~ n!p(AS'yL—TL)/Q(l _ p)(Asn+n)/2

sl Bn) = {08 =) o[, 1 /2L (1.14)
que tem média:
(Asy) =20((ny) —n) =nl(2p — 1), (1.15)
e variancia (Var(az + b) = a*Var(z)):
OAs, = 400l = 4Cnp(1—p) . (1.16)

4
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1.2.3 Estatistica de Muitos Muitos Passos
Para n > 1, a Eq. se torna uma distribui¢cao normal:

e(Bsn—(Asn))?/(20%,,)
G(Asn>,02ASn (Asn) = : (117)

/972
2ToA,,

Poderiamos de um modo muito simples chegar no resultado acima utili-
zando o teorema do limite central na Eq.[1.12] Para isto considere a Eq.
onde o deslocamento do caminhante é dado por: As, = >  Az;. Como
o comprimento dos passos é uma variavel aleatéria, que nao depende dos
passos anteriores e tem variancia finita, a distribuicao de As,, se aproxima
de uma gaussiana a medida que n aumenta. Esta gaussiana estd centrada
em (As,) = Y (Az) = nl(2p — 1) e tem variancia o3, = Y . 0, =
anl*p(1 — p).

1.2.4 Algumas Aplicacoes
Paramagnetismo: Spins de Ising Independentes

Considere N particulas localizadas de spin 1/2 e momento magnético fig e
independentes. Na presenca de um campo magnético H, o hamiltoniano é
dado por:

H = —HM (1.18)
N
M = i) o (1.19)
i=1
o, = *+1, (1.20)
onde identifica-se o estado ¢ = 1 como spin up e o estado ¢ = —1 como spin

down e M é a magnetizacao do sistema.
Fixada a energia em F, o sistema apresenta grande degenerescéncia com
N, representando o niimero de spins +1 e N_ o ntimero de spins —1. Assim:

N = N, +N_ (1.21)
E = —(Ny—N_)pH (1.22)
com
N
Ny = 7(1:Fa:) (1.23)
E/N
r = — . 1.24
odl (1.24)

3
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O numero de configuracoes de N spins com energia F vale:

Q(E,N) = %]'\7_'
_ v (1.25)
BT I ETES)T '
Portanto:
InQ(E,N) = InN!—1In [g(l—x)]!—
In g (1+ x)} | (1.26)

A entropia ¢ calculada no limite termodinamico (N > 1 e E > j[igH, com
E/N fixo). Deste modo, devemos imperativamente utilizar a aproximagao
de Stirling (In N! = N In N) que resulta na entropia:

S(E,N) 1
KN 5[1114— (1—2)In(l —z) —
(14 2)In(1 + 2)] (1.27)

Observe que poderiamos ter considerado a aproximacao de Stirling mais com-
pleta In N! = NIn N — N o que leva ao mesmo resultado pois os termos que
nao tem o logaritmo se anulam.

A entropia quando escrita em funcao de grandezas extensivas é uma
equagao fundamental, ou seja, ela contém toda a informagao termodinamica
de equilibrio.

O inverso da temperatura é dada por: 1/T = 0gS|, e definindo:

1 1
= = 958
g KgT — Kg |y
1 1l—x
- 1 1.28
2hio n(l—i—x) (1.28)

A entropia é uma funcdo concava da energia e a regiao fisica, corres-
pondente a temperaturas positivas, se verifica apenas para £ < (0. Para
E = —NjiyH, todos os spins devem estar alinhados com o campo. Existe
um unico estado microscépico acessivel ao sistema e a entropia deve ser nula.
Quando E = 0, a entropia é maxima, nesta situacao metade dos spins estao
orientados para cima e a outra metade para baixo.

Da Eq. [1.28 obtemos a energia por particula em fungao da temperatura:

E
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A magnetizagao do sistema é escrita como M = —F/H assim a magnetiza¢ao
por particula é escrita como:
M —E/N

m = —

N H

= fio tanh(BpoH) , (1.30)

o que revela a saturacao m/fiy = 1 para baixas temperaturas (8 > figH) e
o comportamento linear m = SH para altas temperaturas (5 < jigH).
A susceptibilidade magnética vale:

Big
(B, H) = dpgm|, = —L0 1.31
X (/8 ) H |/8 COSh2 (ﬁﬁoH) ( )
E interessante considerar o comportamento a campo nulo H =0
_ f
Xmo(B) = B = (1.32)

- KT’

que é a lei de Curie para o magnetismo e verificada experimentalmente para
uma grande variedade de sais paramagnéticos. Nota-se que a campo nulo a
magnetizacao ¢ nula, mas nao a susceptibilidade.

Efeito Schottky: Spins de Bernoulli Independentes

Considere N particulas que podem ser encontradas em dois estados, com
energia 0 ou €. O hamiltoniano do sistema vale:

N

H o= &) b (1.33)
1=1
1

b = {0 : (1.34)

onde chamamos b; como sendo o spin de Bernoulli em contraste ao spin de
Ising 0; = +1. Estes dois spins estao relacionados pela transformagao:

O ntmero de particulas no estado 0 7 Ny e o numero de particulas nos
estado € é N;. A energia e o numero de particulas estao relacionados por:

N = Ny+N, (1.36)
E = NyxO0+N; xé (1.37)
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o que implica em:

Ny = N(1—u) (1.38)
Ni = Nz (1.39)
. = ZN (1.40)

€

Para uma energia fixa £/, o nimero de configuragoes para N spins é:

QE,N) — Nj!V]!VI!
NI
~ (N2 [N(I—a2) (1.41)

No limite termodinamico (N > 1, £ > € de modo que E/N fixo), é
possivel calcular a entropia:

S(E, N)

KN —[(1=2)In(1 — ) + zInx] (1.42)

que ¢ a equacao fundamental do sistema termodinamico. Uma equacao de

estado é: . ) )
—x
= =1 ) 1.43
b =57~z n( z ) (1.43)

Isolando a energia por particula temos:

E Ee ¢
—_—= 1.44
N 1+4e P (1.44)
O calor especifico é dado por:
K ~\2 —f€
¢ — op(B/N) = KB (1.45)

(14 e=58)?

O calor especifico se anula para altas (€ < 1) e baixas (8é > 1) tempe-
raturas. O valor maximo do calor especifico ocorre quando Bé ~ 1 que é
conhecido como efeito Schottky.

1.3 Caminhadas Aleatorias Persistentes

Como na secao anterior, considere uma rede unidimensional com espacamento
regular £. Da posicao xg, sai um caminhante, que em cada intervalo de tempo
At, pode dar um passo para a direita (+) com probabilidade p, ou para

8
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a esquerda (—) com probabilidade g9 = 1 — py. Nos passos subsequentes
(também de tamanho ¢), a probabilidade do caminhante manter o sentido
da caminhada ? p e a probabilidade do caminhante reverter o sentido da
caminhada é ¢ = 1 — p. Para descrever este processo consideramos a variavel
aleatoria ¢ = 41, assim 0,1 = o; com probabilidade p e 0,1 = ¢; com
probabilidade 1 — p. Assim:

() =p—(1-p =2p—1, (1.46)
e (0%) = 1, assim:
Var(o) = (0?) — (0)? = 4p(1 — p) . (1.47)

A posicao do caminhante no instante de tempo t = nAt, é:

$n:$0+£iﬁ0j, (148)

i=1 j=1

O deslocamento do caminhante 7:

Asn:a:n—l'o:ézn:ﬁaj. (1.49)

i=1 j=1

Sp) =
(o) =

O deslocamento médio do caminhante apds n passos vale: (A
> 1(H L0;). Como os passos sdo independentes: (H; o) =
(2p — 1)%, o que leva a:

(As,) = €Y (o)
(1.50)

Para n > 1, (As,) = (o) /(1 — {{0)).

Para calcular o segundo momento do deslocamento do caminhante apds n
passos, considere primeiramente o segundo momento do deslocamento para
o primeiro passo: ((Asy)?) = ?(c?) = (>. Para o segundo passo tem-se:
((As9)?) = (*{[o1(1 4 02)]?) = 20%(1 + (o). Para o terceiro passo: ((As3z)?) =
C{oy[1+0o(1+03)]}2) = (14 2(Asy) [0+ ((Asy)?) /£2. E possivel mostrar



ALEXANDRE S. MARTINEZ FisicA COMPUTACIONAL DF/FFCLRP/USP

que para n arbitrario:

((Asn)?)

/2 = 1+2 /¢ - Iz
— 142 ( SZ_1> 149 (Asg_2> <(A552_2) )
= n—1+ % ;<Asn_]> + <(A;21) )
L/ e R

{
1-{0) 1= &
2n—1)(o)  200)> T2,
= n+ 1— (o) 1— (o) ]0<0>
- n+2(”_1)§0’> _2(0)* 1= (o)™

— )" (1.51)

Para n > 1, expressao simplifica para
((Asy)?) = Cn(1+ (o) /(1 = {0)) . (1.52)
A variancia de do deslocamento do caminhante apds n passos é dado por:

Oae, = ((Asn)?) = (Asy)?

TAsn n(l —(0)?) = 2(o)(1 = (0)") — (0)*(1 — (o)")?
7 T . (1.53)

Assim se n/(o) > 1, entao:

oy = (A5,)%) = Pn

(1.54)

Problemas

1. Considere um caminhante que a partir do sitio o da um passo de
comprimento ¢ com probabilidade p para a direita e com probabilidade

10
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g = 1 — p para a esquerda. Assim este processo é modelado pela
recorréncia:
Tip1 = T + Az,

_+lp
Az = { 0 g=1—p

com

de modo que E(Az) = (2p — 1){ e Var(Az) = E[(Az)?] — E*(Ar) =
4npql?. Sabemos que para n > 1, a varidvel deslocamento d,, = x,, —
segue uma distribuigdo normal com média E(d) = (2p—1)¢n e variancia
Var(d) = 4npql?.

Implemente o cédigo abaixo e verique as afirmagoes acima

clear;

N = 100; // # max de passos
M = 1000; // # de realizacoes
x0 = 0; // condicao inicial

rand(’seed’,2); // semente do gerador
// de #’s aleatorios
p = .7; // prob. ir direita
ell =1
s = x0;
for m = 1:M
xn = x0;
for n = 1:N
if (rand() < p)
Xxn = xn + ell;
else
Xxn = xn - ell;
end
end
s=[s;xn];
end
clf();
scf(1);
plot2d(s)
scf(2);
histplot(100,s)
media = mean(s)
var = variance(s)

11
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Obtenha a distribuicao de d,, para n pequeno.

2. Comente o seguinte codigo em Scilab

clear;

N = 100; // # max de passos
M = 1000; // # de realizacoes
x0 = 0; // condicao inicial

rand(’seed’,2); // semente do gerador

// de #’s aleatorios
p = .7; // prob. ir direita
ell =1

:M
rand(1:N);
find(x < p);
find(x >= p);
ell;
-ell;
sum(x) + x0;
= [s;xn];

Hh
[e]
=

[ T - A IS o ]
85 ~ ~ 8

G R

NN 1]
| | | | | O | [ I

end

clfQ;

scf(1);

plot2d(s)

scf(2);
histplot(100,s)
media = mean(s)

var variance(s)

3. Caminhada Aleatéria Persistente em Uma Dimensao Em uma
caminhada aleatdria persistente, a probabilidade de transi¢ao (ou pulo)
depende da transicao ocorrida no instante anterior. Considere uma rede
unidimensional e suponha que N —1 passos tenham sido dados. O passo
N é dado na mesma direcao com probabilidade o e na direcao oposta
com probabilidade 1 — «. Uma caminhada aleatéria persistente pode
ser considerada como uma caminhada multi estados na qual o estado
em que a caminhada esta definido pela tultima transicao. Escreva um
programa de Monte Carlo para uma caminhada aleatdria persistente
em uma dimensao.

12
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(a) Calcule: (x(N)), (z*(N)), (Az*(N)) e a distribuicio Py(z). Ob-
seve que é necessario especificar ambos, a posi¢ao inicial zy e a
direcao inicial do viajante.

(b) Determine (Az?(N)) para N = 8,64,256 ¢ 512 com a = 1/4 e
a = 3/4.
i. Mostre graficamente que (Az?(N)) ~ N2,
ii. Do grafico, usando o método dos minimos quadrados (tome o

logaritmo de ambas varidveis e use a fungao lsq() no Scilab),
estime o valor de p para N > 1.

(c) Como que uma caminhada aleatéria persistente se diferencia de
uma caminhada aleatéria tendenciosa com p # ¢?

4. Caminhada Aleatéria em Duas Dimensoes. Construa uma ca-
minhada aleatéria em duas dimensdes em uma rede quadrada. A pro-
babilidade de ir para o norte é py, a de ir para o oeste é py, para o
sul pg e para o leste pr de modo que py + pw + ps + pg = 1. Faca
um histograma da distancia entre a posicao inicial e final das M rea-
liza??es (part?culas) ap?s N passos (tempo) e calcule a posi??o m?dia
assim como o deslocamento quadratico médio (R?) = (z%+y?). Utilize
os seguites valores:

= 10000, py = pw = ps = pr (caso isotrépico),

(a
(

) M

b) M = 10000, py > ps € pw = pg,

(c) M = 10000, py = ps e pw < pg,
(d) M = 10000, px # pw # ps 7# Ps-
clear;
N = 100; // # max de passos
M = 10; // # de realizacoes
x0 = 0; // condicao inicial
yO = 0;

rand(’seed’,2); // semente do gerador
// de #’s aleatorios

p_N = .25; // prob. ir norte
p_W = .25; // prob. ir oeste
p_S = .25; // prob. ir sul
// p.LE=1-p.N - p_W - p_S
ell =1
s = [x0, yO0l;

13
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for

end
clf
scf

1:M
xn = x0;
yn = yo0;
for n = 1:N
r = rand();
if (r < p_N) then
yn = yn + ell;
elseif (r < p_W + p_N) then
Xxn = xn - ell;
elseif (r < p_S + p_W + p_N) then
yn = yn - ell
else

m

xn = xn + ell
end;
end
s=[s; [xn,yn]];

O;
(1);

plot2d(s) // tirar as linhas e

med
var

// deixar somente os pontos
mean(s)
variance(s)

ia

5. Caminhadas Aleatorias Restritas em Uma e Duas Dimensoes

(a)

Armadilhas (1D). Considere uma rede unidimensional com ar-
madilhas nos sitios = 0 e = a com (a > 0). Um viajante inicia
a caminhada no sitio zp (0 < x, < a) e realiza passos unitarios
com a mesma probabilidade a esquerda e a direita. Quando o
viajante cai em uma armadilha, ele morre. Faga uma simulagao
de Monte Carlo e verique que o nimero médio de passos 7 de
sobrevivéncia do viajante (tempo de primeira passagem) é dado
por:
zo(a — z9)

2D ’
onde D é o coeficiente de auto-difusao na auséncia de armadi-
lhas. A média é realizada sobre todas as possiveis configuragoes
de caminhadas.

T =

Barreiras Reflexivas (1D). Considere um rede unidimensional
com sitios reflexivos em x = —a e x = a. Se um viajante chega em

14
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T = a, ele é refletido no préximo passo parax =a—1. Em t =0,
o viajante comeca a caminhada em xy = 0 e d& passos unitarios
com a mesma probabilidade a esquerda e a direita. Escreva um
programa de Monte Carlo para determinar a probabilidade de que
o viajante esteja na posicdo z apés N passos Py(z) com e sem
as barreiras reflexivas. Qual é o valor minimo de N para qual é
possivel distingir as duas distribuicoes de probabilidade?

Queda de um floco de Neve (2D). Considere uma marcha
aleatoria que inicia em um sitio a uma distancia y = h acima de
uma linha horizontal (y = 0). Se a probabilidade de um passo para
baixo for maior do que a probabilidade para um passo para cima,
o viajante vai eventualmente alcancar um sitio na linha horizontal
y = 0. Esta caminhada é um modelo do caimento de um floco de
neve. Faga uma simula¢ao de Monte Carlo (py = 0,1, ps = 0,6 ¢
i. para determinar o tempo médio 7 para um floco de neve al-
cancar algum sitio na linha y = 0 e encontre a dependéncia
funcional de 7 e h.

ii. E possivel definir uma velocidade para a diregao vertical?

iii. Como o floco de neve pode variar em z ele sofre um deslo-

camento Az em y = 0. Como que (Az?) depende de T e
h?

15
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clear;

close;

M =2; // # de realizacoes

yO = 100;//altura

x0 =0; // condicao inicial

rand(’seed’,2); // semente do gerador de #7s aleatorios
p_N = .05; // prob. ir norte

p_W = .4; // prob. ir oeste

p_S = .15; // prob. ir sul
p.E=1-pN-pW-p_S;
ell = 1;
r= sqrt ((x0*x0) + (y0xy0));
tempo=[0] ;
form = 0:M
x = [x0];//para limpar o grafico da trajet?tia
y = [yo0];
xn = x0
yn = yo0;

cont=0;//contador
while yn "= 0
r = rand();
if (r < p_N) then
yn = yn + ell;

elseif (r < p_W + p_N) then
xn = xn - ell;

elseif (r < p_S + p_W + p_N) then
yn = yn - ell;

else
xn = xn + ell;

end;
cont=cont+1; //tempo
x = [x,xn];
y = Lly,ynl;
end
xg=x+.10%m;
scf(m);

plot2d(xg,y,style=[-9])

16
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legend(’trajet?ria’)

x1 = [x,xn];
tempo = [tempo,cont]; //tempo de todas inteira??es
r = [r,sqrt((xn*xn) + (yn*yn))]; //dist?ncia percorrida

end

scf (m+1)

histplot(5,tempo) //histograma da m?dia temporal

legend (’tempo m?dio’)

tempo_m = mean(tempo) //m?7dia
vel_em_Y = yO/tempo_m //velocidade m?dia em y
var = variance(x1)

6. Gés na rede Considere uma rede quadrada com densidade de particulas
p. Cada particula se movimenta indo aleatoriamente para os sitios mais
proximos. Duas ou mais particulas nao podem ocupar o mesmo sitio
em um dado instante. Este modelo é um modelo de géds na rede, onde
observa-se que é necessario armazenar as posicoes das M particulas.
Considere o seguinte algoritmo:

e Ocupe aleatoriamente os L x L sitios de um rede quadrada com M
particulas sendo que duas ou mais particulas nao podem ocupar o
mesmo sitio. A densidade de particulas é: p = M/L? Indexe cada
particula (para distinguir umas da outras) e grave a posigao inicial em
um vetor.

e Em cada passo de tempo escolha aleatoriamente uma particula e um
sitio primeiro vizinho. Se o sitio estiver vazio, movimente a particula,
caso contrario a particula permanece na mesma posicao. Repita este
procedimento N vezes.

Calcule o coeficiente de difusao:

pv) = SR

onde (AR?) ? o deslocamento quadratico médio por particula em N
passos (N > 1).

7. Considere os seguintes problemas:

(a) Marcha aleatéria no continuo (12.7),
(b) Marcha aleatéria com tamanho de passo varidvel (12.8)

(c) Teorema central do limite (12.9)
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(d) Gerando uma gaussiana (12.10)

(e) Marcha aleatéria em redes contendo armadilhas (12.11)
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