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Dilema dos Prisioneiros (um exemplo)

O Jogo: Dois prisioneiros sdo mantidos em escritérios separados e
o promotor do caso oferece a cada um o seguinte: caso ele
testemunhe contra o comparsa e este ndo testemunhar contra ele,
sua pena sera de 1 ano de prisdo cabendo a seu colega cumprir 10
anos. Caso o comparsa também testemunhe contra ele sua pena
serd de 5 anos. Se, todavia, ambos se recusarem a testemunhar
um contra o outro, ambos passarao dois anos na cadeia.
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Tabela de pagamentos do dilema dos prisioneiros

N | (=2,-2) | (~10,-1)

T | (-1,-10) | (-5,-5)
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.
o M(ei, fj) = (Mi(ei, f}), Ma(ei, £)) = (ay, by)
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Definicoes Gerais
~ Caso duas estratégias
Jogos Soma Nio Zero . RS ..
Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Bibliografia

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.
o M(e;, ) = (Mi(er, fi), Na(ey, 7)) = (aij, by)
o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.
o M(e;, ) = (Mi(er, fi), Na(ey, 7)) = (aij, by)
o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q entdo
0 pagamento de Luiza sera:
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.

o N(e;, fj) = (Mi(ei, fj), Na(ei, ) = (ay, biy)

o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q entdo
0 pagamento de Luiza sera:

o E(p,a) = >_;; a;jpiq; = P'Aq
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Definicoes Gerais

Jogos Soma Nao Zero 5 A g P
8 ios Evolucionariamente Estaveis

Bibliografia

Jogos soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.

o MN(ei, f) = (Mi(es, fj), M2(ei, ;) = (ay, by)

o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q entdo
0 pagamento de Luiza sera:

o E(p,q) =X;;a;piq; = p'Aq

e E de Carlos:

o F(p,a) =X, bjpiqj = p*Bq
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

soma nao zero, e dois jogadores

oYy ={e1,...,en} e Xo={f,..., fn} estratégias puras.

o N(ej, fi) = (Mu(ei, fj), N2(ei, 1)) = (ay, byj)

o A = (aj) matriz de Luiza e B = (bj;) matriz de Carlos.

@ Se Luiza escolhe a estratégia mista p e Carlos escolhe q entdo
0 pagamento de Luiza sera:

o E(p,q) =X;;a;piq; = p'Aq

e E de Carlos:

o F(p,a) =X, bjpiqj = p*Bq

@ Note que agora n3o ha o interesse racional de Carlos

minimizar o pagamento de Luiza uma vez que isto ndo
significa mais que ele estard aumentando seu pagamento.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (eg, f;) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (eg, f;) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter

@ ay > ajVi e by > byVj
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios de Nash

@ Para que um par de estratégias puras (eg, f;) seja um perfil de
equilibrio de Nash devemos ter

@ ay > ajVi e by > byVj

@ Entdo para descobrirmos se existe equibrios de estratégias
puras, marcamos os maiores elementos em cada coluna de A e
0s maiores elementos em cada linha de B, se existir uma
posicdo kI em que ay e by estiverem marcados entdo (e, f;)
serd um equilibrio. Claro que pode n3o existir.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Um Exemplo

5 3
A=16 5
7 4
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)

(6,3) | (5.4) | (7.4) | (1,1) ()
(7,5) | (4,6) | (6,8) | (0,2)
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)

(6,3) | (5.4) | (7.4) | (1,1) (3)
(7,5) | (4,6) [ (6,8) | (0,2)
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Um Exemplo

(5,2) | (3,0) | (8,1) | (2,3)

(6,3) | (5.4) | (7,4) | (1,1) (4)
(7,5) | (4,6) | (6,8) | (0,2)
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€e[0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€][0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
® E(Xay) =
(a11 + a2 — a12 — a21)xy + (312 — a22)x + (a21 — ax)y + ax
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€][0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
® E(Xay) =
(a11 + a2 — a12 — a21)xy + (312 — a22)x + (a21 — ax)y + ax

@ é o pagamento de Luiza. O pagamento de Carlos é:
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Equilibrios na extensao mista

o My ={(x,1—x):x€][0,1]} e
My ={(y,1—y):y €[0,1]}: Estratégias mistas.
° E(x,y) =
(a11 + a2z — a12 — az1)xy + (a12 — a22)x + (a21 — a22)y + ax
@ é o pagamento de Luiza. O pagamento de Carlos é:
° F(Xay) =
(b11 + boo — b12 — bo1)xy + (b12 — b2o)x + (bo1 — b22)y + b2
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
B rafia

Jogos Soma Nao Zero

Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.

@ Para Luiza:
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Conjuntos dos Perfis racionais

@ Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.

@ Para Luiza:

o Ri={(x,y): E(x,y) = SUPze[0,1] E(x,y)}

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Conjuntos dos Perfis racionais

Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.
Para Luiza:

Ry = {(va) : E(va) = SUPxc(o,1] E()_()y)}

E para Carlos:

Ro ={(x,y): F(x,y) = SUPyco,1] F(x,y)}
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Conjuntos dos Perfis racionais

Para achar os equilibrios de Nash achamos os perfis racionais.
Para Luiza:

Ry = {(va) : E(va) = SUPxc(o,1] E()_()y)}

E para Carlos:

R> = {(va) : F(X7y) = SUPye(o,1] F(Xa)_/)}

Encontramos R1 N Ro.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Um exemplo da estratégia descrita acima

O jogo é descrito pela seguinte bimatrix de pagamento

(3,2) | (2,4)
(2,3) | (4,-3)

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Pagamento de Luiza e Carlos

@ O pagamento de Luiza sera
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Pagamento de Luiza e Carlos

@ O pagamento de Luiza sera
o E(x,y) =By —2)x—2y + 4
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Pagamento de Luiza e Carlos

@ O pagamento de Luiza sera
o E(x,y) =By —2)x—2y + 4
@ Pagamento de Carlos:
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Pagamento de Luiza e Carlos
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O pagamento de Luiza sera
E(x,y) =By —2)x -2y + 4
Pagamento de Carlos:
F(x,y)=(-8x+6)y +7x—3



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Conjuntos R; e R,

1 R>

2/3

Ry

3/4 1

(3/4,1/4) e (2/3,1/3) é equilibrios de Nash.
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coes Gerais

Jogos Soma Nao Zero . b . .
g e Equilibrios Evolucionariamente Estaveis

Bibliografia

Jogo do Cruzamento

Neste Jogo Carlos e Luiza encontram-se num cruzamento.

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Matrizes de Pagamentos

. —t2/2—6 —t> . —t1/2—€ 0
A_< 0 —t2/2—6>e8_< —t —t1/2—(5>
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

@ t; é o tempo para Luiza completar a conversao.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

@ t; é o tempo para Luiza completar a convers3o.

@ tp é o tempo pa Carlos completar a convers3o.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Estratégias

e Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).
@ t; é o tempo para Luiza completar a conversao.
@ tp é o tempo pa Carlos completar a convers3o.

@ ¢ atraso devido a mutua espera.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As Estratégias
o
o
o
o
o
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Cada um pode esperar (E) e prosseguir (P).

t; é o tempo para Luiza completar a conversao.
to é o tempo pa Carlos completar a convers3o.
€ atraso devido a mitua espera.

0 atraso devido ao mituo avanco.



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Férmula dos pagamentos dos jogadores

o E(x,y)=(—(e+0)y+ (6 — t2/2))x + (t2/2+ )y — t2/2 =6
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Férmula dos pagamentos dos jogadores

o E(x,y)=(—(e+0)y+ (6 — t2/2))x + (t2/2+ )y — t2/2 =6
o F(x,y)=(—(e+)x+(0—t1/2))y +(t1/2+)x —t1/2 -0
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Representacdo Graficade Ry e R,

R>

1

6

Ry

01 1

Pedro A Tonelli Teoria dos Jogos



Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

E rios Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

O Jogo Hawk-Dove

Dois leGes competem pela posse de territorio. Se dois ledes se
encontram numa disputa cada um deles pode agir de duas
maneiras: comportamento agressivo (Hawk), ou ele apenas ruge
ameacadoramente mas foge se vier um ataque (Dove). Digamos
que o ledo Jubinha encontra-se com o Sans3o e iniciam a
competicdo. Se Jubinha agir como Hawk e Sansdo como Dove,
Jubinha ficard com o territério e ganhard p pontos. Se Sansio
reagir, ou seja, agir com Hawk também, ai haverd luta com
chances iguais de ganho para cada um dos lados. O lado ganhador
receberd p e o perdedor perderd C. O valor esperado de ganho de
Jubinha é p/2 — C/2. Quando Jubinha agir como dove, ndo ganha
nada se Sansdo for Hawk (ele foge) e ganhard metade das disputas
por rugidos se Sansdo for Dove.
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

As matrizes deste Jogo
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Funcdes de pagamentos
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Definicdes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Identificacao dos pontos de equilibrio

ar

R1

o
Ak
=
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equ s Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B' como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.
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Definicoes Gerais
Caso duas estratégias
s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B' como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

@ Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B' como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

@ Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.

@ A idéia é que este jogo ocorra entre os elementos de uma
populacdo, constantemente e de forma aleatéria.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Jogo Populacional

@ Um jogo em que A = B' como o jogo Hawk-Dove é chamado
de Jogo Populacional.

@ Neste caso, o jogo é simétrico e ndo é importante quem tem
as linhas ou colunas.

@ A idéia é que este jogo ocorra entre os elementos de uma
populacdo, constantemente e de forma aleatéria.

@ A idéia do jogo populacional foi introduzida por
Maynard-Smith.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
B rafia

Jogos Soma Nao Zero

Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
B rafia

Jogos Soma Nao Zero

Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

@ Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sao solucdes de Nash do Jogo.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
B rafia

Jogos Soma Nao Zero

Escolha dos equilibrios de Nash

@ Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

@ Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sao solucdes de Nash do Jogo.

@ Se isto n3o acontecer s3o necessarios outros critérios para
escolha de um equilibrio.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
B rafia

Jogos Soma Nao Zero

Escolha dos equilibrios de Nash

Em alguns jogos podem ter muitos equilibrios de Nash.

Se estes equilibrios ddo o mesmo pagamento para os jogadores
e podem ser alternados, sao solucdes de Nash do Jogo.

Se isto n3o acontecer s3o necessarios outros critérios para
escolha de um equilibrio.

(]

No caso de jogos populacionais, sdo os equilibrios
evoluciondriamente estaveis.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equ s Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

égias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma funcdo de pagamento.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Estratégias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma funcdo de pagamento.

o No caso H-D: E(x,y) = (=Sy +8)x — 2y + 2.
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Estratégias nao invadiveis

@ Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma funcdo de pagamento.

o No caso H-D: E(x,y) = (=Sy +8)x — 2y + 2.

@ Uma estratégia x* é nao invadivel se:
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

E s Evolucionariamente Estaveis
rafia

Jogos Soma Nao Zero

Estratégias nao invadiveis

Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma funcdo de pagamento.

. C
No caso H-D: E(x,y) = (—5y + 5)x — Sy + 5.
Uma estratégia x* é ndo invadivel se:
E(x*,x*) > E(y, x*) para todo y € [0,1]
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Definicoes Gerais

Caso duas estratégias

Equilibrios Evolucionariamente Estaveis
Bibliografia

Jogos Soma Nao Zero

Estratégias nao invadiveis

Por causa da simetria de um jogo populacional sé
consideramos uma funcdo de pagamento.

No caso H-D: E(x,y) = (—Sy + £)x — 8y + &.
Uma estratégia x* é ndo invadivel se:
E(x*,x*) > E(y,x*) para todo y € [0,1]
E(x*,x*) = E(y, x*) entdo E(x*,y) > E(y,y)
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Interpretacao da estratégia nao invadivel

Se a maioria da populacdo usa a estratégia x* e um invasor da
espécie usa a estratégia y entdo o ganho do invasor contra um
elemento que usa a estratégia da maioria x* n3o serd maior que o
ganho de alguém com a estratégia comum x*. Ainda que o invasor
logre igualar o ganho contra x*, contra outro invasor ele sairia
perdendo.
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Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.
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Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.

@ No jogo Hawk-Dove o par (p/C, p/C) é um equilibrio
evolucionariamente estavel.
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Equilibrio evolucionariamente estavel no Hawk-Dove

@ (x*,x*) é um equilibrio de Nash. Chamaremos este equilibrio
de evolucionariamente estaveis.

@ No jogo Hawk-Dove o par (p/C, p/C) é um equilibrio
evolucionariamente estavel.

@ Este equilibrio tem uma caracterizacao dindmica.
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Equacao do replicador

@ Equacao geral do replicador para jogo populacional n x n.
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Equacao do replicador

@ Equacao geral do replicador para jogo populacional n x n.
o x;i(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))
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Equacao do replicador

@ Equacao geral do replicador para jogo populacional n x n.
o x;i(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))
o Xi(t) = ejAx — xAx
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Equacao do replicador

@ Equacao geral do replicador para jogo populacional n x n.

o x;i(t) = xi(t)(E(i,x) — E(x,x))

o Xi(t) = ejAx — xAx

@ Equilibrios assintéticamente estaveis ddo equilibrios
evolucionariamente estaveis.
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Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equacdo do
Replicador se reduz a
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Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equacdo do
Replicador se reduz a

e x = x(E(1,x) — E(x,x)) ou
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Exemplo do Hawk-Dove

@ Neste caso s6 temos duas estratégias e a equacdo do
Replicador se reduz a

e x = x(E(1,x) — E(x,x)) ou
o x=3%(C2—(p+ C)x+p) = F(x)
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Determinando os pontos de equilibrios estaveis

0
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