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Estudo da Torcéo

Tdpicos do livro-texto indicados para leitura complementar:

* Cap.10: Torgéo
v §104 — Torgao de barras de eixo reto
v §105 — Torgao de barras de segao transversal eliptica
v §106 — Outras solucdes elementares
v §107 — Analogia da membrana
v §108 — Torgao de barras de segéo retangular estreita
v §109 — Torgao de barras de secéo retangular
v §110 — Resultados adicionais
v §111 — Solucéo de problemas de torgéo pelo método de energia
v §112 — Torgéo de perfis laminados
v §116 — Torcao de tubos de parede fina
v §118 — Torgcao de barra em que uma S.T. permanece plana




1 — Torcao de barras de eixo reto (§104)
* Solugéo de Coulomb para tor¢cdo uniforme (se¢des circulares):

» T = constante (ndo varia ao longo do eixo da barra);
» Barra com eixo reto e S.T. uniforme;
» Secdes transversais da barra permanecem planas e giram

sem apresentar distorcao durante a torgao.
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Verifica-se que as equacdes diferenciais de equilibrio ficam todas

satisfeitas:

Jo, +1.%+%+6, -0,

or r 00 oz r
07,, +1.@+ or,, 2 27,9 _
or r 00 oz r

or, 101, 0o, 7._,
Oris Tl 0 OGN 7

=0

0

E, naturalmente as equacdes de compatibilidade de deformagdes
também sdo atendidas ja que todas as componentes de
deformagdes foram obtidas a partir dos campos de deslocamentos
(continuos e com derivadas continuas).

A relagado entre 8 e o momento de tor¢édo é obtida a partir de:

T = ([z.,rdd= [[(Gpr)rda=Gp|[r’da=GIp

Resultando as demais relagbes conhecidas da R.M.:
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* Solugéo para outras sec¢bes transversais:

Baseando-se na teoria proposta por Coulomb, Navier aplicou o
mesmo procedimento a barras de S.T. ndo-circular, chegando a
conclusdes erréneas sobre o campo de deslocamentos e tensdes
nas barras, como:

i) O angulo de tor¢cdo de uma barra € inversamente proporcional
ao momento polar de inércia da S.T. em relagéo ao seu
centroide e

ii) A maxima tensao cisalhante ocorre nos pontos da S.T. mais
afastados do centroide.

A solucéao correta foi obtida por Saint-Venant que utilizou o
chamado método semi-inverso para resolver o problema geral
da torcéo de barras prismaticas por conjugados aplicados em
suas extremidades.

A solucéo de Saint-Venant para o caso da tor¢do uniforme:

(T = constante, S.T. uniforme, eixo reto, empenamento livre)

Campo de deslocamentos:

u =0 u=—pyz
o — 372 & Vs
) i

Onde: w(x,y), ou y(r,0), é afuncdo empenamento.
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Campo de deformagdes:

ou ov
i P e
22 TN , oo oy
y &y oz o)
ow ow Ou oy )
g,=—=0 ghettn SORE AR
62 yzx ax a ﬁ[ax

Campo de tensdes:

o, =Ae, +¢g,+£,)+2Ge, =0 TGP )

- - oy
0,=Me +&,+5,)+2Ge, =0 =G, S Gﬁ'(ayﬂj

—Gv —cpl¥
o.=Me, +€,+6,)+2Ge, =0 T”‘_G}/Z"_Gﬁ'(g_y)

Substituindo as tensdes nas equacgdes diferenciais de equilibrio,

teremos:
-

99, %% 07, _, S0
CXANC) N

ot oo ot
7)‘3’+7y+7zy=0 <:> 0=0

ox ay Oz <

0

91, 9% 00, _, Vip(x,y)=0
ox oy oz \

Logo: w(x,y) deve ser harménica!
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Verificaremos agora as condi¢gdes de contorno:

% i

Estando a superficie lateral totalmente descarregada, teremos:

O 2@~z 1l 0
s=p=T[n]=| 0 0 1z, |yn,¢= 0
G O 0 0 T h +T,.n,

Devemos ter. z.n +7,.n,=0

0 0
Ou seja: [—l// —y).n,C + [6‘;/// + x].ny =0

ox
Mas: | "= =cosa
n, = sena

E, sendo 7 =(r,.t,)=(~sena,cosa)=(-n,.n_) o versor tangente ao contorno.

oy 0

Teremos: [alj:,;]'(ﬂx,"y)=(xay)'(—”y,nx)=(x,y)'(fx,fy)

ou: Vy-n=r-1

Logo, as condi¢des que a fungdo empenamento deve satisfazer séo:
Vi (x,y)=0 (no dominio)

Vy-ii=7-f (no contorno)

12
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A nova relagdo entre 8 e o momento de tor¢édo é obtida a partir de:
T= ”(rzy.x = z'zx.y)dA
A

E lembrando que:

Designando: [, = ”(xz +37 +a"”.x—al//.y]dA

Teremos: T=Gp.l,

13

A funcéao de tensao de Prandtl:

Um método alternativo para a solucdo do problema de torcdo de
barras prismaticas é através do uso da funcgéo de tenséo introduzida
por Prandtl. Observando que no problema visto as equacdes
diferenciais de equilibrio se reduzem apenas a:

asz = 0 arz)’ et 0 asz 4 61’)’2 = 0

oz oz ox oy

E, notando que as duas primeiras ficam prontamente satisfeitas
uma vez que as tensdes cisalhantes ndo dependem de z, podemos
verificar que a 3? equagdo de equilibrio fica também atendida se
definirmos tais tensdes a partir de uma funcéo (denominada funcéo
de tensao de Prandtl) tal que:

A Tt

T ay ¥z e

14
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Através da forma com que as tensdes cisalhantes foram definidas,
obtemos diretamente as relagdes entre a fungdo empenamento e a
funcéo de Prandtl. Assim:

Ty =%=Gﬂ[%_y)
’ ox

o
EROTN a
T, = ~ G/)’( & +xJ

Eliminando a fungdo empenamento das relagdes acima, podemos
mostrar que a funcdo de Prandtl deve satisfazer a seguinte condicdo
no dominio:

Vig(x,y)=-2Gp

15

E a condigdo sobre o contorno (superficie lateral descarregada) fica:
expressa da seguinte forma:

of o9

T.h+7,.n, =0 & —.cosa —a.sena =0

oA

Porém: = (tx,ty)= (= sena,cosar)= (ds o

Assim: %_Q.i_%'@:@:()
oy ds Ox ds ds

Isto significa que a funcédo de tenséo deve ser constante ao longo
do contorno que forma a secéo transversal. No caso em que esta
é simplesmente conexa (por exemplo, para barras macigas), esta
constante pode ser escolhida arbitrariamente, sendo que no
estudo a seguir consideraremos que ela seja nula no contorno.

16
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Condigdes de contorno nas superficies extremas:

Consideremos, agora, as condicdes de contorno nas superficies
extremas da barra, bastando analisar o caso da superficie de
orientacao positiva. Neste caso:

0 0 110 713
s=p=T[n]=| 0 0 7 |40p=47,
By 5 0|1 0

P %55 -
Assim: QX‘Lszdi—LI[ayjdxdy—o
Q}' = J] szdA = _II(Z)dXdy =0

7= [le, o= - Lj(gijmy P Lj(gfy%dy@

T =2[[4(x.y)dxdy

il

2 — Torgao de barras de S.T. eliptica (§105)

Consideremos a fungao: ¥ (x,y)=C.ux.y
que claramente satisfaz a condigcdo: Vi (x,y)=0

Desta forma, tomemos a fungcdo dada como sendo a fungéo
empenamento associada ao problema de torcdo de uma barra (cuja
secao transversal sera ainda determinada).

Da imposicéo de que a superficie lateral deve estar descarregada, temos:

= oy 0
Orides ¥ vi= [fl//] =(Cy.Cx)

n= (cos a, sena)= (g,—?)
s ds

;=(fx,fy)=(—sena,c05a)=£dx dy) L

ds” ds
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a dx dx
Levando a: Cy—y—Cx—= X—+y—
ds ds ds ds

! dx dy d(, d(,
(0] (1+C)yx—+(1A-C)y—=0 1+C)— +(1-C)— =0
usejar (14O +(1-Cy =0 & (+0) )+ 1-0=()
Logo: di((l+C)x2+(l—C)y2)=0 o (1+0O)x*+(1-0)y* =K
S
(EEHC)NIR
Designando: K a*
a-0_t A
Ko b )
xz : b' /“\
Teremos: s S p Aoty >
gl j \j x
o ;
E a a : 19

Das relacdes obtidas, € imediato verificar que:

2 2
K=(1+C)a’=(1-0)* < C=—[“2_b2J
a +b

Logo, o empenamento de uma sec¢do transversal eliptica de semi-eixos
a e b fica dado por:

w=By(x.y)= —ﬂ[az_bz]xy
a +b

Plotagem para:
a=0,3m;

b=0,2m;

£ =0,5rad/m.

(apenas para visualizar)
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O momento de inércia a torcéo sera dado por:
[, e O Q) T 2 L (1= C)y?
L=[[|#+y+=x ylda=[[(a+0)x* +(1-C)y* Ja4
A ay ax A

L=01+0)[[x’d4 + 1-C)[yd4

I,= szdA= ma’
E, como: 4 ¢

™ Jysz=”ab3

x A 4

878
Vira, apés a substituicdo: 7, = fa b 5
a +b

28
E, assim: T=G],./3=ﬂ2a7b Gp
a

b

21

3 — Outras solucbes elementares (§106)

Verifica-se que a solugdo do problema da torcdo de uma barra

cuja secdo transversal € um tridngulo equilatero é dada pela
funcéo de Prandtl dada por:

#x.) =‘Gﬁ[; (5 +y2)—2—1a(x3 —3xy2)—227a2:|

Mostra-se ainda que a relacédo entre o momento de tor¢éo e o angulo
de giro por unidade de comprimento neste caso é:

4

a
e A
'BIS\B

onde a corresponde a altura do tridngulo equilatero.

22

23/05/2018

1



A maxima tensdo cisalhante ocorre nos pontos médios dos lados

do triangulo e vale:

a
. =GfB—
max 2

R\

2a/(3)"?

> |

!a/3:

, &

2a/3

23
4 — Analogia da membrana (§107)
Na solugcdo de problemas de torcdo de barras prismaticas, a
analogia da membrana, introduzida por Prandtl, fornece resultados
bastante satisfatorios.
Equagédo da membrana: Equacéo da torcéo de barras:
V(e == V9(x.y)=-2Gf
Condigbes sobre o contorno Condigdes sobre o contorno
da membrana: da barra:
2(x,¥,) =0 P(xy,y,)=0
24
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5 — Torcao de barras de S.T. retangular estreita (§108)

Utilizaremos a fungao de Prandtl para a solugéo do problema de torgéo
de barras de S.T. retangular estreita.

v

e :

S

V’4(x,y)=-2GB  (no dominio)
Devemos ter:
$=0 (no contorno)

: Ox

%
oy

E, lembrando ainda que: 7. =

25

Considerando, entéo, que a tenséo cisalhante 7,, é praticamente desprezivel
ao longo de quase toda a secgéo transversal:

r,=-220 o g240)
Oox

Assim:

Vig(x,y)=-2GB < Z—zf =-2GB & $(y)=-GH’*+Cy+C,
y

As constantes de integragdo podem ser encontradas impondo-se que
a fungao de Prandtl deve se anular no contorno. Entéo:

t s
0 & C—+C,=GF—
¢ T ﬂ4

y=t/2 e

2

t t
¢‘y:—1/2 =0 & —C15+C2 =GIBZ

26

23/05/2018

13



2

Resulta: Ci=0" el Cy= GﬁtZ
t2
E a fungdo de tensdo fica:  ¢(y) = —G,b’[y2 —4]
0
Resultando: T, = % =-2Gpy

= r1,=-Gpt

y=—% = 7,=Gpt

27

O torque devido as tensdes 7.. sera responsavel pela metade do torque

total. Desta forma podemos escrever:

Te= II(TZ},x— z'zxy)dA & T'= 2”¢(x,y)dxdy

T:—ZHG,B(yZ—t:jdxdy

t/2

. 2 3 2
T =-2Gpb jm[ 3?2 —4jdy = —ZGﬁb[y3 —4yj

—t/2

bt
T=GB=
P 3

28
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6 — Torcao de perfis laminados (§112)

Aplicando os resultados obtidos para barras de secédo retangular
estreita a perfis laminados como os indicados abaixo, teremos:

TEGﬂZn:%

i=1

i

max.,i

=G,

29

7 — Torcéo de tubos de parede fina (§116)

Para o caso da tor¢éo pura de tubos de parede fina, como os
indicados na figura abaixo, valem as formulas:

44’
T =2gA L 7
1(s)
Onde: q =1(s)L(s) (fluxo de cisalhamento)

A = area interna a linha de meia espessura da secéo transversal

30
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