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1 introducao

Suponha que tenhamos um jogo de soma zero, com dois jogadores, cada um com um conjunto
finito de estratégia puras. A matriz de pagamento do jogador L (das linhas) é chamada matriz
de jogo A. Ela é uma matriz de dimensao m X n e chamaremos seus coeficientes de (a;;).
Encontrar a solucao deste jogo é

1. achar o valor do jogo v = maxp ming £(p, q) = ming max, £(p,q)

2. e achar as estratégias mistas p* e q* tais que

v = min E(p*, j) = max E(i,q")
7 A

Para resolver o problema é necessario avaliar o jogo com relagao aos resultados dos dois
jogadores separadamente. Vamos fazer somente a anélise do jogador das colunas. O outro
caso foi feito na aula.

O valor de coluna da matriz deve satisfazer v > max; E(i,q) = >, ;@i3q;- Supondo que
v > 0 e definindo as variaveis x; = ¢;/v, reescrevemos estd condi¢do como o conjunto de m
desigualdades jary < 1. Além disso precisamos garantir que o v seja o menor possivel.
Como sabemos que ), r; = 1/v transformamos o problema original em

Maximizar: E xj

J

sujeito a:

Z Q55 S 1

J

Este ¢ um problema primal de otimizacao linear.



2  Problema primal e dual

Sao dados uma matriz com coeficientes reais de dimensao m x n e vetores b € R" e ¢ € R™.
O problema primal é encontrar um vetor x € R"” e um ntmero p € R tal que p é o valor
maximo da fungao f(x) =< b, x >= Z?zl b;x; restrito ao conjunto dos vetores que satisfazem
Ax < ¢, vamos escrever este problema de forma resumida como:

max: <b,x>+M (1)
suj: Ax <c (2)
O conjunto dos vetores factiveis é
V,={xeR": Ax < c}

O elemento x* € V,, tal que f(x*) = p é chamado de vetor 6timo. Este elemento pode néo
existir, e neste caso dizemos que o problema é nao limitado.
O problema dual do problema primal (1) é o problema

min: <c,y >+M (3)
suj: A'y > b (4)

Analogamente ao caso primal podemos definir o conjunto dos vetores factiveis do problema
dual
V,={y eR": Aly > b}

e o vetor 6timo y* é aquele que minimiza o funcional g(y) =< b,y >

3 Problema primal na forma basica e equivaléncia de pro-
blemas.

Vamos escrever os problemas em coordenadas e convencionar que a variavel ¢ assume valores
entre 1 e m e a variavel j esté entre 1 e n. O problema primal na sua forma classica fica:

max: Z bz, (5)
J

suj: Zaijx]— <¢ (6)
J

Introduziremos agora m variaveis bésicas que estenderao um vetor x € R™ a um vetor X €
R™™ reescrevendo as equacoes



max: Z bjxj (7)
J

suj: Z AijTj — C; = —Tnti (8)
J

As variaveis T,,1,...,Tnim Sa0 chamadas variaveis bésicas. Este é o problema primal na
forma basica. Resolvé-lo significa achar o vetor x,; € R"*™ que satisfaz as equagoes acima e
maximiza o funcional.

Podemos mostrar que uma solugao do problema primal basico fornece uma solu¢ao do pro-
blema primal e vice-versa, de forma que para achar a solu¢ao do primal vamos achar a solucao
do primal basico.

4 pivotacao

Na equagao primal béasica em 8 temos um conjunto de n+m variaveis, as primeiras (z1, ..., z,)
aparecem explicitamente apenas na funcao de custo e no lado esquerdo das equacoes de
restrigoes, nesta situa¢ao sao chamadas de variaveis nao bésicas. As outras (T,i1, ..., Tnim),
estao apenas no lado direito das equacoes de restri¢ao e se expressam como func¢ao das variaveis
nao basicas.

O processo de pivotagao realiza a troca de uma variavel nao basica, digamos x,, com uma
variavel bésica xz. Para tanto achamos a expressao de x, na linha que contém a variavel zg.
Substituimos z, em todas as ocorréncias desta varidvel em todas as expressoes. Obteremos
uma nova forma bésica com x3 sendo nao basica e aparecendo explicitamente na expressao
do custo, e x, saindo dela.

Daremos um exemplo, mas antes explicamos que através de uma série de pivotagoes no pro-
blema primal na forma bésica é possivel chegar a uma na qual os coeficientes das variaveis
nao béasicas, na expressao do custo sao sempre menores ou iguais a zero.

Exemplo: Consideremos o seguinte problema primal na forma bésica:

max riy — T4
suj r1+ 2o+ a3 — 24— 2= —2x5
—x1 — 3y —x3+2x4+1 = —xg

Aqui xy, x5, x3 € x4 sd0 ndo basicas e x5 e x4 sdo basicas. (0,0,0,0,2,—1) é uma solugao da
equacao de restricdo. E uma solucdo bésica pois as varidveis ndo basicas sdo nulas. E nao
factivel pois o ultimo termo é menor que zero. Fazendo a pivotacao da variavel x3 com xg
obtemos

max 1 — T4

suj —2z9+ a6+ x4 —1=—x5

$1+31’2—I6—21’4—1:—$3



As variaveis ndo béasicas agora sao (x1, T2, T4, Tg) € as basicas (zs5,x3). O vetor (0,0,1,0,1,0)
é uma solucao das equacoes de restricao; € uma solucao bésica pois as variaveis nao béasicas
sao nulas e é factivel pois todos os termos sao maiores ou iguais a zero.

5 Tabela basica primal
Para explicitar o algoritmo simplex de resolugao de um problema de otimizacao, iremos re-
presentar o problema por uma tabela béasica. Se o problema primal é

max f(x) =<b,x > +M

sub Ax < ¢

Com A € M,,xn, b € R" e ¢ € R™ entao a tabela béasica T' é uma matriz (m + 1) x (n + 1)
da forma

Al c

I'=5T

Ou seja,
tij =a;;set<m,j<n
Litns1) = Cis€ < m
tim+1); = bjse j <n
tm+1)(nt1) = M

A tabela do exemplo acima é:

T ) T3 Ty -1
T 1 1 -1 2 |-z

-1 =3 -1 2 -1|-z
1 0 0 -1 0| f

Depois de executada a pivotagao entre as varidveis x3 e xg a tabela fica

Ty To Xg Tg -1
0o -2 1 1 1| —x5
1 3 -1 =2 1| —x3
1 0 0O -1 0] f

Esta nova tabela corresponde & uma pivotagao no elemento to3 da tabela anterior. Vamos ver

como ¢ feita a pivotagao num elemento t,; de uma tabela qualquer. Esta operacao resultara
numa nova tabela 7" onde:

1. t}, = 1/tg (formula no pivo)
2. tl, = —ty/ti (formula na linha fora o pivo)
3. t); = tr;/tl (formula na coluna fora o pivo)
Lt = tijler — taty;

! 2%
Note que s6 podemos fazer a pivotacao nos elementos t;; diferentes de zero.



