
Aula 8
Valor médio: precessão de Larmor

Exemplos

Adição de spins 



Espira  tenta se alinhar como uma bússola ! 

~µ
~B

Energia potencial de orientação

~µ
~B

mais energia ! menos energia !

U = � ~µ . ~B



Mas nunca se alinha !  Precessiona !  

~µ =
gl µb

~
~L

Joseph Larmor

Precessão 
de Larmor 







Isto é uma descrição clássica  !
...poderia ser um pião...

Como fazer um estudo quântico
da precessão do spin ?     



U = � ~µs . ~B

~µs =
gs µb

~
~S = � ~S

~B = B0 k̂

U = � � ~S . ~B

Função Hamiltoniana : 

H = T + U = e. cinética + e. potencial

H = � � ~S . ~B = � �B0 Sz

� é a razão giromagnética



Operador Hamiltoniano H ! Ĥ

Sz ! Ŝz =
~
2
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Ĥ = � �B0
~
2
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◆

Quantização : funções viram operadores 

H = � � ~S . ~B = � �B0 Sz



Mecânica clássica
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Mecânica quântica
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Equação de Schrödinger
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( Hamiltoniano )
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= Ĥ 

2ª lei de Newton



Ansatz :

i ~ @ 

@t
= Ĥ 

Já sabemos que só existem dois autoestados de spin:
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Ĥ |�i = E |�i

 (t) =  s e
�i (E t)/~ = |�i e�i (E t)/~
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Aplicando ao  estado com spin pracima 
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Aplicando ao  estado com spin prabaixo 
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Encontramos dois estados : 

Solução geral : 

|a|2 + |b|2 = 1
a = cos (

↵

2
) b = sen (

↵

2
)

 (t) = a + + b � = a | "i e�i (E+ t)/~ + b | #i e�i (E� t)/~

 �(t) = | #i e�i (E� t)/~

 +(t) = | "i e�i (E+ t)/~

 (t) = |�i e�i (E t)/~



 (t) =

0

@
cos (↵2 ) e

�i (E+ t)/~

sen (↵2 ) e
�i (E� t)/~

1

A

 (t) = cos (
↵

2
)

✓
1
0

◆
e

�i (E+ t)/~ + sen (
↵

2
)

✓
0
1

◆
e

�i (E� t)/~

 (t) =

0

@
cos (↵2 ) e

+i (� B0 t)/2

sen (↵2 ) e
�i (� B0 t)/2

1

A

 †(t) =
⇣
cos (

↵

2
) e�i (� B0 t)/2

sen (
↵

2
) e+i (� B0 t)/2

⌘

E+ = � �B0
~
2

E� = + �B0
~
2



Valor esperado de  Sx
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! = �B0 =
gs µbB0

~
frequência de Larmor

(Exercício)
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Adição de spins 

Vamos somar os spins de duas partículas de spin 1/2

Por exemplo: spin total do átomo de hidrogênio

Projeções na direção z

1 2 1 2 1 2 1 2

Classicamente somamos os dois vetores de spin:

~S = ~S(1) + ~S(2)



Função de onda (autoestado) de spin de duas partículas :

|�i = |�1i |�2i = �1 �2

Autovalor de Sz no estado composto :

~S = ~S(1) + ~S(2) Ŝ = Ŝ(1) + Ŝ(2)

(operadores)

Ŝz = Ŝ(1)
z + Ŝ(2)

z Sz = S(1)
z + S(2)

z

Sz �1 �2 = (S(1)
z + S(2)

z )�1 �2



Lz = ml ~

L =
p

l ( l + 1 ) ~

�l  ml  l

l = 0 , 1 , 2 , ...

S =
p

s ( s + 1 ) ~

Sz = ms ~
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1

2
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Sz �1 �2 = (S(1)
z + S(2)

z )�1 �2

Sz �1 �2 = S(1)
z �1 �2 + S(2)

z �1 �2

Sz �1 �2 = m1 ~�1 �2 + m2 ~�1 �2

Sz �1 �2 = (m1 + m2) ~�1 �2

Sz �1 �2 = m ~�1 �2

" " m = 1

" # m = 0

m = 0

m = -1

# "

# #




