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Capitulo 1

Integracao de Monte Carlo

A 1unica e verdadeira prova do conhecimento é a capacidade de
ensinar.

Socrates

1.1 Integracao Numérica

Uma das principais aplicacoes dos geradores de nimeros aleatérios é a es-
timagao do valor de integrais multiplas (método de Monte Carlo). Enquanto
essas técnicas sao fracas quando em comparacao com métodos analiticos para
resolucao de integrais simples ou duplas, a partir do grau 6 ou 7 a estimacao
por Monte Carlo é a tnica saida computacionalmente viavel.

1.1.1 Sistema Unidimensional

Considere um sistema unidimensional. O objetivo ¢é resolver a integral

1= [ s ~ > Aaf(n) = (b a)if) (1.1)

onde, sem perda de generalidade, assume-se que b > a.
A primeira estimativa de I é dada por:

IoziAxf(xi): (b—a){fo, (1.2)
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onde
Ax = b;a (1.3)
(o =%_ﬂﬂm. (1.4)

Observe que aqui a média é calculada usando o valor f(x;) a esquerda do
intervalo Ax.

E possivel melhorar o calculo da integral F' usando outros procedimentos
como a regra do trapézio. Isto corresponde em fazer uma interpolacao linear
entre os pontos (z;, f;) consecultivos. A édrea do i-ésimo trapézio é Az(f; +
fix1)/2. Somando todas estas dreas leva a

L = As Zfi—fogf” (1.5)
~ (-0 (- 2D (16)

onde
n

(fh = % > ). (1.7)

1=0

E possivel melhorar ainda estas estimativas de I, por exemplo usando o
método de Simpson. Nesta caso, o erro da estimativa é da ordem de (Az)*. A
medida que n aumenta, o erro diminui da forma n=%. O tempo de execucao
¢é da ordem de n.

1.1.2 Sistema Multidimensional

Considere um sistema de dimensao d. O objetivo é resolver a integral

b1 b ba
F = / dxl/ dl’g"‘/ doaf(z1, 22, -+, q)
a1 ag aq
b

- / AZf(T) .

Como para cada dimensao, o tempo de cédlculo é proporcional a n, em uma

integral de dimensao d o tempo é proporcional a n?. Se o calculo for feito

utilizando a regra de Simpson, o erro cai com n~%*.
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1.2 Método de Monte Carlo

O objetivo ¢ calcular a integral da Eq. estimando o valor da média do
integrando (Eq. . Vamos inicialmente considerar valores de z; distribui-
dos aleatoriamente (de modo uniforme) no intervalo z; € [a,b]. Como a
distribuicao de z; é uniforme, tem-se que:
<f>real - <f> + t%u % 5 (18)

onde v é o coeficiente de confianca, v = n — 1 é o numero de graus de
liberdade do problema e s o desvio padrao. Vemos entao que no Método de
Monte Carlo o erro cai com 1/4/n.

Como este erro de amostragem nao depende da dimensionalidade do sis-
tema, o método de Monte Carlo é vantajoso de ser utilizado em integrais de
alta dimensionalidade.

1.2.1 Amostragem por Importancia

Na se¢ao anterior, nés mostramos que o erro associado ao método de Monte
Carlo é proporcional ao desvio padrao ? do integrando e inversamente pro-
porcional a raiz quadrada do nimero da amostra. Assim, ha somente dois
modos de reduzir o erro de Monte Carlo: aumentado o nimero da amostra
ou reduzindo a variancia. E evidente que a ultima opcao ¢é desejavel porque
nao requer muito mais tempo do computador. Neste secao, introduziremos a
técnica de amostragem por importancia que reduz a variancia s? e melhora
a eficiéncia de cada amostra.

I = /abdxf(x)

‘/adp”ﬂx)

_ @)

/bdxp(x) = 1. (1.10)

Podemos entao gerar ntimeros aleatérios x seguindo a funcao densidade de
probabilidade p(x) e escrever:

1 n

4

f(x)
R (1.11)
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Este método de integracao e conhecido por amostragem por importancia.

1.3 Meétodo do Acerto e Erro (“Hit or Miss’)

Uma outra maneira de obter o valor das integrais de Monte Carlo consiste em
encontrar o valor de maximo da fungao f(z), digamos que em um problema
unidimensional esse valor seja h e desejamos calcular a area no intervalo
x € [a,b]. A érea formada pelo valor maximo da fungao e dominio da varidvel
é A = (b—a)h. Escolhendo as coordenadas x aleatoriamente e uniformemente
no dominio [a,b] e y também aleatoriamente no dominio [0, h], tiramos ao
acaso N pontos e contamos o numero de pontos abaixo da curva f(x) n. A
integral é estimada pela proporgao p = n/N:

inttdsf(z) = Ap = (b— a)h% . (1.12)

A verdadeira proporcao de pontos dentro da funcgao é estimada por:

L 2y 1
p=p+t——— 1.13
2 VN (113)
de modo que o erro na estimativa da integral varia com o inverso da raiz de

N.

1.4 Exercicios

1. Problema de Buffon: determinacao do nimero 7 com palitos
de dente. Ver http://www.angelfire.com/wa/hurben/buff.htmll

2. Volume de uma hiperesfera. Uma hiperesfera de raio R com centro
na origem € o conjunto de todos os pontos que estao a uma distancia R
(equidistam de R) da origem. Em uma dimensao tem-se as extremida-
des de um segmento de reta de tamanho 2R, em duas dimensoes uma
circunferéncia de raio R e em trés dimensoes um esfera propriamente
dita de raio R. O volume de uma hiperesfera de raio R centrada na
origem no espaco de d dimensoes é dado por:

Va(R) = (1.14)

(1.15)



http://www.angelfire.com/wa/hurben/buff.html
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onde I'(z + 1) = 2I'(z) é a funcdo gama que generaliza os fatoriais (z
pode ser complexo) com I'(1) =1 e I'(1/2) = /7.

(a) Voceés saberiam resolver a integral para chegar no resultado analitico?
Ver Sec. [LL3

(b) Obtenha os volumes para d = 1, d = 2, d = 3 e d = 4. Vocés
conseguem visualizar geometricamente estes valores?

(¢) Usando uma rotina de integracdo numérica do Scilab, para R = 1
e uma dada precisao €, integre a Eq. fazendo um grafico do
tempo necessario em fungao da dimensionalidade d do espaco.

(d) Repita o procedimento anterior utilizando o método de Monte

Carlo.
clear;
r = 2;
ni = 0;

d 5;//dimensao
function [Y]=fd(x)
Y=sqrt (sum(x.*x)) ;
endfunction
rand ("uniform") ;
for N = 1:10000 \\ # de realizacoes
for m=1:N
x=(2*rand(1:d)-1)*r;
if (fd(x) < r) then
ni= ni + 1;

end;
end
vol(N) = (ni*((2*r)~d))/N;
volt(N) = (%pi~(d/2)*r"d)/gamma(1+(d/2));

end
plot(N,vol,N,volt)

3. Comente o codigo em Scilab em que o lago em Nnao é necessario.

clear;

r=2;

ni=0;

N=10000; // # de pontos
d=5; //dimens\~ao
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function [Y]=fd(x)
Y=sqrt (sum(x.*x)) ;
endfunction
rand ("uniform") ;
for m=1:N
x=(2*xrand(1:d)-1)*r;
if (fd(x) < r )then
ni= ni + 1;
end;
end
vol= (nix((2x%r)~d))/N
volt=(%pi~(d/2)*r~d)/gamma(1+(d/2))

1.5 Hipercubos e Hiperesferas

Em Fisica Estatistica de equilibrio, o calculo da entropia mesmo as situacoes
mais simples de particulas nao-interagentes em modelos da Fisica Classica,
como por exemplo: N particulas livres em um caixa cibica de aresta L, ou
N osciladores harmonicos unidimensionais e independentes, envolve o calculo
de hipervolumes no espago de fase. No exemplos mencionados acima, deve-se
calcular integrais nas coordenadas espaciais do tipo:

L/2
VD :/ dZL‘ld,IQ...dZL'D :LD (116)
—L/2

que é o volume de um hipercubo de aresta L no espaco de D dimensoes.
Deve-se também calcular integrais nas coordenadas de momento do tipo:

Q(E,0F) :/dxldxz...de

com a restricao
E?<ai+...+a2h <(E+dE)?

que € o volume de uma hipercasca esférica de espessura dE e raio E no espago
de D dimensées. Observe que aqui x = p/(2m), onde m é a massa de uma
particula.

Estudantes, com uma boa formacao em matematica e com 6tima capaci-
dade de abstracao, percebem rapidamente que o volume da casca esférica é
a diferenca dos volumes de duas esferas de raio £ e E + dFE no espaco de D
dimensoes. Neste caso é suficiente demonstrar a formula do volume de uma
esfera de raio £ em D dimensoes. Em primeira ordem em dFE, o volume da

7
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casca esférica é dada pela superficie da esfera de raio E multiplicada pela
espessura dFE. Este procedimento é adotado na maioria dos livros textos
de Fisica Estatistica, e em geral pois esta disciplina é ministrada quando os
estudantes ja se sentem a vontade com a funcao gama, integrais gaussianas
e estao testando a capacidade de abstracao com os postulados da Mecanica
Quantica. O presente texto é voltado aos estudantes que nao se sentem
a vontade com as funcoes mencionadas ou apresentam certa dificuldade de
abstragao.

Vivemos em um mundo onde conseguimos vizualizar formas geométricas
em até trés dimensoes. Estes objetos recebem nomes especiais em cada uma
das dimensoes. Antes de falar de uma forma geométrica especifica define-
se primeiramente uma superficie como sendo um conjunto de pontos que
separam o espaco em duas regioes. Uma superficie pode ser fechada, se o
volume engendrado pela superficie for finito ou aberta caso contrario.

1.5.1 Hipercubos

Antes de prosseguir com hiperesferas, vamos considerar hipercubos. No
espago unidimensional D = 1, um hipercubo é um segmento de reta e o
seu “hipervolume” ¢ seu comprimento V; = L! e a hipersuperfices sao os
dois pontos da extremidade S; = 2cot 1L°. No espaco bidimensional D = 2,
um hipercubo é um quadrado e o hipervolume é a drea Vo = L? e a hiper-
superficie é o perfmetro Sy = 2 - 2L2. No espaco tridimensional D = 3, um
hipercubo é um cubo e o hipervolume é o seu volume V5 = L” e a sua su-
perficie é a drea das seis faces: S5 = 2-3L?. Generalizando este resultado
para D dimensoes, o hipervolume e a hipersuperficie de um hipercubo de
aresta L sao dados por:

Vp = L” (1.17)
Sp = 2DLP. (1.18)

1.5.2 Hiperesferas

Iniciamos o processo definindo o que é uma superficie, em seguida conside-
ramos uma superficie esférica que escrevemos em baixas dimensionalidades
induzindo o resultado para uma dimensionalidade arbitraria. Em seguida,
calculamos os volumes engrendrados por estas superficies primeiramente em
baixa dimensionalidade onde enfatizamos o uso das restri¢oes assim como o
uso de coordenadas esféricas. Neste procedimento, o volume da casca esférica
aparece naturalmente. Por indugao mostramos que o volume de uma esfera
de raio R é proporcional a R” e o volume de uma casca esférica de raio R
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e espessura dR é proporcional a RP~'dR, onde D é a dimensionalidade do
espago. Estes coeficiente de prorcionalidade estao relacionados, e obtivemos
os seus valores utilizando integrais gaussianas, as quais sao calculadas usando
a fungao gama.

Um exemplo de superficie fechada é a superficie esférica de raio R no
espaco de D dimensoes, que chamaremos de hiperesfera. A superficie esférica
é formada pelo conjunto de pontos que equidistam de R de um ponto con-
siderado. Este ponto pode ser, por exemplo, a origem de um sistema de
coordenadas.

Conforme ilustrado na Tabela vemos que em uma dimensdo (D =
1) existem dois pontos que equidistam de R da origem. Estes pontos sao
as solugoes da equagao : z7 = R?. Em duas dimensoes (D = 2) sdo o0s
pontos que formam uma curva, a circunferéncia, que distam de R da origem.
Estes pontos satisfazem a equagao: z? + 22 = R%. Em trés dimensoes, os
pontos que equidistam da origem formam a superficie esférica cuja equacao
é: 2 + 23 + 22 = R?. Para D dimensdes, a equacao dessa superficie esférica
de raio R é:

D
Y al=R", (1.19)
=1

onde z; formam os eixos cartesianos.

O objetivo é calcular o volume engendrado pela superficie esférica de raio
R, em D dimensoes. Para realizar este calculo, vamos primeiramente con-
siderar sistemas de baixa dimensionalidade antes de realizar a generalizacao
do resultado.

No caso unidimensional D = 1, o volume da hiperesfera é o volume engen-
drado pelos pontos —R e R, ou seja, o volume é simplesmente o comprimento
do segmento de reta entre os pontos —R e R, de modo que: V; = 2R. Observe
que enquanto dois pontos formam uma superficie em uma dimensao, o vo-
lume é uma curva (reta). Este resultado pode ser reobtido com um raciocinio
diferente que se prestard a uma generalizacao.

— 2R. (1.20)

A segunda igualdade na Eq. ¢ uma forma alternativa de escrever os
limites de integragao. Pode-se pensar que o integrando varia livremente,
desde que a restrigao 22 < R? seja satisfeita. Na terceira igualdade utilizamos
a simetria de rotacao de m em torno da origem, ou seja, trocando x por —x
nao altera a superficie (neste caso, a simetria de rotagdo de m confunde
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com a simetria de reflexdo). Chamamos este sistema de coordenadas de
coordenadas esféricas em uma dimensao.

No caso bidimensional D = 2, o volume da hiperesfera é drea engendrada
pela circunferéncia de raio R, ou seja, Vo = wR2, que é a &rea do circulo.
Este resultado pode ser obtido analiticamente da seguinte maneira:

v, — i dzydas

xt + 23 < R?

R 2 R
= / drr / do = / dr 27r
0 0 0

= T R*. (1.21)

A primeira igualdade na Eq.[1.2] o integrando pode variar livremente desde
que a restricao 7 + x5 < R? seja satisfeita. Na segunda igualdade, o fato da
simetria ser circular (nao existe dependéncia angular) pode ser explorado com
o uso de coordenadas polares (ou coordenadas esféricas em duas dimensoes).
Observe que 27r é o perimetro da circunferéncia (hipersuperficie em duas
dimensoes).

A exploracao da simetria circular nos permite integrar somente na variavel
radial r, tanto em D = 1, quanto em D = 2. A integracao nos angulos de
rotacao multiplicado por r”~! nos fornece as superficies esféricas de raio r que
multiplicado pela espessura dr nos fornece o volume da casca esférica. Para
D =1, o volume desta casca de raio r vale: d€;(r) = 2dr. Para D = 2, o
volume da casca (coroa) de raio r vale: d2s(r) = 2wrdr. Estamos utilizando
o termo casca pois imaginamos que dr < R, assim podemos desprezar termos
de ordens superiores a dr. A drea exata desta coroa vale: m[(r +dr)? —r?] =
w[2rdr + (dr)?).

Considere agora o caso tridimensional D = 3. Para obter o volume da

esfera fazemos:
V. o= i dzydzedas
T al4 a2l <R

R 27 s
= / dr r? / do / df sinf
0 0 0

2 fil d cos =2

R
= / dr 4mr?
0

4
- Eﬂ R (1.22)
Na primeira igualdade da Eq.[1.22] o integrando pode variar livremente desde

que a restricio z% + z2 + 2 < R? seja satisfeita. Na segunda igualdade,

10
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utilizamos o fato da simetria ser esféricas e usamos o sistema de coordenadas
esféricas. O volume exato da casca esférica vale: 4rx[(r + dr)3 — r3]/3 =
4rr?dr +r(dr)*+ (dr)?/3]. Aqui também imaginamos que dr < R assim as
parcelas referentes a (dr)?, e a (dr)?, podem ser desprezadas e o volume da
casca esférica de raio r vale: dQ3(r) = 4mr3dr.

Generalizando estas idéias é possivel escrever que o volume de uma hipe-
resfera de raio R em D dimensoes vale:

f dzidzy...dxp

Yo = Zzilxz?SRQ
R
= / drC’DTD_l
0
= Ap RY (1.23)
C
Ap = 317. (1.24)

Na primeira igualdade da Eq. o integrando pode variar livremente,
desde que a restricio z? + 72 + ... + 7% < R? seja satisfeita. Na segunda
igualdade, utilizamos o fato da simetria ser esférica e usamos o sistema de
coordenadas esféricas generalizadas, onde a integracao angular é facilmente
realizada. Aqui Ap e Cp sao coeficientes que dependem da dimensionalidade
D do sistema, mas nao do raio R. Assim:

Al=2 (=2 (1.25)
A2 =T CQ =27 (126)
A3 =4m C3 = 4?71- . (127)

O volume da hipercasca esférica de raio R em D dimensoes vale:

. f diCl . dCL'D
WolR) = g2 o570 22 < (R + dRY?
= CpRP7YdR, (1.28)

1.6 Calculo dos Coeficientes Cp e Ap

Agora o nosso objetivo passa a ser o calculo do coeficiente Cp e consequen-
temente Ap. Para isto vamos utilizar o seguinte resultado da Eq. de

11
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modo que:
[Io(a)]” = [/OO dw e_aIQ]D = (g)D/z (1.29)
= /00 dz; .. .dee_“(””%J“"‘J“ﬁD) )
Chamando z? + ...2%4 = R? temos a equagdao da superficie de uma hi-

peresfera de raio R em D dimensoes, que sé depende de R, de modo que
podemos explorar a simetria esférica usando as coordenadas hiperesféricas e
a integracao da hipercasca esférica se faz pela Eq. de modo que:

[1o(a)]” = CpIp_i(a) . (1.30)

onde I,(a) é a integral gaussiana de ordem n (ver Sec. [1.6.1)). E possivel
agora escrever:

I'(D/2)
[Io(a)]” = Cp SaD2 (1.31)
Comparando as Egs. e obtem-se os coeficientes:
27TD/2
= 1.32
C D/2 D/2
Ap = 2-__ T S — (1.33)

D (D/2)T(D/2) T(D/2+1)’
onde usamos a propriedade Eq. [1.37]

Assim no espaco em D dimensoes, o volume de uma hiperesfera de raio

R vale:
D/2

T
Vo(R) = ————— R" | (1.34)
(D/2)I'(D/2)
e o volume de uma hipercasca esférica de raio R vale:
27TD/2
Q =——— RP7'dR. 1.
dQp(R) F(D/Z)R dR (1.35)

1.6.1 Funcao Gama e Calculo de Integrais Gaussianas
Funcao Gama

A fungao gama é definida por

I'(z) = /000 de 277 te™™ (1.36)
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e segue a recorréncia:
I'z+1)=2I(z) =2 = 2(z = 1)!, (1.37)
que pode ser inicializada por:

r1) = 1=0

() - o (-2
() o) b

Integrais Gaussianas

Assim:

|
~~_

I
M‘ﬁ

Il
VR
DN | —
~~

Ordem Zero. Considere a >0 e

Iy(a) :/ dz e~ .

o

Para calcular esta integral o truque consiste eleva-la ao quadrado:

L(@P = [ dedy e

—00

00 2w
= / drre_‘"z/ do
0 0
= 27 / drre
0

e 2
/ d(ar?) e "
0
Extraindo a raiz quadrada chega-se ao resultado:

Io(a) = /Z dz e = \/g (1.38)

Ordem Arbitraria. A integral gaussiana de ordem n é definida por:

ST I ISR I

I,(a) = /O dR Rre ¥ (1.39)

13
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Com o objetivo de mudar para a varidvel y = aR?, faz-se as seguintes mani-
pulagoes:
L) = — [ dar) R-ter
" 2a J,
_ 1 = 2 2\(n—1)/2 ,—aR?
== m /0 d(aR ) (CLR ) (&
1

- - dy y™V/2=y
2an+1/2/0 vy €

Usando a defini¢ao da funcao gama (Eq. [1.36)), obtem-se que:

D

14
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Dimensionalidade Geometria Algebra

d=1 -R R r? = R?

X2

d=2 x4 23 = R?

T2

Zs3

d=3 x} + 23 + 23 = R?

d=D : i+ ...+ 2% = R?

Tabela 1.1: Equagao das superficies esféricas em fungao da dimensionalidade
do sistema. Para sistemas em uma dimensao, esta superficie esférica sao os
pontos situados em 1 = +R. Em duas dimensoes a superficie esférica é a
circunferéncia de raio R. Em trés dimensoes a superficie esférica é a drea
cujos pontos distam de R da origem. Observe que para dimensionalidades
maiores, apesar de nao ser possivel desenhar ou visualisar, é possivel escrever

a equacao da superficie esférica. 5
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Dimensionalidade Geometria Algebra

d=1 —R R x Vi=2R

X2

d=2 Vo =1R?

T2

Zs3

-R
d=3 Vs= R
. xD/2
d=D : VD(R):mRD

Tabela 1.2: Equagao das superficies esféricas em fungao da dimensionalidade
do sistema. Para sistemas em uma dimensao, esta superficie esférica sao os
pontos situados em xr; = +R. Em duas dimensoes a superficie esférica é a
curva que dista de R da origem. Esta curva é chamada de circunferéncia de
raio R. Em trés dimensoes a superficie esférica é a drea cujos pontos distam
de R da origem. Observe que para dimensionalidades maiores, apesar de
nao ser possivel desenhar, ou visualis%, é possivel escrever analiticamente a
equacao da superficie esférica.
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