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%j Meétodo de Elementos Finitos

METMAT

A analise por elementos finitos € um método numeérico utilizado em
computadores, para resolver problemas de engenharia.

Montam-se funcdes de interpolacao para reduzir o comportamento
de um campo infinito de pontos para um numero finito de pontos.

A interconectividade desses pontos é definida por elementos finitos
gue preenchem a geometria do componente a ser estudado.

A genialidade do método consiste no fato de que possibilita a
solucao sistematica de problemas com boa aproximacao das
solucoes analiticas e dos resultados experimentalmente
observados.
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METMAT

Problemas de engenharia que podem ser resolvidos
pelo método dos elementos finitos

PROBLEMA INCOGNITA CONDICOES DE
CONTORNO
Estrutural Deslocamento Tensao e deslocamento
Térmico Temperatura Fluxo de calor,
conveccao ou radiacao
Elétrico Voltagem Fonte de corrente
Magnético Forca eletromotriz Campo magnético

Escoamento de fluidos

Pressao, velocidade

Velocidade

Difusao

Concentracdo massica

Fluxo dos componentes

Corrosao

Taxa de consumo de
anodo

Potencial elétrico

Proapgacao de trincas

Liberacao de energia
de deformacao

Tensao
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%j Aproximacao de solucao baseado no

METMAT principio do trabalho virtual

O meétodo de Raleigh-Ritz € um método aproximado de resolucao de
problemas, baseado no principio do trabalho virtual.

O principio do trabalho virtual afirma que a energia potencial total de um
sistema elastico é minima quando o sistema esta em equilibrio.

A energia potencial total é a soma da energia potencial gravitacional e da
energia de deformacgao elastica.

O método de Raleigh-Ritz reduz um meio continuo com infinitos graus
de liberdade a um sistema com um numero finito de graus de liberdade
(DOF — degree of freedom).

Entre o conjunto de func¢des diferenciaveis que satisfazem a condicao
limite, escolhe-se as funcdes que minimizam uma certa integral.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Graus de liberdade (DOF)

METMAT

Em mecanica, graus de liberdade (degrees of freedom - DOF)
sao os conjuntos de deslocamentos e/ou rotacoes
independentes que especificam completamente a posicao
deslocada ou deformada e a orientacao do corpo ou do
sistema.

Uma particula que se move em trés dimensoes no espaco tem
trés componentes de deslocamento translacional como graus
de liberdade (DOF), enquanto um corpo rigido tem no
maximo seis graus de liberdade incluindo as trés rotacoes.

Translacao corresponde a movimento sem rotacao e a rotacao
€ o movimento angular em torno de um eixo.




%j Fundamentos do método dos elementos finitos FE S

METMAT

O meétodo torna isso possivel, baseando-se na hipotese de que os
deslocamentos no meio continuo sao funcao de um numero finito de
coeficientes indeterminados, que devem ser determinados.

O problema passa a ser a determinacao destes coeficientes. Por exemplo:

v

y=A sen ra

vy Viga simplesmente apoiada sob acao de
uma carga P localizada no meio.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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/ﬂj Condicoes de contorno para resolucao do problema ISR

METMAT

y=A sen% O<x<L

A é um coeficiente indeterminado y o deslocamento da linha central da viga .

O deslocamento da viga y deve ser zero para x=0 e x=L.

vy
d? T\ JoX
g:—A — | sen| —
dx L L

A derivada segunda é proporcional a curvatura da viga e portanto aos

momentos aplicados, que devem também ser zero nas extremidades,
x=0 e x=L.

Condicoes de contorno sdo que y e d?y/dx?sdo zero para x=0 e x=L
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%j Metodo de Raleigh-Ritz

METMAT

A solucao do problema consiste em encontrar uma expressao para a energia

potencial do sistema em termos de A, a constante da equacao que descreve
a deformacao da viga.

Para isso, deve-se diferenciar a funcao y do deslocamento com relacaoa A e
igualar a zero. Em outras palavras, trata-se de encontrar a geometria que
resulta em um valor minimo de energia potencial total, dada por:

V=U-+Q

sendo:

V  aenergia potencial total
UU aenergia de deformacio eldstica

Q a2 energia potencial gravitacional

09/06/2011 Método de EIerPentos F|n|t9§ Aplicado a
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%j Metodo de Raleigh-Ritz

METMAT

A energia elastica [/ pode ser descrita por:

Tensio
e

=
-~

U =1/2jE1(d2y/dx2)2dx |/

Sendo: /i

E o médulo de Young ou rigidez do material fl

| o mddulo da secdo ou rigidez geométrica (momento de inércia)

A energia potencial no centro da viga é:

Q = P(—A)

P é a forca aplicada

A é a maxima deflexao da viga

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Metodo de Raleigh-Ritz

METMAT

Diferenciando a equacao da energia total V com relacao a A e igualando a zero

dV /dA=0
dV /dA=d/dA[(x EIA* | 2L))— PA]=0
portanto:

A=QPD)/I(x*El) e

y=QPL)/(x*El) sen(mx/L)

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Metodo de Raleigh-Ritz

METMAT

As solucdes encontradas fornecem valores de deflexao 3% diferentes da solucao
analitica; entretanto os valores maximos de tensao sao 19% maiores.

Uma melhor aproximacao pode ser obtida se acrescentarmos mais um grau de

liberdade:
3
y=A Senﬂ -I—Bsen—ﬂx O<x<L
L L
aV AV
e usando: a—AZO, a_B:O
, A=2PL | 7*EIl
obtém-se:

B=2PL /271 EI

As solucdes encontradas fornecem agora, valores de deflexao 1% diferentes da
solucao analitica, e valores maximos de tensao 8% maiores.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Meétodo dos elementos finitos

METMAT

O método dos elementos finitos pode ser pensado como uma extensao
do método de Raleigh-Ritz, salvo duas grandes diferencas:

(d As estruturas no método de Raleigh-Ritz sdo tratadas como um Unico
elemento. No método dos elementos finitos utilizam-se multiplos
elementos e nods.

J No método dos elementos finitos os valores de deslocamentos e
rotacdes sdo as varidveis (coeficientes indeterminados). E um
método mais intuitivo. Ja no método de Raleigh-Ritz as deformacdes
sdao as amplitudes de uma funcao senoidal e os coeficientes
indeterminados sao as constantes das equacoes.
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%j Meétodo dos elementos finitos

METMAT

O meio continuo é dividido em um certo nimero de elementos (tridngulos,
quadrilateros, tetraedros, etc.). Os deslocamentos internos desses elementos séo
descritos pelo deslocamentos dos nés por meio de funcoes de interpolacao
geralmente polinomiais.

A partir destas funcoes obtém-se expressoes para a energia que devem ser
minimizadas (a fim de obter um conjunto de equagodes algébricas). As solucoes
das equacoes descrevem os deslocamentos nos nos.

Os valores do deslocamento em cada né sao analogos aos valores do coeficiente A
calculado no exemplo da viga simplesmente apoiada, pelo método de Raleigh-Ritz .

Ao se determinar os deslocamentos em cada n6 consegue-se determinar os
deslocamentos e as tensoes em todo o continuo.

De uma maneira geral os deslocamentos calculados dessa forma sao mais precisos
que as tensoes.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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Comparacao entre os métodos de Raleigh-Ritz
e de elementos finitos

FE S

)

METMAT

METODO DE RALEIGH-RITZ

METODO DE ELEMENTOS FINITOS

A estrutura é tratada como um Unica
entidade, portanto é constituida por
um unico elemento (é um continuo)

A estrutura é constituida por
multiplos elementos conectados por
nos.

As variaveis a serem otimizadas sao
os coeficientes A, B, C,.... das
equacoes descritvas do problema.

Os deslocamentos e as rotacoes ¢
que sao as variaveis a serem
otimizadas

Menos intuitivo. Necessita especificar
condicoes de contorno e restricoes
referentes a amplitude de ondas
senoidais.

Mais intuitivo, pois as condicoes de
contorno e as restricoes sao
referentes a deslocamentos e
rotacoes.

09/06/2011
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%j Elementos continuos

METMAT

Um elemento tem uma geometria completamente definida por seus nés.

@ (b) - ¢
(1) (a) (b) ©) 2)
(c) * -
' (d) (e) (f)
¢ )

Elementos continuos de (1) baixo-grau de liberdade; (2) alto grau de liberdade

09/06/2011 Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Elementos Estruturais

METMAT

Tém comportamento que seguem certas hipoteses estruturais.

(c)
Elementos estruturais: (a) viga, (b) placa, (c) conchas (d) cotovelos

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Distorcdes tipicas de elementos de malha LSF

METMAT

Original Razao de aspecto
Cisalhamento Genérico

Tipos de distorcao de elementos quadrilateros.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Problemas lineares e nao lineares

METMAT

Muitos problemas de elementos finitos podem ser resolvidos usando como
hipdteses a linearizagao:

o as deformagoes sao pequenas e o comportamento dos materiais é
considerado linearmente elastico.

o as solucdes sao em geral rapidas.

Existe um grande nimero de problemas em que as tensoes e
deslocamentos nao sao proporcionais as cargas aplicadas. Sao problemas
nao lineares.

o As solugoes requerem técnicas iterativas e recursos computacionais
pesados.

o Problemas que envolvem grandes deformag¢oes, materiais inelasticos,
fluéncia, relaxacao plastica, histerese, transformacoes de fase e
tensoes residuais também sao tratados utilizando o modelamento nao
linear. A modela¢ao envolve conhecimentos e modelos que precedem
a modelacao por elementos finitos: teoria da plasticidade, modelos de

fluéncia, etc.

09/06/2011 Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Solucao do sistema de equacoes

METMAT

Para problemas estruturais estaticos, o método dos elementos finitos
resulta em um sistema de equacdes que podem ser expressas na forma
de:

Lei de Hooke

[F]= K [u]

sendo F] a coluna dos vetores de forga

u] a coluna dos vetores deslocamento

K] uma matriz quadrada

O tamanho da matriz quadrada é dado pelo produto do numero de nds pelo niumero
de graus de liberdade por no.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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METMAT

O meétodo dos elementos finitos emprega elementos interconectados
Uma funcao deslocamento encontra-se acoplada a cada elemento finito

Cada elemento encontra-se interconectado através de interfaces
comuns, através de nos

O problema pode ser descrito por uma relacao:

Forca = Rigidez x deslocamento F

[F|=[K] [u]

o=F/A=E¢
F=AEu/L)=(AE/L)u = Ku
oc=FEu/L)

Método de Elementos Finitos Aplicado a

20
Selecdo de Materiais
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%j Exemplo

METMAT

Aplicacao

v

J R -1y —- 1) - Uy
S L2 v
*
Modelo correspondente 1 @ 2 @ 3
-—L1 Poerett L, -
nl n2 n3
Lo e 0 [x .f. e
ul u2 u3 -k1 k1 +k2 U2 0
T _— —

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Analogia com molas

METMAT
U, deslocamento
) L | |

F U 1 F
A E X

Forca externa
aplicada

F

k., .
L WIN—
com: £, —% I

F=K

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais




%j Analogia com molas para varios elementos

METMAT

Os ndés sao numerados globalmente como nés 1,2 e 3.

i)
U, = U, (1) _ ) 2)

llz = llj = lli 113 — “j
‘ k k
1 2
Fl
B
1

@

(1.2) - indice inferior refere-se ao nimero local do né , representado pelas
letras i/ e j, e 0 indice superior refere-se ao numero global do elemento
U4, 3 — Indice inferior representa o numero global do no.

ui,j

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Solucao do sistema de equacdes

METMAT

A maior parte dos problemas estruturais tem termos de rigidez agrupados ou
formando faixas ao longo da diagonal.

Matriz de rigidez do elemento 1

Kl — Kl 0 All springs are in series, leading to a banded
stiffness matrix; for unit stiffnesses:

O/—K2 K, 1541400470440
o 00

Os termos de rigidez da3 Matriz de rigidez do elemento 2
duas matrizes se somam [K] =10 -1 2-1 0
nos GL coincidentes 0 0 -1 2 B |

O 0 0-1 1

Matriz de rigidez para molas conectadas em série

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Solucao do sistema de equacoes

METMAT

Se todos os graus de liberdade sao independentes (p.e. uma série de molas espirais
independentes ligadas ao solo) a matriz de rigidez seria diagonal.

odt R

NV e Pt PR e P T T P B TRRme\
All springs are uncoupled, leading to a
diagonal matrix; for unit stiffnesses:

k 000 O 1000 O
0 kOO O 0100 0
KlI=|00OkO O|=]|0010 0
000Kk O 00010
0000 Kk 00O0O0 1

Matriz de rigidez para molas independentes

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Exemplo

METMAT

Analise no elemento 1

Fi1=F 1 2 F2=-F1
—_ —
R _—
ul u2

Nond 1:u,>0e u,=0logo

L, L,

Nond 2: u,=0e u,=0logo

L, L,



%j Exemplo

METMAT

Entretanto, u, e u, podem ser diferentes de zero, logo:

K*u,-K*u,=F, e -K*u;+K*u, = F2
‘ A1*E1l/L1 -A1*E1/L1 ul F1
-A2*E2/L2 ezl T el T F2
Donde:
A1*E1l/L1*ul- A1*E1/L1*u2 = F1
- A2*E2/L2*ul+ A2*E2/L2*u2=F2
Matriz de rigidez
ul u2 u3 ul u2 u3
k1 -k1 0 0 0 0
K1= -k1 k1 0 k2= 0 k2 -k2
0 0 0 0 -k2 k2




%j Exemplo

METMAT

No conjunto dos elementos 1 e 2:

ky -k, 0
K=K, +K, = -k, k,+k, -k,
0 -k, k,

Mas como u,= 0 (viga engastada), temos:

F ky -k, U,

0 -k, k,+k, u,
Deformagdes: u,=F/k, e u,=(F/k,)+(F/k,)
Tensoes:

s,=E,*e,=E, *(u,-u,)/L;=E, /L, *(-FL,/A,*E,)=-F/A, (compressao)
s,=E,*e,=E2*(u;-u,)/L,=E,/L,*(-FL,/A,*E,)=-F/A, (compressao)



%j Simetria

METMAT

Os problemas de elementos finitos podem ser muito simplificados considerando
estruturas contendo elementos de simetria (de translacao, rotacao, reflexao, etc.). Os
recursos computacionais necessarios para resolver um problema podem ser muito
reduzidos quando se lanca mao da simetria.

Simetria bilateral

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



/ﬂj Simetria rotacional

METMAT

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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% AXxissimetria

METMAT

Axissimetria € um caso particular de simetria rotacional. A axissimetria permite reduzir um
problema tridimensional a um bidimensional.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Simetrias combinadas

METMAT

/V

V

/V

v,

Simetria translacional combinada com simetria rotacional

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



%j Simetria

METMAT

Quando além da geometria ha simetria de aplicacdo de carga (e reagdes) é simples
reduzir o problema a regiao fundamental.

lP P/2

SYMM

Full structure Symmetric equivalent

Cargas simétricas. SYMM quer dizer que u, = 0 em toda a se¢ao

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais



/%_ Processo tipico de modelamento por elementos finitos [\ F

METMAT

O modelamento por elementos _
finitos envolve a definicdo e a Geometria
manipulacao da da geometria,
especificacio do material e suas Modelo e material
propriedades, geracao da
malha de elementos finitos e = | Malha de elementos finitos
Y o <
definicao das cargas e g =
deslocamentos que serao = § Condi¢des de contorno:
aplicados ao componente. e I cargas e deslocamentos | |,
U0 AT
O O s
g|s Célculos
E|E
7 +— +—
Pré-processamento o|o [ Pdsprocessamento
>
v
Processamento Interpretacao
i v
Pds-processamento
> Processo tipico de elementos finitos
Interpretacao
> Método de Elementos Finitos Aplicado a

Selecdo de Materiais



%j Pré-processamento - propriedades dos

METMAT materiais

»Propriedades dos materiais: constantes ou varidveis.
» Propriedades varidveis em funcdo do tempo, da temperatura, etc.
» Consulta a tabelas ou fungdes matematicas que definem a variacao.

» Frequentemente o pré-processamento consome 80% do tempo do modelamento

|
(Eigenvalue extraction)

100000} — | ISR L.
v /

| Threshold
__ | of "discomfort"

|

Public programs

10,000 |——————————— Threshold —
of "pain”

1,000

100 [ 5 5 /

10 /4 — Electronic digital computer
/}._— Analog computer ——»{ }

1 Desk calculator —»| | !

1940 1950 1960 1970 1980 1990
Year

Definicao de problema grande.

Degrees of freedom




%j Pos-processamento

METMAT

155-TERMICO1 :: Thermal Time Step : 10
Units : Celsius

Os resultados fornecem tabelas com
milhares ou milhoes de valores
numericos

Os valores podem ser descritivos de
grandezas escalares, vetoriais ou
tensoriais.

O pds-processamento permite a
interpretacao eficiente desses
numeros.

Mapas de cores, campos de vetores,
elipses, etc. Permitem visualizacao facil

dos resultados obtidos.

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais
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%j Tamanho da malha, precisao e tempo de

METMAT processamento

Um dos problemas fundamentais em analise por elementos finitos é projetar
uma malha que seja fina o suficiente para dar boas respostas mas grossa o

suficiente para rodar sem necessitar recursos extraordindrios de
computacao.

1600

i !
m Quad-mesh

1400 A Tria—mesh

1200

1000

800

Major principal stress, N/mm?

B
\
i

Lo b b e
60OO 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

1/N

Método de Elementos Finitos Aplicado a
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%j Tamanho da malha, precisao e tempo de

METMAT

280 nos 795 graus de liberdade

1285 nds 3660 graus de liberdade

<]
=

31984 nés 94287 graus de liberdade

ANV NS
andied
:_‘ﬁﬂl‘“ﬁ‘i

Vi

AWAVAV

processamento

Método de Elementos Finitos Aplicado a
Selecdo de Materiais

Quando o numero de ndés na
malha é reduzido os resultados
tendem a ser mais imprecisos.

O aumento do nimero de nds e
do numero de graus de
liberdade na malha aumenta a
precisao.

O aumento do numero de nés e
de graus de liberdade aumenta
muito o numero de equacodes e
0 tempo necessario para
processamento.

O problema pode se tornar
intratavel.



