Capitulo 1
Notacao e fungoes

1.1 Numeros reais

¢ Nimeros naturais (N): Sdo todos os niimeros inteiros positivos, incluindo o zero. Isto é: N

=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,...}.

¢ Numeros inteiros (Z): Sao todos os ntimeros que pertencem ao conjunto dos Naturais mais

0s seus respectivos opostos (negativos). Isto é: Z ={...,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.

a

¢ Numeros racionais (Q): Sdo todos os niimeros da forma ¢, sendo a e b inteiros e b # 0. Isto

é:

Q= {Flab € Z,b# 0}

Os ntimeros naturais (N) sdo um subconjunto dos ntimeros inteiros (Z) que, por sua vez,
sdo um subconjunto dos ndmeros racionais (Q). Assim, todo ndmero natural também é um

nuamero inteiro; e todo ntimero inteiro também é um ntmero racional.

¢ Nimeros irracionais: Sio os nimeros que ndo podem ser escritos por meio de uma fragdo
de dois inteiros. Por exemplo, V2 = 1,4142... é um nimero decimal infinito ndo periédico.

Outro exemplo é a constante 7 = 3.1415....
¢ Nimeros reais (R): E formado pelo conjunto dos ntimeros racionais e irracionais. Em outras
palavras, R é o conjunto de todos os niimeros reais entre —co e co (reta real).

R™ é um espago com n dimensdes. Exemplos: R2 é um plano de duas dimensoes; R3 é um

espago tridimensional.



1.2 Intervalos

Sejam a e b dois ntimeros reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem

uma das seguintes formas:
o [a,b] = {z € R|a < z < b}, z é um ndmero real maior ou igual a a e menor ou igual a b.
o Ja,b[= {z € Rla < = < b}, x é um ntimero real maior do que a e menor do que b.
o Ja,b] = {z € Rla < x < b}, z é um ndmero real maior do que a e menor ou igual a b.
o [a,b[= {z € Rla < z < b}, x é um ntimero real maior ou igual a & e menor do que b.
o | —o0,a[= {z € R|z < a}, x é um nimero real menor do que a.
o | —0,a] = {z € R|z < a}, x é um ntimero real menor ou igual a a.
o [a,+oo[= {z € R|z > a}, x é um ntimero real maior ou igual a a.
¢ Ja,+oo[= {z € R|z > a}, x é um ntimero real maior do que a.
e | — o0, +oo[= R, x é um ntimero real.

Exemplo 1. Resolva a inequagdo 5z + 3 < 2z + 7.

Sr+3<2r+7 <<= dHr<2xr+4
<— 3r <4

— <4
T < =
3

Assim, {z € R|z < 3} é 0 conjunto das solugdes da inequagao.
Exemplo 2. Expresse o conjunto {z € R|2z — 3 < z + 1} em notagdo de intervalo.

2r—3<z4+1 <— x<4

Assim, {zx € R]2z —3 <z + 1} =] — 00,4]

1.3 Funcoes

Definigdo: Dados Ae B C R, uma fungdo f de A em B é designada por f : A — B e é uma regra
que associa a cada elemento de x € A um tinico elemento y € B. Costumamos escrever y = f(z)
e dizemos que y é o valor de f em z.

O conjunto A chama-se dominio da fun¢do f; o conjuto B chama-se contra-dominio de f. A

imagem da fungdo f é o conjunto definido porImy ={ycR:3z € A e y= f(z)}.



Exemplo 1: Dada a fungéo f(z) = 22 e os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B = {1,4,9, 16, 25,26, 27},

temos:
z  f(x)
1 1
2 4
3 9
4 16
5 25

¢ Dominio de f é representado por todos os elementos do conjunto A = {1,2, 3,4, 5}.
¢ Contra-dominio de f é representado por todos os elementos do conjunto B = {1,4,9, 16, 25, 26, 27}.

¢ Imagem de f é representada pelos elementos do contra-dominio (B) que possuem corres-

pondéncia com o dominio (A). Isto é: I'm; = {1,4,9,16,25}.

Quando o dominio da fung¢do nédo é explicitado convenciona-se o maior conjunto em que a
regra é aplicdvel. Por exemplo, o dominio da fungéo g(z) = v/z é D, = [0, +oo].

Definigio: Seja f : A — B uma funcéo. O conjunto Gy = {(z, f(z))|zr € A} ou Gy = {(z,y) €
R?2:z€ A e y= f(x)} denomina-se grifico de f. Assim, o gréfico de f é um subconjunto de
todos os pares ordenador(x,y) de nimeros reais.

Exemplo 2: Seja f(z) = z3. Tem-se:

a. Dy =R.
b. O valor que f assume em z é f(z) = 3. Esta fungdo associa a cada real 2 o nimero real

flw) =%,

c f(-1)=(-1)3=-1.

d. Gy ={(z,y)ly =2z € R}

Exemplo 3: Considere a fungdo g dada por y = % Tem-se:

a. Dy = {z € R|z # 0}.

b. Esta funcdo associa a cada x # 0 o real g(z) = .

z  g(z)
2 _ 51
-1 -1
_1% 2

5 2

1 1

2 1

- 2



c. glx+h)= IJ%hV:L'# —h.
d. Gréficodeg

Olhando para z > 0: quando = aumenta, y = 1 se aproxima de 0; quando = se aproxima de 0,

y = 1 se torna cada vez maior. Raciocinio semelhante segue para z < 0.

1/x
0
|

1.4 Alguns tipos de funcdes

¢ Fungdo constante: Uma funcdo y = f(z), z € A, dada por f(z) = k, k constante, denomina-

se fungdo constante.

Exemplo 1: f(z) = 2.




a. Df =R.

b. Gy = {(z, f(z))lx € R} = {(z,2)[x € R}.

1, se x>0
Exemplo 2: f(z) =
-1, se <0
a. Df =R.

b. Gréfico de f

¢ Fungdo linear: Uma fun¢do f : R — R dada por f(z) = ax, a constante, denomina-se

funcéo linear. Seu grafico é a reta que passa pelos pontos (0,0) e (1, a).

Exemplo 3: f(z) = 2z.




Exemplo 4: f(z) = |2z].

2x, se >0
Eliminando o médulo temos: f(z) =

—2x, se <0

Fungdo afim: Uma fun¢do f : R — R dada por y = ax + b, a e b constantes, denomina-se
funcéo afim. Seu gréfico é a reta que passa pelo ponto (0,b) e é paralela a reta y = ax.
Exemplo 5: f(z) = |z — 1| + 2.
Eliminando o médulo temos:

r—142, se x>1 T +1, se xT>1

flx) = — [flz) =
—(z—-1)+2, se z<1 —x+3, se <1

-3 -2 -1 0 1 2 3



o Fungdo polinomial: Uma funcdo f : R — Rdada por f(z) = agz"+a1z™ 1 +...4+an_12+ay,
onde ay # 0, a1, as, ..., a, sd0 nameros reais fixos, denomina-se funcéo polinomial de grau

n (n € N).

Exemplo 6: f(z) = 22 — 4 é uma fungdo polinomial de grau 2 e seu grafico é a parabola.

o :
- :
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< :
1 - :
~N [ :
<
x H
~ :
| H
o _| :
! :
5 - H
T T T T T

¢ Fungdo racional:Uma funcéo racional f é uma funcio dada por f(z) = %&%, onde p e g sdo

duas fungdes polinomiais. O dominio de f é o conjunto {z € R|q(x) # 0}.
Exemplo 7: f(z) = £,

Manipulando temos: £ = £ 4 1 — 14 1 A fungdo f estd definida para todo = # 0. O

x

gréfico de f é o graficode y = % transladando-o uma unidade para cima.

1+ 1/




1.5 Operac¢des com funcdes
Sejam f e g duas fungdes tais que Dy N Dy # 0. Definimos:

a. A fungdo f + g dada por (f + g)(z) = f(z) + g(z) denomina-se soma de f e g. O domininio
de f+ g é Dy N Dy. Observe que f + g é uma notagdo para indicar a fun¢do dada por
y = f(z) +g(x).

b. A fungédo f- g dada por (f - g)(z) = f(z) - g(x) denomina-se produto de f e g. O dominio de
f-9éDyNDy.

c. A fungdo 5 dada por 5(:1:) = % denomina-se quociente de f e g. O dominio de 5 é
{z € Dy D,lg(x) # 0}.

d. A funcdo kf, k constante, dada por (kf)(z) = kf(z) é o produto de f pela constante k. O
dominio de kf é Dy.

Exemplo 1:Sejam f(z) = /7 —z e g(z) = Vo —2.
a. (f+9)(@)=vV7—2z++z—2.Odominiode f +gé[2,7] = D; N D,.
b. (f-g)(x)=7T—x -z —2.Odominiode f-gé[2,7] = D; N D,.

c. L(z) = ¥I=£. O dominio de £ é z €]2,7].

g

d. kf(z) = kyv/7— 2. Odominio de kf(x) é Dy =] — 0, 7].

Sendo f uma fungdo, definimos a imagem de f por Im; = {f(z)|z € Dy}.

Defini¢ao (de fungdo composta): Sejam f e g duas fungdes tais que Imy C D,. A funcdo dada
por y = g(f(x)), + € Dy denomina-se fungdo composta de g e f. E usual a notagio g o f para
indicar a compostade g e f.

Assim, (g0 f)(x) = g(f(2)), € Dy.

Observe que g o f tem o mesmo dominio que f.

Exemplo 2: Sejam f e g dadas por f(z) =2z + 1 e g(z) = 2% + 3. Determine go f e f o g.

= [f(2)]* + 3[f(2)]
=(2z+1)>+3(2x+ 1),z € R=Dy.



(fo9)(x) = f(glx)
= f(=® +32)

=2(2*+3z)+ 1L,z eR=D,.

1.6 Logaritmo e exponencial

¢ Exponencial: A fungdo exponencial pode ser pensada como uma generalizagdo do processo
de potenciagdo para expoentes ndo inteiros. Quando n é um nimero natural maior do que

1, a poténcia ™ indica a multiplicacdo da base a por ela mesma n vezes. Isto é:

a =aX-:---Xa
N ——

n vezes

Propriedades:

a. ™ x 2™ = " (por exemplo, z* x z* = z7).

Demonstragio: x™ x 2" = (x X - x ) (x X - x 1) = (T X - -+ X ) = g™

m  vezes n  vezes m-+n  vezes

m 4
b. Z& = 2™~ (por exemplo, Z; = ).

P
N —
ao.z™ L X XX _ m-n
Demonstragio: o = 25 ——55 =T X Xxr=x
N——
nvezes m—n_ vezes
cx "= Iin (por exemplo, 273 = I%)

d. 2°=1,vz #0.
e. xm = 3/z" (por exemplo, x5 = Vd).
f. (z™)" = 2™ (por exemplo, (z2)3 = 22*3 = 1F).
g. 2™ x y™ = (xy)™ (por exemplo, 2% x 3% = (2 x 3)? = 62 = 36).
e Logaritmo: O logaritmo de um ntimero positivo real x na base b, em que b é um ntmero

positivo real diferente de 1, é o expoente pelo qual b deve ser elevado para se chegar a x. Isto

é,y=1b" < 1z =log,(y). Por exemplo, log;,(1000) = 3 porque 103 = 10 x 10 x 10 = 1000.

O logaritmo natural (ou neperiano) tem a constante irracional e (= 2,718) como base e é

muito utilizado no célculo diferencial.

Propriedades:

a. log, (zy) = log,(x) + logy(y) porque b° - b = betd,



b. log,(z?) = dlog,(z) porque (b¢)? = b4

c. logb(g) = logy,(z) — logs (y) porque pe—d = g—;.

d. log,(vx) = &) porque y/z = zv.

y
e. clog,(r) + dlog,(y) = log, (z¢y?) porque log, (v°y?) = log,(z¢) + log,(y¢), onde b, x e y

sdo numeros reais positivos e b # 1. Tanto ¢ quanto d sdo nimeros reais.

f. log, (1) = log,(¢%) =0

1.7 Somatério e produtério

¢ Somatério: Um somatdrio é um operador que nos permite representar somas. Por exemplo,
para representarmos a soma dos 3 primeiros niimeros naturais, excluindo o zero, podemos

escrever:

3
di=1+2+3=6

i=1

Propriedades: Sejam i,n € N, tais que i < ne z;,y; € R, parai = 1,2,--- ,n e c uma

constante real.

a. Yy cri=cy T

Demonstragio:

n
E cr; =cr1+cro+ -+ cry
i=1

=c(zy+ a0+ +xp)

b. Z?:l(xi +yi) = Z?:l i+ Z?:l Yi-

Demonstragio:

n

Z($i+yi):($1 +y)+ (a4 y2) + -+ (0 +Yn)

=T+ Y1+ T2ty + o+ Tn +Yn

=@+t tan)+ Wty + )
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c Yo, c=nc
Demonstragio:
n

E c=c+c+---+c=nc
N ———
i=1

n vezes
o Produtério: De forma analoga ao somatdrio, representaremos o produto de n termos por:
n

Hz’:1><2><~~~><n

i=1
Propriedades:

n n
a. [[iy ewi = " [ [y @i
Demonstragio:
n

chi = (cx1) X (cxa) X -+ X (cxp)

i=1

=cxeXooXeX(xy X Ty X X Tp)
N —— e’

n vezes

b. [Tio) ziyi = [Timy @ [Timy wie
Demonstragio:
n
[Tz = (@) x (z2g2) x -+ X (@nyn)
i=1

=(Ty X Ty X+ X ) X (Y1 X Y2 X+ X Yp)

c [T,e=cm

Demonstragio: [[]_jc=cxcx - xc=c"
= N—— —

n vezes

1.8 Limite e continuidade

Intuitivamente, uma fun¢édo continua em um ponto p de seu dominio é uma fungéo cujo gréfico

néo apresenta um "salto"em p.

11



f(x)
0
g(x)
0

-2
1
2

O gréfico da esquerda (f(z) = 2z) ndo apresenta um "salto"em nenhum ponto. Em particular,
amedida que z se aproxima de 1, seja pela esquerda, seja pela direita, o valore de f(z) se aproxima
de f(1) = 2. Mas o mesmo ndo acontece com a fungdo g(x) no ponto 0 (grafico da direita). Neste
ponto o gréfico de g apresenta um "salto"e, portanto, g ndo é continua em 0. Mas é continua para
x # 0.

Intuitivamente, dizer que o limite de f(xz), quando x tende a p, é igual a L que, simbolicamente,
se escreve lim,_,, f(z) = L significa que quando z tende a p, f(z) tende a L. No exemplo da
funcdo f(z) = 2z temos que quando z se aproxima de 1, f(z) tende a 2.

Exemplo 1: Calcule lim,_,; (z + 1).

T flxy=z+1 T fle)=a+1
2 3 0 1
15 2,5 0,5 1,5
11 2,1 09 1,9
1,01 2,01 0,99 1,99
1,001 2,001 0,999 1,999
1 2 1 2

Se f estiver definida em p e for continua em p, entdo lim,_,, f(z) = f(p) e reciprocamente.

Isto é:

f continuaem p <= lim f(x) = f(p)
z—p

Propriedades:
a. limg o [f(2) + g(2)] = limg s, f(2) +limgp g(2) = f(p) + 9(p)-

b. lim,_,, kf(z) = klim,_,, f(z) = kf(p).

12



¢ lim,_,, f(2)g(z) = lim,_,, f(z) lim,—, g(x) = f(p)g(p).

d. lim,_,, % = %, para lim,_,, g(x) # 0.

Exemplo 2 (limites laterais): Calcule lim,_,;+ f(z) e lim,_,;- f(x), sendo

22, se xz<1

fz) =

2z, se x>1

lim, 1+ f(z) =lim, 1 20 =2e

lim,_,;- f(z) =lim, 4y 22 =1

Vejamos, na medida em que z se aproxima de 1 pela direita, f(z) tende a 2. Mas quando nos
aproximamos de 1 pela esquerda, f(z) tende a 1.

Teorema:

Jlim,_,p+ f(x),lim,_,,- f(z) e
o - /@) 1)
? lim,_,p+ f(z) = lim,_,,- f(z) =L

2¢, se x <1
Exemplo 3: Seja f(x) = . Calcule lim, ;- f(z) elim, ,1+ f(x). f é continua?

3, se z>1
lim,_, - f(z) =lim, 1 22 =2
limg y+ f(z) =limy1 3 =3
lim,_, - f(z) # lim,_,,+ f(x) = Alim,,; f(z) = f ndo é continua

Exemplo 4 (limites infinitos e limites no infinito): Seja f(z) = % Calcule lim,, o f(2),

limg o f(2), lim, o+ f(z) e lim,_o- f(x).

1/x
0
|
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limg 400 f(x) =0

lim, , o f(z)=0
lim, o+ f(z) = +o0
lim, ,o- f(z) = —c0

Exemplo 5 (0 limite mais importante): Seja f(z) = 22. Calcule limy,_,o w

2 2 2 2 2
Temos f(”h,z*f(z) = (”h,)l A +2Zh,jh o 2“;”12 =2x + h, para h # 0.

Segue que lim,_,o(2z + h) = 2z.
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