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Vibrações da Rede
• Ligações cristalinas (T=0K) ⇒ Os átomos do cristal estão

sujeitos à um poço de potencial e, desprezando as vibrações de
ponto zero, os átomos permanecem fixos em suas posições de
equilíbrio.

• Ligações cristalinas (T≠0K) ⇒ Os átomos vibram em torno de
suas posições de equilíbrio e, em primeira aproximação, podemos
dizer que eles vibram em um poço harmônico (MHS),
apresentando certas frequências permitidas de oscilação.

• Poço de potencial dependente do tempo ⇒ O poço de potencial a
que um átomo está sujeito é causado pela ligação dele com os
átomos que estão ao seu redor, que por sua vez também estão
vibrando em torno de suas posições de equilíbrio ⇒ o potencial a
que um átomo da rede está sujeito é dependente do tempo, em
função da vibração dos átomos vizinhos.

• Descrição simples das vibrações da rede ⇒ Supor que os átomos
estão conectados entre si por molas ⇒ vibração de um deles
implica na vibração dos demais (conjunto de átomos vibrando em
torno de suas posições de equilíbrio).
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o Vibração de um dado átomo ⇒ determinada se conhecermos as cons-
tantes de força (C) das molas que ligam os vários átomos da rede.

o Vibrações da rede ⇒ são ondas elásticas e nosso objetivo é determinar
as frequências de vibração das ondas da rede em termos dos vetores de
onda que as caracterizam. Para isso vamos utilizar a aproximação de
pequenas oscilações e, de modo geral, a força sobre certo átomo da
rede, de massa M e colocado em ℓ=0, de acordo com a lei de Hooke, será:

Vibrações da Rede
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Vibrações da Rede
Uma maneira possível e a mais indicada para se resolver essa equação é
através da transformada de Fourier de seus dois membros. Entretanto,
vamos resolvê-la, do modo como está definida, para o caso mais simples
possível: unidimensional e interação somente entre primeiros vizinhos

1o caso: Cadeia linear de parâmetro de rede 𝒂𝒂 e um átomo na base 

𝐶𝐶 𝐶𝐶

𝓐 = −1 𝓐 = 0 𝓐 = 1
𝑢𝑢0𝑢𝑢−1 𝑢𝑢1

(em um instante t)

Para esse sistema, a equação de Hooke fica:

......... .........
𝑎𝑎

𝐶𝐶 𝐶𝐶𝐶𝐶 𝐶𝐶𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀 𝑀𝑀
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Cadeia Monoatômica
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Cadeia Monoatômica
Vamos, agora, imaginar que a cadeia tem um comprimento finito 𝐿𝐿 = 𝑁𝑁𝑎𝑎,
onde 𝑁𝑁 é o número de átomos. Devemos, portanto, aplicar condições
periódicas de contorno ou condições de Born-von Karman, represen-
tadas esquematicamente, de dois modos diferentes, nas figuras abaixo.

O objeto conectando o átomo do extremo es-
querdo com a mola do extremo direito da cadeia
é uma haste rígida, sem massa, de comprimento
𝐿𝐿 = 𝑁𝑁𝑎𝑎

𝑁𝑁𝑎𝑎

O átomo em 𝓐 = 0 é
conectado ao átomo em
𝓐 = 𝑁𝑁𝑎𝑎 por uma mola de
constante 𝑪𝑪
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Cadeia Monoatômica
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Cadeia Monoatômica

Como 𝜔𝜔 é uma função par de 𝑘𝑘, é suficiente tomar-se somente a raiz
positiva. Um movimento arbitrário da cadeia é determinado especifi-
cando-se as 𝑁𝑁 posições e velocidades iniciais dos átomos. A figura
mostra o gráfico da relação de dispersão.
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Cadeia Monoatômica
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Cadeia Monoatômica
A primeira zona de Brillouin descreve as propriedades de
vibração sem necessidade de irmos mais além. Ao somarmos ou
subtrairmos 2π/𝑎𝑎, ou múltiplos desse valor, o gráfico da relação
entre 𝜔𝜔 e 𝑘𝑘 sofre somente uma translação, sem modificação do
conceito físico. Os deslocamentos dos átomos descrevem ondas
se propagando ao longo da cadeia de átomos, com velocidade de
fase 𝑣𝑣𝑓𝑓 = ω/𝑘𝑘 e velocidade de grupo 𝑣𝑣𝑔𝑔 = 𝑑𝑑ω/𝑑𝑑𝑘𝑘 (velocidade
de transmissão de energia no meio).
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Cadeia Diatômica: 
Massas diferentes e mesma constante de mola

Para este sistema, teremos uma equação de movimento para cada massa:

M (  )m (  )
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

Relação linear

constante
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

00

relação de dispersão, no limite

𝜔𝜔+

𝜔𝜔−
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

00

relação de dispersão para                          
supondo M > m

π/a

Utilizando os resultados obtidos para 𝑘𝑘 → 0 e 𝑘𝑘 = ± 𝜋𝜋/𝑎𝑎, pode-
mos fazer o gráfico da relação de dispersão para a cadeia dia-
tômica, supondo M > m
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

Relação de dispersão: M > m
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)
Vamos encontrar, agora, os deslocamentos dos átomos:

Os átomos vibram em sentidos opostos,
mas o centro de massa permanece fixo

Os átomos  mo-
vem-se em fase 
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

Interpretação:

Os átomos movem-se em fase e a relação de dispersão é linear
(𝜔𝜔 ∝ 𝑘𝑘), como nas ondas sonoras ∴ modo de vibração chamado
acústico.

modo acústico
+

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

𝑘𝑘 → 0 ou λ ≫ 𝑎𝑎 (𝜔𝜔− = 0 → 𝑢𝑢0 = 𝑣𝑣0):



Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

Interpretação:

Os átomos vibram em sentidos opostos, mas o centro de
massa permanece fixo. A relação de dispersão é independe
de 𝑘𝑘 (𝜔𝜔 = constante), como nas oscilações do tipo dipolo
elétrico, e ondas eletromagnéticas na região do infra-
vermelho podem excitar este tipo de vibração da rede ∴
modo de vibração chamado ótico.

modo ótico
+--

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐

𝑘𝑘 → 0 ou λ ≫ 𝑎𝑎 (𝜔𝜔+ = ⁄2𝐶𝐶 𝜇𝜇 → 𝑢𝑢0 = − ⁄𝑀𝑀 𝑚𝑚𝑣𝑣0):



Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

A massa do átomo que oscila determina a frequência do modo de
vibração (para 𝑀𝑀 > 𝑚𝑚 ⇒ 𝑚𝑚 apresenta as maiores frequências)

𝜔𝜔− = �2𝐶𝐶 𝑚𝑚

𝜔𝜔+ = �2𝐶𝐶
𝑀𝑀

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐



Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)

π/a0

ramo 
acústico

ramo 
ótico

Só 𝑀𝑀 oscila

Só 𝑚𝑚 oscila
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Cadeia Diatômica (𝒎𝒎,𝑴𝑴,𝑪𝑪)
𝑚𝑚 → 𝑀𝑀, distância entre as massas 𝑑𝑑 e 𝑎𝑎 = 2𝑑𝑑

1. 𝑚𝑚 = 𝑀𝑀⇒ cadeia linear monoatômica de parâmetro 𝑑𝑑 = 𝑎𝑎/2

π/𝟐𝟐𝟐𝟐𝟎𝟎 π/𝟐𝟐−π/𝟐𝟐𝟐𝟐-π/𝟐𝟐

relação de dispersão ⇒

2. 𝑚𝑚 ≈ 𝑀𝑀⇒ cadeia linear diatômica de parâmetro 𝑎𝑎 = 2𝑑𝑑

relação de dispersão ⇒
m

1a zona de Brillouin

1a zona de Brillouin
𝑚𝑚 ≈ 𝑀𝑀

π/𝟐𝟐𝟐𝟐 = π/𝒂𝒂

𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛𝓛 𝓥𝓥.𝓒𝓒.𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐𝓐
π/𝟐𝟐𝟐𝟐𝟎𝟎 π/𝟐𝟐−π/𝟐𝟐𝟐𝟐-π/𝟐𝟐
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