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Aula 1

Neste curso vamos seguir a referéncia bésica

D. Griffiths; Introduction to Electrondynamics, 3° Edicao

Esta referéncia serd complementada por notas de aula, para todas as aulas do curso, e

por consultas ao livro

J. R. Reitz, E J. Milford, e R. W. Christy; Fundamentos da Teoria Eletromagnética, 3¢ Edi-

¢ao.

Real¢o que as notas de aula sdo escritas com o intuito de complementar o livro texto,
explicando passagens mais dificeis ou apresentando alguns tépicos de forma alternativa,

mas nao podem ser consideradas como substitutas ao texto.

Revisao de Analise Vetorial

O livro texto comeg¢a com uma revisao de andlise e cédlculo vetorial. De fato, para acom-
panhar o curso de eletromagnetismo é essencial dominar esta ferramenta da matematica
aplicada. N6s vamos rever apenas os conceitos mais avan¢ados de calculo vetorial, dei-
xando para os alunos revisar por conta prépria os conceitos mais simples, que correspon-
dem ao material apresentado até a secao 1.1.4 do livro texto, inclusive. Iniciemos entao
pela secdo 1.1.5, que € a primeira que discute um tema nao trivial, e no qual o livro traz

uma apresenta¢ao um tanto incompleta.




Transformacao da representacdao das componentes de

um vetor

Consideremos um vetor A num sistema de
coordenadas cartesianas, como mostra a fi-
gura. Representando as proje¢des do vetor Z
A sob o eixo z como A; e no plano Xy por

A, temos:

A;=AcoslO; Ay=A] cosep;
A =Asenf; A,=A)seng.

Gostariamos de saber como determinar
as componentes AY, A, e A’ desse mesmo

vetor em um novo sistema de coordenadas

(x',y',2), que é obtidos a partir de (x, y, z)
através de uma rotacao no entorno de um
eixo arbitrdrio. Este assunto vai ser tra-

tado detalhadamente no curso de Meca-

nica Cldssica, mas talvez seja instrutivo ver
aqui como essa transformacao pode ser ob-

tida. Vamos inicialmente fazer uma rota-
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¢do de um angulo a do sistema de coordenadas original, indicado por X na figura seguinte,
em torno do eixo z. O sistema resultante serd representado por Z as novas coordenadas
por (X, ¥, Z).

Representando as componentes de A no novo sistema por (A, Ay, A,), é ficil de ver, na

segunda figura, que

Ay =Ajcos(¢p—a)=Asenf(cos@cosa +sengsena) = cosa Ay +sena A,

e
Ay =A)sen ((p - a) = Asenf(seng cosa —cosgsena) =cosa Ay —sena Ay
Naturalmente, para rotagdo em torno do eixo z, a componente z ndo se altera, de forma
que temos

A,=A,=Acos0

Estas relagOes entre as novas e antigas coordenadas podem ser escritas de uma forma

matricial (verifique fazendo o produto matricial indicado a seguir!)

Ay cosa sena 0| [A,
A= Ay| =|-sena cosa O [A,
A, 0 0 1| |A;

Agora vamos fixar o eixo X e girar os eixos y

X
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e z de um angulo  em torno dele. Para melhor
visualizar a transformacao, vamos representar o
eixo X na vertical e agora projetar o vetor A so-
bre plano yz. Anova projecao serd representada
por A; e fard um angulo qualquer 17 com o eixo
7. J4 o angulo de A com o eixo ¥ serd represen-

tado por ¢. As novas coordenadas serao repre-

sentadas por (%, , Z) €, por construcdo, X = X. A
projecio do vetor A sobre o plano (%, 7) é dada

por

A =Asen{ e A =Acos{




Naturalmente, como o eixo X permaneceu no mesmo lugar, temos A, = A. Por outro
lado,

f:}y = Ajcos(n—pB)=A, cosncosf+ A sennsenpf

Ay = cosfAy+senfA,
Da mesma forma
A,= A, sen(n—p) = A senncosf— A cosnsenf
ou
A=—senBA, +cos A,

Mas (Ayx, Ay, A;) podem ser representados em termos de (Ax, Ay, A;) usando as relagdes

que obtivemos anteriormente. Entao podemos escrever, na forma matricial

A 1 o o | [Ax
f:ly =10 cosp senp| [A,
A, 0 —senf cosf| |A,
ou
f:lx 1 0 0 cosa sena 0] |Ayx
f__}y =10 cosfp senf| |-sena cosa 0| A,
A, 0 —senf cosp 0 0 1| ]|A;

E importante notar que essas matrizes de transformacao sdo matrizes unitérias, ou seja,

fazendo o produto de cada uma delas pela sua transposta obtemos a matriz unidade:

1 0 0 1 0 0 1 00
0 cosfp —-senf| |0 cosp senf[=]0 1 O
0 senff cosf | [0 —senfB cosp 0 01




Se fizemos mais uma rotacdo de angulo y em torno da eixo y obterfamos mais uma ma-

triz unitdria. Comparando com as anteriores, € facil de ver que ela seria da forma:

cosy
0

—seny

Pode ser mostrado que a rotagdo de um

0 seny
1 0
0 cosy

sistema de coordenadas em torno de um eixo

qualquer pode sempre ser decomposta em trés rotacdes sucessivas em torno dos eixos co-

ordenados.

Portanto, na rotacao de um sistema de coordenadas, as componentes de um vetor se

transformam como o produto de matrizes unitdrias.

Uma transformacao peculiar é a reflexao,
em que todas as coordenadas de um sis-
tema sao invertidas, isto é, x — —x, y —
—¥, z — —z. Nesta transformacao, todas as
componentes do vetor também trocam de

sinal
Ax = _Ax; Ay = _.Ay; AZ = _Az.

No entanto, é interessante notar que os
vetores que sdo definidos pelo produto ve-
torial de outros dois vetores nio trocam de
sinal na reflexdo. Por exemplo, considere-

mos o torque de uma forca

T=FxF = %:?xlg:(—?)x(—ﬁ):f

Vetores que seguem esta regra sao denominados pseudo-vetores; mas isto nao implica que

tenham que ser tratados de forma especial no cdlculo vetorial.

Nota: as secoes de recordacao sobre derivadas e gradientes serdo deixadas para revisao

direta pelos alunos.




Vetor unitario normal a uma superficie

Consideremos uma superficie qualquer,

especificada pela funcao escalar
F(x,y,2)=C

onde C é uma constante. Por exemplo, no

caso de um superficie esférica,

F(x,y,2) :x2+y2+z2 =a’
Gostariamos de determinar a expressao
para o vetor unitdrio a superficie, em um

ponto qualquer. Caso conhecamos dois ve-
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tores #i e U tangentes a a superficie naquele ponto, podemos determinar 7 através da rela-

¢ao

Mas, como obter os vetores il e U?

Uma forma € considerar as intersecoes
da superficie com dois planos perpendicu-
lares entre si e paralelos aos planos coorde-
nados. Essas intersecoes serdo duas curvas
sobre a superficie e podemos tomar i e U
como vetores tangentes a elas. Considere-
mos primeiro a curva C; devido a interces-
sdo com o plano P;, paralelo ao plano co-
ordenado (x,z). Vendo a curva de interse-
¢ao a partir do eixo y, temos do vetor ¥ tan-
gente a curva C; pode ser escrito como

0z
U=Uyly+ U, = uxex+(— U8,
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Esta tltima relacdo sai da condicao de tangéncia a uUn U

curva (%) c significa derivada parcial de z com re- Cl —.
y;G1

0x
lacdo a x, mantido y = constante, aolongo da curva

C;. Da mesma forma, se consideramos a curva C»

obtida da intersecdo do plano P, com a superficie,
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teremos
D’—vé+vé—vé+(az) v,é
y€y T Vz€z = Uy€y OJ’xcz y€z
Mas, ao longo da curva Cj, com y fixo, temos
Flx ) = const - 6F+020F 0 0z 0F/0x
W2 = ~ T = o = -
¥ dx ' 0x 0z dx|c, 9Floz
g M OFé GFé
| AF10z |0z ax ¢
Da mesma forma, ao longo da curva C, com x fixo, temos
F(x,y,z) =const 6_F+%0_F_0 . G_F —_M
V= gy oyaz " ayl, oF/ex’
N vy [0F, OF ]
U= —eé,——é
dF10z |0z ¥ 0dy °
Portanto
L (aF)Zé +0F6Fé +6F6FOFé]
X = o _ -
@F/0z)? [\0z) * 0zox * 0zdzay ’
. . Uxvy [OF +6FA +6FA Uy Uy
Uxv= —é,+—é,+—é,| =
0F/dz |ox * 0dy ¥ 08z °| OFloz
Entao
. UxTUD . VF
n=-——-—>x = n=——-
|ux D [VF|

Um resultado bastante importante em Calculo Vetorial.




