And so these men of Indostan,

Disputed loud and long,

Each in his own opinion,

Exceeding stiff and strong,

Though each was partly in the right,

And all were in the wrong!

John Godfrey Saxe (1816-1887)
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Avaliacao

A média final € composta por:

Média final = Media

prova

* Media ,,,signhifica média harmonica das 3 provas;

e Programas: podem ser feitos em dupla;
e Parte tedrica da prova: com consulta ao proprio material;

e Parte do programa da prova: apesar do programa poder ser feito em
dupla, cada aluno deve resolver o exercicio de aplicacao do programa
da prova individualmente, no seu préprio notebook.
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Em nossas aulas aprenderemos...

e Um pouco de engenharia...
— MEF.

e Um pouco de postura de engenheiro...
— Curiosidade;
— Cuidado;
— Capricho;
— Responsabilidade;
— Atitude.
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Lida com leis fundamentais e principios da mecanica, com intrinseco
valor cientifico.

Prova a existéncia de problemas e solugoes.

Transfere o conhecimento tedrico para aplicacoes cientificas e de
engenharia: construcao de modelo matematico do fendmeno fisico.
Procura por problemas que se encaixam nas solugoes.

Resolve problemas especificos através de simulacoes utilizando
ferramentas numeéricas implementadas em computadores.

Procura selugoes para um dacde problema.
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Fisolofia do Curso

Segundo Prof. Dr. Avelino Alves Filho (livro texto),

“Um dos pontos mais importantes que contribui comprovadamente para o
sucesso e progresso dos recursos de CAE, e que tive a oportunidade de
verificar nos anos de trabalho nesta area, esta relacionado aos CONCEITOS
OBRIGATORIOS NA UTILIZACAO DA TECNOLOGIA CAE. Muitos profissionais
que iniciam suas aplicagcées na area de Elementos Finitos encontram
dificuldades, pois o aprendizado de uso de software é feito sem base
conceitual, confundindo o aprendizado de manuseio de programa com o
conhecimento do Método dos Elementos finitos. Justifica-se portanto, a
filosofia de abordagem:

SE O ENGENHEIRO NAO SABE MODELAR O PROBLEMA SEM TER O
COMPUTADOR, ELE NAO DEVE FAZE-LO TENDO O COMPUTADOR!”
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The Blind Men and the Elephant

The blind men and the elephant.
Poem by John Godfrey Saxe

[t’s a

And so these men of Indostan,
Disputed loud and long,

Each in his own opinion,

Exceeding stiff and strong,

Though each was partly in the right,
And all were in the wrong!
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Modelamento e Analise

ISimpIificag(")'es e aproximacoes

Eqg. Diferencial governante

Modelo matematico

etizacao

Modelo numérico

ao'de Sistemas de Equacoes

Analise
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MODELO FISICO



GRUPD DE ME A DOS SOLIDOS Y
- E IMPACTO EM ESTRUTURAS

USP - BRASIL
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e O engenheiro
constroi um
a partir de um
problema que nao
possui solucao exata,

e acha uma solucao
aproximada otima.

Modelar € o processo de escrever uma
equacdo ou sistema de equagbes que
descreve 0 movimento de um mecanismo
fisico. O sucesso do modelo é determinado
por quao bem a solugao da equacao preveé
0 comportamento observado no sistema
real.
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a o B ( ) MODELO MATEMATICO
/‘ P P\xX Teoria simples de Viga
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Modelo de engenharia (modelo fisico)

e Um bom modelo deve:
— Considerar os aspectos essenciais do problema;
— Desprezar os fatores secundarios;
— Fornecer resultados proximos o suficiente das respostas reais.

e Habilidade em modelamento é baseada na visualizacao do problema
fisico e relacionamento com o que queremos analisar:
— Distribuicao de temperatura?
— Campo de tensoes?
— Campo de deformacdes?
e Se as previsdes do modelo nao estao de acordo com as respostas reais
ou esperadas € necessario refinar o modelo:

— Incluir aspectos inicialmente desprezados.
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MODELO MATEMATICO



Forcas de volume

As forcas de volume sao descritas sempre por unidade Volume
de massa ou de volume e ndao necessitam de contato elementar dV bs dV
para transmissao. Sao exemplos: /L_.bz dv
. . b, dV
e Gravidade; L3 A o
e Forcas eletromagnéticas; ) Volume (V)
e Forcas de inércia; u
e Coriolis, centrifuga, etc. X Superficie (S)
. L9
Forcas de volume: Se o corpo é acelerado, >
entédo as forcas de inércia, |
rb ) C)
1 pou
3 Forgas totais de volume:
b=10b,¢ O =< Py b
y X =b—pou
\b3) kp”/)
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Forcas de superficie

As forcas de superficie sao descritas sempre por

unidade area e necessitam de contato para transmissao.
Sao exemplos:

e Atrito; Volume

. Forca normal elementar dV b, dV
| L_.b dVv
e Forga cisalhante; b, AV 2
1
Volume (V)

~ L3
e Pressao, etc. A w

Forca distribuida por
unidade de superficie

- D

p)( 4
_ >
Ts =P, ¢
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Se extrairmos um volume
elementar do corpo vamos
ver que, devido as forcas
T(e2) externas aplicadas, ha
092 forcas de reacao.

By Sanpaz - Own work, CC BY-SA 3.0,

Para o cubo, as forgcas internas por
unidade de drea (setas azuis), em
cada face, podem ser decompostas
em trés componentes ortogonais.

https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=5736462
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Estado de tensoes

Pode-se decompor os vetores de tensdao em components normais e cisalhantes

o) — Tl(e‘)el + T.z(e‘)ez + Tf')ea = 011€; + 01282 + 013€3,
(e2) _ T(.e'z) T(ez) Tfe'z) eas
T =T, "e1 + T, "e; + T; “'e3 = 021€1 + 02€2 + 023€3,

T(es) e Tl(e:’)el + Tz(es)ez e T;ea)e3 = 0O31€) + O32e2 + O33€s3,

) le)
'.["lt'&‘:I = Tj 'Ej = Oij€;j.
(e1) o1 O O3 Orz Oy Oz s
o =0;; = T | = |gy 09 0| = R Tl Il (T
T[ES) 031 032 033 Oy Oy O Tex
( \ 7
O yx ny Oy, Ty = Tyx Oy
(o)
= —_—> = —>0=1 ¢ &I
0= 0y Oy Oy bz =tz r,
T, =T 4
\sz Gzy O, ) zX Xz ”
[ Tax ) https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy_stress_tensor
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Equilibrio

Considere o equilibrio de um volume diferencial
para obter as 3 equacdes de equilibrio,

0o, N 0o, N 00, +h =0

Ox, Ox, Ox,

00,, N 00,, N 00, +h, =0 ;
Ox, Ox, Ox, 22
00, N 0o, N 003;, +b =0

Ox, Ox,  Ox,
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Formulacao diferencial

De forma compacta, temos:

Equilibrio Estatico

Equilibrio Dinamico

19 de Fevereiro de 2018

Forma forte de

equilibrio

Onde

O =

Q 9 9 9 Qg

Q
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9 5 0
Ox,
0 ﬂ 0
Ox,
0 0 9
O,
0 0 0
Ox, Ox,
0 0 0
Ox, Ox,
9 5 O
O, Ox,




“Dado o carregamento externo aplicado (em ST e em V)
e os deslocamentos prescritos (em SY) queremos

encontrar deslocamentos, deformacgdes e tensoes,
que mantém o corpo em equilibrio.”

Equacoes de equilibrio
0'6+X=0 em I~
Condi¢oes de contorno

1. Deslocamentos no contorno: Deslocamentos sao prescritos na parte SYdo
contorno

presc

u=u em S

2. Forgas no contorno: Forcas sao especificadas na parte ST do contorno.

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



Lel constitutiva

e A lei constitutiva relaciona tensdes e deformacoes.
e A lei constitutiva elastica linear é a mais simples lei constitutival
e Por definicao, o material elastico apresenta as seguintes caracteristicas,

i. Relacao tensao deformacao é linear;
ii. O comportamento do material € completamente reversivel,

iii. Atensao em um ponto depende apenas da medida de deformacao total naquele
ponto; A
Caso ©

iv. Deformacdes sao pequenas. o ,
unidimensional:
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Lei de Hooke

o = D¢
. o L 1-v v v 0 0 0 |
Material elastico linear isotropico:
v 1-v v 0 0 0
1% v 1-v 0 0 0
1-2
D - E 0 0 0 2V 0 0
(1+v)(1-2v) o
0 0 0 0
1-2
0o 0 0 0 Y
i 2

Rigidez: D
Flexibilidade = D1
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1—v 1% 1% 0 0 0
vV 1—v vV 0 0 0
1% 1% 1—v 0 0 0
1-2
E 0o 0 0 2'/ 0 0
(1+v)(1—-2v) o
0 0 0 0
2
1-2
o 0 0 0 d
B 2

/\.

Rigidez
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Outros materiais

Tens&o verdadeira (MPa)
] [] e [4,]
o (=] (=] (==

-
o

www.gmsie.usp.br

GRUPD DE MECANICA DOS SOLIDOS Y
E IMPACTO EM ESTRUTURAS Iy
USP - BRASIL

Curva tensao deformacgao de um polimero termoplastico

— — — elastico linear

elastico nao linear s

= = plastico com amolecimento

plastico com encruamento
;

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Deformacéo logaritmica (mm/mm)

True stress - strain curves for PEHD
Different strain rates

True strain [mm/mm]

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 00
-1
0.0002 s -
----- 0.001 s
== 0.005 571 -10
620571 -15
............ 1 =
1400 s 20 %
=== 1200 S-l —
N [ 1 256 8
4000 s R —— L
L LR B30 o
=
o : -35
. ..T..'.'q.,".'.... e \.....’.”‘,I.‘J... I, ".t,. 40
il -,..,. h) ey ‘3‘"
"“‘"""‘:"ﬂ"" L _45
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Tensao plana:

Deformacao
plana:
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e Fazer somatodrio de forgas igual a massa i

vezes aceleragao! e a0
m=Apdx o
g ax
. oF . oF
A(x)pdxu+F:qu+F+gdx Apu=q_|_a
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Vamos acordar! Determinando eq. governante

e Utilizando a lei de Hooke e as definicoes |
de tegsao e deformacao, encqntre a q 'F+g—idx
equacao governante do sistema. m=Apdx
Dica: utilizar a definicao de forca e lei de Hooke, depois a y y
definicdo de deformacao e por ultimo a resultante do dx
equilibrio de forcas!

F
0o =—
A F = AE¢
_ ou
7R pFEaEL ),
€=357 Z(aZ +q = Apu
0x d0x d0x
Ao N oF
u = —
P q 9x
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Determinando as condicoes de contorno

oF 0 du .
F- = Rl —(AE—>+q:Apu
m=Apdx d0x d0x
// dX //
Precisamos de:
* Duas condicoes de contorno;
_ Julx,,t
U,(XCI; t) — uxq ou A(xq)E(xq) (a;l ) = qu(t)

e Duas condicoes iniciais.

U(x, 0) = Uy ”L.l,(x, O) = Py
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Exercicio exemplo

A barra de aluminio (E=72GPa) ao lado
tem 300mm de comprimento e secdo
transversal constante A=120 mm?.
Calcule os deslocamentos da barra,
considerando:

23
=
>I‘|'|
O
o

1. Forca P;
2. Peso proprio;
3. Peso proprio + forca P.
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1. Forca P

do

Equilibrio estatico: = _— ) X

Lei constitutiva:
Elastica linear

Cinemdtica: € = — l
P
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1. Forca P

2,00E-04

Equacao diferencial (ODE):
1,60E-04
d du /
E + =0
dx( dxj - 1,20E-04 -
8,00E-05
/ —P=5,0
4,00E-05

vow
= 0
o =
X

u[mm]

Condicoes de contorno:

=
u(0)=0 - — § l,g

™ |
F._, :P:EA@ :Q _ £ 0,00E+00 - | — . . 1

ax|,, ax|,_, EA 0 100 200 300
X[mm]
Solucao analitica do problema: P
()
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2. Peso Proprio

. do ‘
Equilibrio estatico: — =—pp XU
dx || X
J| ue
Lel constitutiva: O = Eé‘ L ,Lg
Eldstica linear
Cinematica: g = % TF
!
dbx — - dx J¢ PIA
lP:O LN
E Ap . lF+dF
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2. Peso Proprio

Equacao diferencial (ODE):

d (. du T

—| E— |+ pg=0
L e )i - T
Condicdes de contorno: ] I s
#(0)=0 Jo ‘
PX:L:O:EA% SN -

ﬂ’X x=L dX x=I TF

/o — - dx J¢ PIA
Solucao analitica do problema: lpzo H

~ E,Ap h lF+dF
%(X)Z g(L ——)x
E 2

19 de Fevereiro de 2018

PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



2. Peso Proprio

2 (X ) = L——|x 2 00E-05
E 2
1,60E-05 ——
{1
g=9,81 m/s? —  1,20E-05
L=300mm E =
E=72GPa = 5
Q g
A=120 mm? 8,00E-06 ¥ l
p=2,7000E-06 kg/mm?3 —
4,00E-06
0,00E+00 . | |
\\'4
0 100 200 300
x[mm
[mm] l o
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3. Peso proprio + Forca P

o do ‘
Equilibrio estatico: — = — Py X,U
dx b
I| ue
. . . . L i.
Lel constitutiva: O = Eé‘ \l,g
Eldstica linear |
Cinemadtica: = % N TFl
QIX v_ - dx *pgA
1 A
P (-
E An | F+dF/dx
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3. Peso proprio + Forca P

Equacao diferencial (ODE): 4

d d;

—(E —”j +p7=0 "

dx dx I 0o
Condicoes de contorno: .
#(0)=0
FX:L:P:EA% :% :i

ax|..;,  dx|.., EA

Solucao analitica do problema: l P | TF
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3. Peso proprio + Forca P

2 N A
L GRUPO DE MECANICA DOS SOUDOS Yy
E IMPACTO EM ESTRUTURAS (Y

USP - BRASIL

0,00020
P=0,1N N
£og X F P=IN
U(X): el L__ +— X 0,00016
F p) FA ——P=10N
{1
0,00012
g=9,81 m/s? =
L=300mm = -
E=72GPa =1 &
A=120 mm? 0,00008 8 g
p= 2,7000E-06 kg/mm3 ‘I‘? |
1
0,00004
0,00000 - . . .
0 100 200 300
x[mm] v
P
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Supondo um problema mais complexo de uma
barra de aluminio de comprimento L, com secao
variavel: A;=2A e A =A.

Supondo que a barra esteja tracionada por uma
forca P, calcule analiticamente seus
deslocamentos, desprezando o peso proprio.

dx
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Académico x Realidade

A medida que nos distanciamos dos problemas
académicos e nos aproximamos dos problemas reais
de engenharia, estes vao se tornando mais complexos! .

Dessa forma, encontrar a solucao da equacao
diferencial, quando esta existir, € um trabalho arduo...

lg
Além disso, os casos foram unidimensionais...
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Engenharia € uma arte!

O problema é bem resumido pelo
Dr A. R. Sykes, do British Institution
of Engineers, que, em 1976, disse:

Engineering is the art of modelling
materials we do not wholly understand,
into shapes we cannot precisely analyse,

so as to withstand forces we cannot

- precisely assess, in such a way that the

""" public has no reason to suspect the
extent of our ignorance.

»__..4:-—.
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Entao como fazer?

PAD?

HOW DO THEY KNOW THE
LOAD LIMIT ON BRIDGES,

_——

‘__./‘

p—
= R 2
an

- ‘.-"'.f
=%

|3

o
:
2y
¥
i
@

THEY DRWE BIGGER AND THEN THEY WEIGH THUE
BIGEER TRUCKS QVER TUE LAST TRUCK AND
BRIDGE UNTIL IT BREAKS REBUILD THE BRIDGE .

/

OH. T | DEAR IF YOU
SUOULDVE | DONT KNOW
GUESSED. | THE ANSWER,
JUST TELL
(31| L —

Problemas devem ser simplificados usando certas aproximacoes...

Métodos numeéricos sao aproximagoes dos modelos matematicos.
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MODELO NUMERICO



Meétodos numericos

e A analise de estruturas envolve a solucao de equacoes diferenciais parciais.

e Solucdes analiticas exatas (fechadas) so existem em casos especiais:
— Geometria e condicdes de contorno simples.
— Certos tipos de carregamento.
— Material homogéneo.

e A solucao de problemas reais requer a utilizacao de métodos numeéricos
(aproximados):
— Método das Diferencas Finitas.
— Método dos Elementos Finitos.
— Método dos Elementos de Contorno
— Método espectral...
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Discretizacao do problema

Determinacao do
perimetro de um
circulo.

Discretizando o circulo em n partes:

L=na talque a=2Rsen(6/2)
O=2rx/n ..n=2rx/6

A medida que 0 tende a zero,
send tende a O
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Solucao exata x numeérica

sm(&’/ 2)
(9/2)

L. =27R L.=27R

A medida que 0 : Y

Um método numérico é confiavel se ele
tende a zero, - converge para a solucdo exata do modelo
send tende a 6 matematico, com o refinamento.

Para n=360: A solucao numérica de um problema nao é

Erro (%)=0,00127 - melhor do que o modelo matematico

utilizado.

Esse € um exemplo classico da literatura, para retratar que a idéia do método dos elementos finitos pode ser
considerada dos matematicos egipcios (aprox. 1800 a.C.) ou de Archimedes em seus famosos estudos sobre
aproximacao de circulo (aprox. 250 a.C.).
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Discretizacao

10
Os modelos numéricos o
devem ser implementados
e utilizados com facilidade, .
alem de serem eficientes S
computacionalmente. £

4 W
Analisar a velocidade

de convergéncia! 50 40 30 20 10 0

NUimero de elementos n
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Passos em uma analise em elementos finitos

e Pré-Processamento
e Criacao da geometria;
e Atribuicao da propriedade de material,
e Selecao do tipo de elemento;
e Discretizacao do modelo.
e Analise
e Aplicacao das condicdes de contorno;
e Aplicacao da carga;
e Submissao para solucao.
e Pods-Processamento
e Selecao do tipo de variavel de campo de interesse;
e Visualizacao da variavel selecionada;
e Geracdo de Graficos/Formas
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Varios softwares disponiveis no mercado

Ansys MSc Products
— Ansys Workbench Patran
— Ansys - LS Dyna Nastran
Dytran
Abaqus
— CAE LS-Dyna
— Standard
— Explicit Hyper mesh, ldeas, Unigraphics,

Pro-Mechanica, Adina, Cosmaos,
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Exemplo
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L GRUPO DE MECANICA DOS SOLIDOS W}
E IMPACTO EM ESTRUTURAS %

USP - BRASIL

S, Mises
(Avg: 75%)

+2.267e-01
+2.079e-01
+1.8908-01
+1.702¢-01
+1513e-01
+1.324e-01
+1.136e-01
+9.470e-02
+7.584e-02
+5.698e-02
+3.812e-02
+1.925e-02
+3.905e-04

L,

t=0 (s) t=0.03 (s) t=0.08 (s)

t=023 (s) t=027 (s)

t=0.40 (s) t=043 (s)

A Dynamic Finite Element Analysis of Human Foot Complex in the

Sagittal Plane during Level Walking

Zhihui Qian Lei Ren Yun Ding John R. Hutchinson Luquan Ren
November 11, 2013https://doi.org/10.1371/journal.pone.0079424

ﬁ

\

t=044 (s) =045 (s)
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(

ESTRUTURA DE UM PROGRAMA MEF
EQUACOES E MATRIZES
TRELICAS



Discretizacao unidimensional

Da Mecanica dos solidos elementar, uma barra
uniforme de comprimento L, area da secao transversal
A, e modulo de elasticidade E podem ser modeladas

como uma mola de rigidez keq

|A

Fr
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deslocamento

Forca externa
aplicada
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Forcas e deslocamentos nodais

Considere uma mola linear de rigidez k.
Supode-se que o0s deslocamentos em
suas extremidades, chamadas nos,
sejam u; e u, conhecidos como
deslocamentos nodais. Vamos
considerar que as forcas atuando nas
duas extremidades, chamadas forcas
nodais, sejam f; e f..

—
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Relacao Forca - deslocamento nodal

As forcas nodais e deslocamentos

nodais estao relacionados conforme as
equacoes.
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Matriz de rigidez do elemento

As relacdes anteriores podem ser
colocadas na forma matricial, ou seja:

u; Ui
fi - f
f,.:k(u,—uj) - -k —k|[u, _ f; i j_>
fJ:k(uJ_ul) |~k kY f/ k
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Matriz de rigidez do elemento

K= {1 —1}:@ { 1 —1} Matriz de rigidez

-1 1 L|-1 1 sempre simétrica
d_ uy| Vetor de Y g
— |u,| deslocamenios nodais - —
ou graus de liberdade do elemento fi f,
- —
i J
F — {fl} Vetor de forcas }
£ nodais
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Matriz de rigidez do elemento

Uma coluna | de K serd sempre multiplicada pelo valor de deslocamento da linha |
do vetor U (isto €, em um grau de liberdade).

Define-se a coluna da matriz K — K,;, por exemplo — como forgas correspondentes
a deslocamentos unitarios no grau de liberdade 1.

Portanto, K; € a for¢a necessaria no grau de liberdade j para deslocamento
unitario no grau de liberdade i.

FA| 1 1| A% ey
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Teorema de reciprocidade Betti-Maxwell

A dorno Pcito porter levado um soco no rosto

=23

dor no rosto por ter levado um chute no Pcito!

" O deslocamento do ponto k, provocado por uma forca unitaria aplicada no ponto i, € igual ao
deslocamento do ponto i, provocado por uma forca unitaria aplicada no ponto k, desde que
as direcOes das forcas e deslocamentos coincidam nos respectivos pontos”

g;i‘ _________ k ,.-” \_6

k1 -~ e Lk
& S & % f

-~ -
- -

u.
—

J
WW——
j
k

Portanto, as matrizes de Rigidez e Flexibilidade sao sempre simétricas.

q

>0

u;
]
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Singularidade da matriz de rigidez do elemento

A equacao Kd=F nao pode ser resolvida (i. €,
encontrar deslocamentos nodais) para um valor
arbitrario de F porque a matriz K é singular. K’I=??
Fisicamente, isso quer dizer que, em equilibrio
estatico, os deslocamentos nodais nao podem

U= ‘_»UZ
ser determinados unicamente por um par de p
forcas aplicadas nos noés. - o 2

Um dos nos deve ser fixo ou com deslocamento
prescrito e, dai, o deslocamento da outra
extremidade pode ser unicamente determinado.

Restringir alguns nds da estrutura significa aplicar condi¢coes de contorno.
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Solucao para um unico elemento

f.
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Reducao da matriz

Note que quando um deslocamento ou GL esta restrito e vale zero, linhas e
colunas de k associadas aquele deslocamento sao eliminadas e apenas o
restante da matriz é resolvida.

Linha

(fj
— I associada com
fj ui

Coluna
associada com
u.

/
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Varios elementos

Considere agora duas molas de rigidez diferente unidas uma a outra.
Os nds sao numerados globalmente como nés 1,2 e 3.

uij(l’z)- indice inferior refere-se ao numero local do n6, representado pelas
letras i e j, e o indice superior refere-se ao numero global do elemento

U, , 5 - indice inferior representa o numero global do no..
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Relacoes de continuidade

Quando dois elementos estao ligados, os nds nds de ligacao (final do primeiro
elemento e inicial do segundo) se tornam um sé e DEVEM ter o mesmo

deslocamento

deslocamento do no final do elemento 1 (n0 |) deve ser igual ao
deslocamento do no inicial do elemento 2 (i).
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Equilibrio de forcas

A soma das forcas nodais externas atuando em cada no devem ser iguais a soma
das forcas nodais de cada elemento, em todos o0s nos.

F, = fi(l)
F, :fj(l) +fi(2)
F3 :fj(z)

onde F1, F2, F3 sao forcas nodais externas numeradas globalmente.
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Equacoes de equilibrio globais

Quando continuidade e equilibrio de forcas sao impostos, as equacdes de
equilibrio global resultante sao,

_ Ky —ky 0 _ (U1\ (/'_1\
_kl k1+k2 —kz 9 Uz F= Fz e
0 —k; Ky ||Us3] F3)

Kd=F
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Matriz de rigidez global
(sempre simétrica)

0 K, K, |
Vetor de deslocamentos Uy
nodais global d=1u
(Y3 )
Vetor global de forcas F
nodais F=1m
f3 )

Os deslocamentos nodais globais sao também conhecidos como graus de
liberdade globais.
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Montagem da matriz de rigidez global

A matriz de rigidez global € montada através da uniao das
matrizes de rigidez de cada elemento, da seguinte forma:

Matriz de rigidez do

elemento 1 K, — 0
_ Kl
0
Os termos de rigidez das duas Matriz de rigidez do
matrizes se somam nos GL elemento 2

coincidentes
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Singularidade da matriz de rigidez global

e Como no caso da matriz de rigidez local do elemento a matriz de rigidez
global K é singular. Alguns nds da estrutura devem ser restritos (i.é,
deslocamento conhecido ou nulo) para tornar o problema estaticamente
determinado ou hiperestatico. Entao os GL restantes podem ser
determinados.

e Restringir alguns nos da estrutura significa aplicar condi¢coes de contorno.
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Condicao de contorno homogénia

_ A0

K, -k 0 Tul [A

-K, Ki+K, -K,|u,|=FK

0 - K, K, |us| |/

F, )= —K,U, Forga de reagdo desconhecida nond 1
:(K1+K2)U2_K2U3

Forcas nodais desconhecidas
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Condicao de contorno homogénia

__ Linha
associada

Fi-
-K Ki+K, =Ky || =|F” comy,
Fs

Coluna associada com u,

PORTANTO:
1. Para condicoes de contorno homogéneas delete as linhas e colunas

apropriadas da matriz de rigidez global e resolva o conjunto reduzido de
equacoes para os deslocamentos nodais desconhecidos.

2. Deslocamentos e forcas NAO PODEM ser conhecidos no mesmo nd. Se o
deslocamento é desconhecido, a forca naquele n6 € conhecida e vice-versa.

19 de Fevereiro de 2018 PMR5010 — Elementos Finitos em Sist. Multifisicos: Fundamentos



Condicao de contorno nao homogénea

U; = o, um valor conhecido diferente de zero

0
Kook o Tu] (A
-K, Ki+K, -K,|u,|=|F
0 - K, K, |us| |Fs

F, = K;;0 — K,Uu, Forca de reacdo desconhecida nono 1
= —K,0 + (Ky + Ky u, — K,us

Forcas nodais desconhecidas
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Condicao de contorno nao homogénea

K, - K, 0 ||y, F,
~K, K,+K, -K,|u,|=|F,
0 -K, K, |us| |F”

F1 — K115 — K1U2

F, = -K.6 + (K, + K, Ju, — K,us,
F, = —-K,u, + K, U,
PORTANTO:

F, — Ky0|= Kyu, + Kxus,
F=K,u, + KU

rlEZ o K115\ _KZZ K23_ KUZX
F3 K32 K33_

J -

Para condicoes de contorno nao homogéneas

1. Delete as linhas e colunas apropriadas da matriz de rigidez global e resolva o
conjunto reduzido de equacoes para os deslocamentos nodais desconhecidos.

2. Nao esqueca de modificar o lado direito da equacao!!!
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Exercicio exemplo

Calcule os deslocamentos nodais da estrutura abaixo:

K;=200 Kgf/mm
K,=100 Kgf/mm
K;=150 Kgf/mm
K,=300 Kgf/mm
K;=400 Kgf/mm
Ks=500 Kgf/mm

Fg=400 Kf
F-=300 Kdgf
F5,=500 Kdf

Exercicio adaptado de:

Elementos Finitos, A base da tecnologia
CAE

Avelino Alves Filho

52, Edic&o — Editora Erica
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Exercicio exemplo
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Reagao ~a -
A

Forgas
Aplicadas ™

<

Tl
O

o o e v

U

i
|
|

F
Reagdo -~ e

______

200

0

Ug =1,92084 mm

Ug =2,20442 mm

Up =1,63165 mm
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200 O 0 0 ] 3A§ (U, \/ Incognitas
—200¢ 750 250 -300 O 1B | iUg!
| i e
(250 850 —400! O | iCi<ilUcip
300 4001200} <500 | 1D} |{Up
0 0 -—s00 500 J iEi LU,
~ Usyst =
Fp =—384,168 kgf Reacdo em A Y
1.9208
Fe =—815,825 kgf Reagdo em E 2.2044
1.6317
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Exercicio exemplo

L GRUPO DE MECANICA DOS SOLIDOS W}
E IMPACTO EM ESTRUTURAS (Y

USP - BRASIL

»

%

|

384, 168 Kgf E 815,825 Kgf

PR

1,92 mm 220mm 1,63 mm
Fp+Fg+Fg+Fp+Fg=-384,168 + 400 + 300 + 500 - 815,825 = 0,007 ~Zero

Figura 2.12 — Estrutura Deformada.

Em fungao dos deslocamentos obtidos podemos observar que:
® A mola (1) estda TRACIONADA.
®  Como Be C tém AFASTAMENTO RELATIVO, as molas (2) e (3) estao TRACIONADAS.
®  Como Be D tém APROXIMACAO RELATIVA, a mola (4) estd comprimida.
® A mola (6) esta COMPRIMIDA.
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Sequéncia de passos sugerida no livro

1. No exemplo ja foi fornecido o modelo constituido de elementos de mola.
Defina 0s nds em comum para cada elemento;

2. Determine a matriz de rigidez de cada elemento;

3. Monte matriz de rigidez da estrutura e o vetor de forcas nodais;
4. Defina as condicoes de contorno e aplique a matriz de rigidez;
5. Determine os deslocamentos nodais
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Para voce treinar!

Vocé achou a solucao analitica para uma barra de
aluminio — L=300mm, com se¢ao variavel: A;=160mm? e
A .=80mm? e tracionada pela for¢a P=450 N. Calcule os
deslocamentos da barra por analise matricial.

| 450 N

) e L .|
I100 mm | 100 mm | 100 mm !

Je

A,=80 mm?
R = 5,05mm
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Para voce treinar!

A secao transversal de cada barra pode ser obtida assumindo-se a média
de cada segmento,

Ap= 160 mm? A, = 80 mm?

A1=1 AR+(AR—(AR_A’)H=147mm2 /
2 3

< ‘I: :I: :I
" 00mm ' 100mm ! 100 mm |
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Para voce treinar!

e Arigidez equivalente de cada barra é dada por k. = % /mm.
k, = 147x72000 _ 4 55640N/mm
100
- 120x72000 _ 86400 N/mm
100
k, = 23X72000 _ ge960N/mm
100

u u
—’3 >4
° /\/\/\/\/ P ‘\/\/\/\,—0—)
2 3 4 450 N

k,=105840 N/mm k,=86400 N/mm k;=66960 N/mm
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Solucao para um unico elemento

Reducao da matriz de rigidez,
Condicao de contorno homogénea

Forca associada

up =0, com o GL
restrito (forca de
) L reacao)
— I A A Ly fpi_
Y K, +K; —K;|Uu; Fs
_ 0 N3 K3 JLUa _F4_

0=\K. +K, Ju, —K,u

Linha e coluna (K, +K i, Ko

associada a v 0=—K,u, + (K, + Ky Ju, —Kyu,
450 =—K,u, +K,u,
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Solucao para um unico elemento

U, 10,94482 0,94482 0,94482]( 0 | (0,00425
Ju, b =10"°/0,94482 2,10223 2,10223|{ 0 | =10,00946
0,94482 2,10223 3,60000/|450] |0,01618

N\

x=0 u=0 (condicio de contorno do problema...)
x=100 u=0,00425 mm
x=200 u=0,00946 mm
x=300 u=0,01618 mm

AINDA, se utilizarmos a linha da matriz de rigidez que foi retirada, e
multiplicarmos pelo vetor deslocamentos, agora conhecido,

0 )
0,004252
0,009460
0,016180

[105840 -105840 0 O} . = {Reacdo de apoio} = -450N

Obviamente... reacao de apoio vale - 450 N!
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Solucdo para um uUnico elemento ol

E IMPACTO EM ESTRUTURAS
USP - BRASIL

Comparacéo com resultados exatos

0,018 +

0,016 - - gnalitico

0,014 - & numérico

0,012 -

0,01 -

u[fmm]

0,008 -
0,006 -
0,004 -

0,002 -

O T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300

x[mm]

Nesse caso, os resultados produzidos pelo MEF séo exatos, porém,
discretos.
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Para voceé treinar em casa!

1. Na estrutura montada abaixo, os blocos

rigidos estao unidos a molas lineares.

Imagine que sao somente permitidos
deslocamentos horizontais. Escreva as —_—
equacoes de equilibrio global Kd=F depois
de aplicar as condicoes de contorno em
deslocamentos em termos de: rigidez das
molas k, graus de liberdade, u, e forgas
aplicadas, F..
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Para voceé treinar em casa!

2. Uma forca F=2N é aplicada ao

sistema ao lado. Determine B, =100 Nfmm* =) 05 Njmm?
A; =2 mm? 2
os deslocamentos x, e X, do ' A, =0.5 mm2
sistema. F
ﬁ

t
L,=10 L2:4
|

3. Seja um conjunto de trés elementos |

de barra sujeitos a uma forca externa F

em uma extremidade e fixo a uma

parede na outra. O movimento esta _
restrito a uma dimenséao (x). Determine o

_ Parede
deslocamento do elemento rigido A, as
forcas nos elementos 1,2 e 3 e asforcas F K,
de reacao na parede. Admita K,=50 —>
N/cm, K,=30 N/cm, K;=70 N/cm e F=50
N/cm.
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