MAP2310 - Métodos Numéricos em Equagoes Diferenciais 1
12 Semestre de 2018 - Prof. Nelson Kuhl

12 Lista de Exercicios

Exercicio 1 Faga os exercicios 1-3 e 7-15 da Secao 2.4 do livro FEquagées
Diferencais Aplicadas, de Djairo Guedes de Figueiredo e Aloisio Ferreira Neves.

Exercicio 2 Considere o problema de valor inicial
dy
dx - y7

Obtenha as expressoes das aproximagoes sucessivas de Picard para este pro-
blema, comegando-se com g (z) = 1.

y(0) = 1.

Exercicio 3 Em cada um dos casos abaixo, encontre ou demonstre que nao
existe uma constante de Lipschitz nos dominios indicados

a) flz,y) =zlyl, |z] <a,y €R

b) f(z,y) =y*/3, yl <1

¢ flz,y) =1/y, 1<y <o

d) f(z,y) = (yiv2, © + y3,93), lx] < a, [y <b

Exercicio 4 Demonstre o Lema de Gronwall: Sejam u e v fung¢oes continuas
ndo negativas em [a,b] tais que, para o > 0, satisfazem a desigualdade

T
u(z) < a Jr/ v(s)u(s)ds, x € [a,bl.
a
FEntao, ‘
u(z) < aela )45,
Em particular, se « =0, entao u = 0.
Exercicio 5 Use o Lema de Gronwall para demonstrar os seguintes teoremas:

a) (Solugao global). Suponhamos que Q2 seja a faiza {(z,y) : a < x < b} e que
f:Q — R seja uma fungao continua. Suponhamos que a derivada parcial
fy : Q@ = R seja continua e limitada. Entdo, para cada (x0,y0) € 2, existe
uma tdnica fungao diferencidvel ¢ : (a,b) — Q que € solug¢do do problema
de valor inicial y' = f(x,y), y(xo) = yo.

b) (Dependéncia continua). Sob as hipdteses do teorema de existéncia e
unicidade, sejam ¢1 e o solugoes de y' = f(x,y) definidas em [xo,x1].
Entao, existe K > 0 tal que

|61 () — 62 ()| < |61 (x0) — p2(wp)[e ")

para todo x € [xg,x1].



Exercicio 6 Suponha que {z,}, n > 0, é uma seqiiéncia de nimeros nao
negativos satisfazendo a desigualdade

xn-‘rlg(l'i‘A)xn""Ba nZO
onde A e B sdo constantes positivas. Prove que

(14+A)"—1

T < (14 A)"x0 + 1 B, n>1.
Exercicio 7 O problema de valor inicial 2’ = —2z + 1¢? — +£3 — 3t*, 2(0) = 1
- . _ 1 _ 1y, 142% 1.4 ’
tem a solugdo exata (verifique!) o(t) = g — 7t + 3t° — 5t*. Use o método de
Euler com passos h = 27P, p = 1,2,...,8 para aproximar ¢(1). Verifique que

~ . 1, . T 1,h .
nao apenas limy_.q % existe, mas também limy,_,q e(h; ) parece existir. Isto

contradiz a teoria?

Exercicio 8 Responda as seguintes questoes relativas ao método de Heun
a) Prove que o método tem ordem de consisténcia 2.

b) Mostre que se f é Lipschitziana, entdo ® também é. Obtenha a constante
de Lipscitz para ® em termos da constante de f.

¢) Verifique numericamente a ordem de convergéncia do método calculando
aproximagoes para a solucio do problema 2’ = —2tx?, 2(0) = 1 no in-
tervalo [0,1] usando h = 0.1, 0.05 e 0.025, comparando os erros entre a
solugao exata e as aproximagoes nas respectivas malhas.

Exercicio 9 Que condicoes devem satisfazer os parametros a, ¢; e co do método
Runge-Kutta de dois estagios

ki = f(tj,m;)
ky = f(t; + ah,n; + ahk)
nj+1 = nj + h(ciki + c2ks)

para garantir que ele tenha ordem 27 Verifique que os pardametros dos métodos
do ponto médio e de Heun satisfazem estas condigoes.

Exercicio 10

a) Partindo de 1y = 0.5 no instante tg = 0, use o método de Heun com
h = 0.2 para obter a aproximacao em t; = 0.2 da solucao do problema
2=z —t2+1, 2(0) = 0.5.

b) Consisdere o sistema
=y, y=—x+0.1z3

Partindo de z(0) = 2 e y(0) = 0.5, use o método do ponto médio para
avancar um passo no tempo com h = 0.02.



