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Parametrização Linear

Propriedade de robôs manipuladores

τ = M(q)q̈ + V (q, q̇) + G (q) = Y (q, q̇, q̈)θ

sendo θ o vetor de parâmetros do manipulador e Y (q, q̇, q̈) a matriz
de regressão.

Exemplo: manipulador planar dois elos

Elementos de M(q)

M11(q) = m1a
2
c1 + m2(a2

1 + a2
c2 + 2a1ac2cos(q2)) + I1 + I2

M12(q) = M21(q) = m2(a2
c2 + a1ac2cos(q2)) + I2

M22(q) = m2a
2
c2 + I2
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Parametrização Linear

Vetor dos torques de Coriolis e centŕıpetos

V (q, q̇) =

[
−2m2a1ac2sen(q2)q̇1q̇2 + m2a1ac2sen(q2)q̇2

2

m2a1ac2sen(q2)q̇2
1

]
Vetor dos torques não inerciais

G (q) =

[
(m1gac1 + m2ga1)cos(q1) + m2gac2cos(q1 + q2)

m2gac2cos(q1 + q2)

]
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Parametrização Linear

Definindo: θ = [m1 m2 I1 I2]T

Matriz de regressão

Y (q, q̇, q̈) =

[
y11 y12 q̈1 q̈1 + q̈2

0 y22 0 q̈1 + q̈2

]
y11 = a2

c1q̈1 + gac1cos(q1)

y12 = (a2
1 + a2

c2 + 2a1ac2cos(q2))q̈1 + (a2
c2 + a1ac2cos(q2))q̈2

− a1ac2sen(q2)(2q̇1q̇2 + q̇2
2) + ga1cos(q1) + gac2cos(q1 + q2))

y22 = (a2
c2 + a1ac2cos(q2))q̈1 + a2

c2q̈2 + a1ac2sen(q2)q̇2
1 + gac2cos(q1 + q2))
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Parametrização Linear

Forma mais geral

M(q)̈r + C (q, q̇)ṙ + G (q) = Y (q, q̇, ṙ, r̈)θ
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Torque Calculado + PD

τ = M̂(q)(q̈d + Kv ė + Kpe) + Ĉ (q, q̇)q̇ + F̂ (q̇) + Ĝ (q)

Valores estimados dos parâmetros são mantidos fixos

Controle adaptativo: valores estimados dos parâmetros variam com
o tempo

Pode-se reescrever

τ = M̂(q)(ë + Kv ė + Kpe) + M̂(q)q̈ + Ĉ (q, q̇)q̇ + F̂ (q̇) + Ĝ (q)

τ = M̂(q)(ë + Kv ė + Kpe) + Y (q, q̇, q̈)θ̂
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Considerando: τ = Y (q, q̇, q̈)θ

Equação do erro:

ë + Kv ė + Kpe = M̂−1(q)Y (q, q̇, q̈)θ̃

sendo θ̃ = θ − θ̂

Epaço de estados: x = [e ė]T

ẋ =

[
ė
ë

]
=

[
0 I
−Kp −Kv

]
x +

[
0
I

]
M̂−1(q)Y (q, q̇, q̈)θ̃
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Funçao de Lyapunov

V = xTPx + θ̃TΓ−1θ̃

P ⇒ Matriz simétrica definida positiva

Γ⇒ Matriz diagonal definida positiva

V̇ = xTP ẋ + ẋTPx + 2θ̃TΓ−1 ˙̃θ

V̇ =xTP(Ax + BM̂−1(q)Y (·)θ̃)

+(Ax + BM̂−1(q)Y (·)θ̃)TPx + 2θ̃TΓ−1 ˙̃θ
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Manipulando

V̇ =− xTQx + 2θ̃T (Γ−1 ˙̃θ + Y T (·)M̂−1(q)BTPx)

Q ⇒ Matriz simétrica definida positiva que satisfaz a equação de
Lyapunov:

ATP + PA = −Q

Definindo:

˙̃θ = −ΓY T (·)M̂−1(q)BTPx

Então

V̇ =− xTQx
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Parâmetro θ é constante

Lembrando: θ̃ = θ − θ̂

Lei de adaptação:

˙̂
θ = ΓY T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx

x é assintoticamente estável

θ̃ limitado se M̂−1(q) existe
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Controle Adaptativo baseado no Torque Calculado

Resumo

Lei de controle:

τ = M̂(q)(q̈d + Kv ė + Kpe) + Ĉ (q, q̇)q̇ + F̂ (q̇) + Ĝ (q)

Lei de adaptação:

˙̂θ = ΓY T (q, q̇, q̈)M̂−1(q)BTPx

Equação de Lyapunov:

ATP + PA = −Q
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Controle Adaptativo relacionado à Matriz de Inércia

Define-se
r = Λe + ė

Equação dinâmica:

τ = −M(q)ṙ − C (q, q̇)r + Y (·)θ

sendo

Y (·)θ = M(q)(q̈d + Λė) + C (q, q̇)(q̇d + Λe) + F (q̇) + G (q)
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Controle Adaptativo relacionado à Matriz de Inércia

Função de Lyapunov

V =
1

2
rTM(q)r +

1

2
θ̃TΓ−1θ̃

Derivando

V̇ = rTM(q)ṙ +
1

2
rT Ṁ(q)r + θ̃TΓ−1 ˙̃θ

Substituindo M(q)ṙ

V̇ = rT (Y (·)θ − τ) + rT
(

1

2
Ṁ(q)− C (q, q̇)

)
r + θ̃TΓ−1 ˙̃θ

V̇ = rT (Y (·)θ − τ) + θ̃TΓ−1 ˙̃θ
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Controle Adaptativo relacionado à Matriz de Inércia

Selecionando
τ = Y (·)θ̂ + Kv r

Temos
V̇ = −rTKv r + θ̃T (Γ−1 ˙̃θ + Y T (·)r)

Selecionando
˙̂θ = − ˙̃θ = ΓY T (·)r

Temos
V̇ = −rTKv r
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Controle Adaptativo relacionado à Matriz de Inércia

Resumo:

Lei de controle:
τ = Y (·)θ̂ + KvΛe + Kv ė

Lei de adaptação:
˙̂
θ = ΓY T (·)(Λe + ė)

sendo

Y (·)θ̂ = M̂(q)(q̈d + Λė) + Ĉ (q, q̇)(q̇d + Λe) + F̂ (q̇) + Ĝ (q)
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Controle Adaptativo relacionado à Matriz de Inércia

UARM II

θ =



m1l
2
c1

m2l
2
1

m2l1lc2

m3l
2
1

m3l
2
c3

m3l1lc3

I1
I3


Y (q, q̇, y1, y2)

y1 = q̈d + Λė

y2 = q̇d + Λe
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Tarefa - Entrega na Próxima Aula

Implementar o primeiro método no simulador do UARM II
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