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1. Por que usar fasores?

A notacdo fasorial simplifica a resolu¢do de problemas envolvendo fun¢des senoidais no
tempo.

2. O que ¢ um fasor?
Um fasor é um nimero complexo que representa a magnitude e a fase de uma senoide.
3. Quem inventou fasores?

O wuso de numeros complexos para resolver
problemas em circuitos de corrente alternada foi
apresentado pela primeira vez por Charles Proteus
Steinmetz em um artigo de 1893. Ele nasceu em
Breslau, na Alemanha, filho de um ferroviario.
Tornou-se um génio da ciéncia apesar de ser um
deficiente fisico de nascenca e ter perdido a mde com
apenas 1 ano de idade. Assim como seus trabalhos
sobre as leis da histerese atrairam a atencdo da
comunidade cientifica, suas atividades politicas na
Universidade de Breslau atrairam a policia politica.
Foi for¢cado a fugir da Alemanha sem conseguir
concluir seu trabalho de doutorado. Trabalhou
em indmeras pesquisas nos Estados Unidos, = _ : %'1\& /
principalmente na General Electric Company. AGE : :
havia sido fundada por Thomas Edison, que a dirigiu  Fig. 1.1 Charles Proteus Steinmetz.
entre 1876 a 1892. O periodo de 1892 a 1923

ficou conhecido como sendo a Era Steinmetz, por razdes OGbvias. Seu “paper”
sobre numeros complexos revolucionou a andlise de circuitos AC apesar de
terem dito (naquela época) que ninguém, exceto Steinmetz, entendia o método.

4. Como se escreve um fasor?

Esta pergunta deve ser decomposta em vdrias etapas...
a. Escreva y(¢) no dominio do tempo como sendo uma fungio cossenoidal com uma fase
determinada. Por exemplo:

y(t) =Y, cos(wt+o) (1.1)
Onde: Y,, € aamplitude da onda cossenoidal (sempre >0)
¢ ¢ afase da onda cossenoidal [rd]

o ¢ afrequéncia angular da onda cossenoidal [rd/s]

b. A férmula de Euler estabelece que:
e/P = cos(B) + sin(B) 1.2)

€ consequentemente temos:
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cos(B) = Re[e’? ] (1.3)

c. Aplicando a Eq. (1.3) em (1.1) resulta:
y(t) =Y, cos(ot+9) :Re[YMej(“”“P)] :Re[YMej“”em] (1.4)

d. O fasor ¥ é dado por:
V=Y,°=Y,Lo (1.5)

e. Fasores nio giram! Isto porque o termo e/®’ da Eq. 1.4 é considerado 2 parte.
f. A representacdo do fasor Y adotada na Eq. (1.5) € denominada polar. Entretanto seria
perfeitamente aceitdvel uma representacdo usando nimeros complexos:

Y= YM(COS(p +jsing) (1.6)
5. Representacao grafica de um fasor

A representacio grafica do fasor Y indicado na Eq. (1.5) estd dada na Fig. 1.2

¢

Fig. 1.2 Representagao
grafica do fasor Y.

6. Qual a fase de um fasor?

N3ao existe uma tnica resposta a esta pergunta. Como o tempo € relativo (mais que isto, “tudo
érelativo...” e 0 “big-bang” ocorreu hd muito tempo atras...) € necessdrio arbitrar um instante
inicial para definir a fase do fasor Y. Esta origem dos tempos deve ser a mesma para todos
os fasores de um mesmo problema. Como regra pratica adota-se um dos fasores como
referéncia. Ou seja, este fasor especifico tem fase nula. Os outros fasores podem estar

29 ¢

“adiantados”, “atrasados” ou “em fase” em relacdo a referéncia de fase estabelecida.
7. Um exemplo de fasor?

Considere uma corrente:
i(t) =SSin(100t+2n/3) 1.7)

Reescreva esta mesma corrente como sendo uma funcao cossenoidal.
i(t) =5cos(100¢ + /6) (1.8)
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10.

Reescreva como sendo a parte real de um nimero complexo:

i(t) :Re[S ej(100t+n/6)] _ SRe[ej(100t+n/6)] (1.9)
Para simplificar a notagdo podemos deixar de escrever a funcao Re| ... |:
i(t) -5 ej(100t+7r/6) = § /1001 5jml6 (1.10)
Ignore o termo e/!%’:
[=5e/™° (1.11)
E finalmente:
I=5/nl6 (1.12)

Ou seja, o fasor / possui amplitude (ou magnitude, ou médulo) 5 e fase /6.
Como transformar de uma notacio fasorial para uma func¢io temporal?

Considere um fasor:
Y=Y,e° (1.13)

Recoloque o termo e /®’ . Nesta etapa existe uma informagdo absolutamente necessdria:
quanto vale ® ? Se ndo soubermos a frequéncia angular ® o problema ndo tem solucdo.

¥ () = Re[ v, e/ el (1.14)
Agrupando-se os expoentes temos:

¥ (1) = Re| ¥, e/ 9] (1.15)
E finalmente:

y(t) =Y, cos(wt +¢) (1.16)

Por que usar fasores?

A notacgdo fasorial simplifica a resolucdo de problemas envolvendo fung¢des senoidais no
tempo (isto ja havia sido falado na pergunta #1). Ao utilizar notacao fasorial torna-se possivel
transformar as equacgdes diferenciais que representam um circuito elétrico em equagdes
algébricas. Resolver equagdes algébricas € muito mais simples do que resolver equacdes
diferenciais. A seguir iremos considerar os elementos passivos do tipo resistor, indutor e
capacitor.

Resistores

A equagdo béasica no dominio do tempo € dada pela Lei de Ohm:
v(t) =Ri(t) 1.17)

Considere que a tensdo v(¢) é dada por:
v(t) =V, cos(or + ¢) (1.18)

que pode ser reescrito como:
v(t) = Re[V, e/ el?] (1.19)

A corrente também serd dada por uma funcio cossenoidal que possui uma fase 3. Portanto:
i(t)=1,cos(wt +p) (1.20)
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e também:
i(t) = Re{IMej“” ejﬁ}

Agrupando as Egs. (1.17), (1.19) e (1.21) teremos:
Re{VMej‘”’ej‘P}:R Re{IMej“”ejB}

que pode ser simplificada eliminando-se a fun¢do “real” dos dois lados:
V, e el =R I, e e

Os dois lados podem ser divididos por e’/®’resultando:
V,e®=R1,e"

Em termos fasoriais temos:

V=RI
onde: If: Vil o
[=1,/p

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)

(1.25)

No caso de resistores as fases ¢ e [ sdo iguais bastando comparar as Egs. (1.19) e (1.20). Ou
seja, a tensdo v(¢)estd em fase com a corrente i(¢). Observe a Fig. 1.3 abaixo e o diagrama

fasorial correspondente na Fig. 1.4.
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Fig. 1.3 Relacdo temporal entre corrente e tensdo em resistor ideal.

Fig. 1.4 Diagrama fasorial para um
elemento resistivo.
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11. Indutores

A equacdo diferencial bdsica para um indutor ideal é:

v(¢) = i)

7 (1.26)
Considere que a tensdo v(¢)é dada por:
v(t) =V, cos(or + ¢) (1.27)
que pode ser reescrito como:
v(1) = Re|V, e/ el?] (1.28)
A corrente também serd dada por uma funcao cossenoidal que possui uma fase 3. Portanto:
i(t)=1,cos(wt +p) (1.29)
e também:
i(r) = Re[ 1, e/ e/ | (1.30)

Agrupando as Egs. (1.26), (1.28) e (1.30) teremos:
dRe{IMej“”eﬂ
dt

Re|V, el e =1L -joL Re|l, e/ e/"] (1.31)

que pode ser simplificada eliminando-se a fung¢do “real” dos dois lados:

Vv, el el =joL I, e/ &P (1.32)
Os dois lados podem ser divididos por e’/®'resultando:
v, e =joL I, e (1.33)
Em termos fasoriais temos:
V=joLl (1.34)
onde: If: Vil o
I=1,/p

A partir da Eq. 1.33 podemos escrever:
V,e?=joL I,e* =oLl, e P =oLl, e/t (1.35)

¢ portanto:
v, e =oLl, e (1.36)

Conclui-se da Eq. 1.36 que:
¢ =p+90° (1.37)

Neste caso as fases da tensdo e corrente sao diferentes! A tensdo esta adiantada de 90° em
relacdo a corrente. Observe a Fig. 1.5 abaixo e o diagrama fasorial correspondente na Fig.
1.6.
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Fig. 1.5 Relacdo temporal entre corrente e tensao em indutor ideal.
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Fig. 1.6 Diagrama fasorial para um
elemento indutivo.

12. Capacitores

A equacdo diferencial bdsica para um capacitor ideal é:
i(f)=C d[v(t)]

P (1.38)
Considere que a tensdo v(¢)é dada por:
v(t) =V, cos(wt +¢) (1.39)
que pode ser reescrito como:
v(t) = Re[V, e/ el?] (1.40)
A corrente também serd dada por uma func¢ao cossenoidal que possui uma fase 3. Portanto:
i(t) =1, cos(wt + ) (1.41)
e também:
i(r) = Re[ 1, e/ e/ | (1.42)
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Agrupando as Egs. (1.38), (1.40) e (1.42) teremos:
a’Re{VMej"”ej‘p

dt

Re[[Mej‘”’ejﬁ]:C =joC Re[VMej"”ef‘P}

que pode ser simplificada eliminando-se a fun¢do “real” dos dois lados:
1,/ e =joC V, e/ el®

Os dois lados podem ser divididos por e/®’ resultando:
1,e*=joC V, e

Em termos fasoriais temos:

f=jcoCI7
e também:
p-_L g
joC
onde: If:VMZ(p
I:IMZ B

A partir da Eq. 1.46 podemos escrever:
I, =joC V, e =aCV,e™ e/ =0CV,e)

¢ portanto:

ip _ (@ +90°
IMefﬁf(DCVMef(q’ )

e finalmente:
(o0 1 ‘
VMe/(‘p 90°) - 1,e"
oC

Conclui-se da Eq. 1.50 que:
¢+90° =

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)

(1.51)

Neste caso as fases da tensdo e corrente sdo diferentes! A tensdo estd atrasada de 90°em
relac@o a corrente. Observe a Fig. 1.7 abaixo e o diagrama fasorial correspondente na Fig.

1.8.
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Fig. 1.7 Relacdo temporal entre corrente e tensao em capacitor ideal.
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Fig. 1.8 Diagrama fasorial para um
elemento capacitivo.

13. Impedéancia

Convém comparar as relacdes fasoriais obtidas para os elementos resistivos, indutivos
e capacitivos. As equagdes estdo repetidas a seguir para facilitar tal comparacao:

V=RI (1.52)
V=joLl (1.53)
p-L i 1.54

joC (1.54)

odemos generalizar definindo uma impedancia Z que € dada pela relacdo entre os fasores V'

e I:

Z= (1.55)

N)lﬁ)

Notar que a impedancia NAO ¢ um fasor. Trata-se de um numero complexo que

relaciona um fasor de tensdao V' com um fasor de corrente / .
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14. Admitancia

De forma andloga ao que foi feito no item 13, podemos definir uma admitincia dada pela
relagdo:

Y= (1.56)

< |~

Notar que a admitancia também NAO é um fasor. Trata-se de um nimero complexo que
relaciona um fasor de corrente / com um fasor de tensdo V. Fica evidente a partir das Egs.
(1.55) e (1.56) que:

Y= 1.57)

1
Z
15. Associacoes de elementos passivos

As associacdes entre elementos passivos podem ser estudadas através de impedancias
ou admitincias, conforme a conveniéncia.

Estudo das associacoes de elementos passivos através de impedancias
Considere duas impedancias Z, e Z,. Impedéncias em série serdo simplesmente somadas:

Lo =41 2y (1.58)

lembrando que se trata da soma de dois niimeros complexos! Para impedancias em paralelo
teremos:

Z o = —— (1.59)

Estudo das associacoes de elementos passivos através de admitincias
Considere duas admitancias Y, e Y,. Para admitincias em série teremos:
Y,.Y,

y, =_1"2
Total Yl + Y2 (1.60)

Elementos em paralelo terdo suas admitancias somadas:
Y = Y1715 1.61)

16. Soma de fasores

Considere duas tensdes representadas pelos fasores 171 e 172. Qual é a soma destes fasores?
A operagdo pode ser realizada graficamente tal como mostra a Fig. 1.9:

Fig. 1.9 Soma de dois fasores.
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A soma de fasores também pode ser realizada usando coordenadas retangulares. Temos:

A

V)=V (cosg, +jsing, ) (1.62)
Vy=Vip(coso, +jsing, ) (1.63)
V toral = (VMI cos @, +V,,,cos (Pz) *J (VMI sing, +V),,sin (Pz) (1.64)

Observando-se a Fig. 1.9 nota-se que a soma de um fasor também € um fasor! Uma
generalizacdo imediata é que um nimero qualquer de fasores podem ser somados, sempre
resultando um fasor. Lembrar também que sé € possivel somar fasores de mesma frequéncia!

17. Sistema trifasico

Fasores podem ser usados para representar um sistema de tensdes trifasico. No caso da Fig.

1.10 temos:

® um sistema trifasico (trés tensodes), denominadas de tensoes de fase;
® cquilibrado (as tensdes possuem a mesma magnitude);

® a defasagem entre as tensdes é de 120 graus;

® asequéncia de fases é RST ou positiva;

~

\2
—>
N .
Y

Fig. 1.10 Sistema de tensdes trifésico,
com ligagdo estrela.

Na Fig. 1.10 o tipo de ligacdo indicado € estrela, onde os trés fasores possuem um ponto
comum, denominado neutro (N).
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Fig. 1.11 Sistema de tensdes trifésico,
com ligagdo delta.

Na Fig. 1.11 também temos 3 tensdes, denominadas de tensdes de linha, defasadas de 120
graus:

G=V-V, (1.65)

No Brasil, os médulos das tensdes de linha normalmente valem 220 VRMS. Isto significa
que os fasores correspondentes serdo:

Vs = (220y2) £ +30°=311.1 £ +30°

Ve =(22042) £-90°=311.1 £ -90° (1.66)
Ve =(22042) £ -210°=311.1 £ -210°

Um cdlculo simples € capaz de mostrar que as tensdes de fase correspondentes sdo:
Ve=179.6 £0°

Ve=179.6 £-120° (1.67)
V,=179.6 £-240°

correspondendo a tensdes de fase de 127 VRMS. Este cdlculo estd baseado na seguinte
relagdo:

VLinha
Fase (1.68)
3
Numericamente resulta:
220
V., = =127 [VRMS} (1.69)

Fase E
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18. Como aparece o “coeficiente magico” \/§

A dedugdo mais simples para o coeficiente /3pode ser dada através de uma andlise
geométrica, tomando-se como base a Fig. 1.12. Tal figura deriva da Fig. 1.11 apresentada
anteriormente

Fig. 1.12 Figura derivada da Fig. 1.11
para deduzir o “coeficiente magico”y/3
(Etapa 1).

Considerando-se que os fasores VR e VS possuem amplitude unitéria resulta a Fig. 1.13:

A N, C

B
Fig. 1.13 Figura derivada da Fig. 1.12
utilizada para deduzir o “coeficiente
magico”/3 (Etapa 2).

O segmento AN possui amplitude:  cos(60°)
O segmento AB possui amplitude: ~ sin(60°)= / 2
O segmento AC possui amplitude: AN +NC 3 / 2

Por Pitagoras conclui-se que:
TR R ERCEI

19. Poténcia ativa para um resistor ideal

Apesar do tema original desta apostila ser fasores iremos aproveitar a ocasido para discutir
alguns conceitos relacionados a poténcia ativa, repetindo-se a condi¢@o de carga resistiva que
havia sido apresentada na Fig. 1.3.
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Fig. 1.14 Relagdo temporal entre corrente e tensdo em resistor ideal.
Se multiplicarmos os valores instantaneos de tensdo e corrente resulta uma poténcia
instantanea p(¢)onde:

p(t) =v(t)xi(t) 1.71)

mostrada na Fig. 1.15
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Fig. 1.15 Poténcia instantanea em um resistor ideal tomando-se como base
a Fig. 1.14. O valor médio da poténcia calculado é de 0.25 [W].
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Nota-se na Fig. 1.15 que:

® a poténcia instantinea € pulsante;
® existem instantes nos quais a poténcia instantanea chega a se anular (quando cos(2w?)=-1);
® a pulsacdo de poténcia ocorre com periodicidade de 180° (2w );
® a poténcia possui um valor médio ndo nulo (neste caso, 0.25 [W]).
A questdo que se coloca é: “como € que se calcula o valor médio da poténcia?”
Temos, no caso geral:
v(t) =V, cos(of +¢)
SN (1.72)
i(t) =1, cos(wt + @)
Como a corrente e tensao estdo em fase podemos adotar uma “nova origem” para a fase,
resultando:
v(t) =V, cos(wi)
i(t) =IMcos((ot) (1.73)
Agrupando-se as Eqgs. (1.71) e (1.73) temos:
p(t) =V, cos(wt)x1, cos(or) (1.74)
da qual se deduz:
Vi ly
p(2) :T[l +cos(2mt)] (1.75)
Ou seja, foram confirmadas as conclusodes de que:
® a poténcia instantinea € pulsante;

® existem instantes nos quais a poténcia instantanea chega a se anular (quando cos(2w?)=-1);
® a pulsacdo de poténcia ocorre com periodicidade de 2w .

Para o exemplo numérico das Figs. 1.14 e 1.15 temos:
Vy=1[V]
1,,=0.5[A]

resultando a poténcia média P, = 0.25 [W]

20. Poténcia ativa para um indutor ideal
E se a carga fosse uma indutancia ideal ?

A tensdo e corrente neste caso estdo apresentadas na Fig. 1.16 e a poténcia ativa instantanea
¢ dada na Fig. 1.17.
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Fig. 1.16 Relagdo temporal entre corrente e tensdo em indutor ideal.
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Fig. 1.17 Poténcia instantanea em um indutor ideal tomando-se como base
a Fig. 1.16. O valor médio da poténcia é nulo.

Nota-se na Fig. 1.17 que:
a poténcia instantanea € pulsante;

a pulsacdo de poténcia ocorre com periodicidade de 180° (2w );
a poténcia possui um valor médio nulo.
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21. Poténcia ativa para um capacitor ideal

E se a carga fosse um capacitor ideal ?
A tensdo e corrente neste caso estdo apresentadas na Fig. 1.18 e a poténcia ativa instantanea
¢ dada na Fig. 1.19.
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Fig. 1.18 Relagdo temporal entre corrente e tens@o em capacitor ideal.
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Fig. 1.19 Poténcia instantanea em um capacitor ideal tomando-se como
base a Fig. 1.18. O valor médio da poténcia € nulo.
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22.

23.

Nota-se na Fig. 1.19 que:

a poténcia instantanea € pulsante;
a pulsacdo de poténcia ocorre com periodicidade de 180° (2w );
a poténcia possui um valor médio nulo.

Como é que a poténcia média pode ter valor nulo se existe corrente e tensiao?

Vamos retornar a pergunta: “como € que se calcula o valor médio da poténcia?”
Temos, no caso geral (para qualquer tipo de carga):

v(t) =V, cos(wi)

i(t)= IMcos((ot - @)

(1.76)

Neste caso existe uma defasagem @entre a tensdo e a corrente. Esta defasagem pode ser, no
caso geral, tanto positiva quanto negativa. Calculamos:

p(t) =V, cos(wt)x I, cos(ot - @)

da qual se deduz:

VoI VoI
p(1)=

M M M M

cos(@)[1 + cos(2m¢)] + sin(@) sen(2w¢)

podemos escrever também:
p(t)=P[1 +cos(2wt)] + Osen(2wt)

onde os valores de P (Poténcia ativa) e Q (Poténcia reativa) sdo dados por:
V. 1
P = Mz Y cos( )

A poténcia ativa instantanea possui portanto 3 termos (ver Eq. 1.79):
um valor médio nao nulo P dado pela Eq. (1.80), que € a poténcia média;
um valor pulsante, com valor médio nulo e periodicidade 2®, com amplitude P ;

um valor pulsante, com valor médio nulo e periodicidade 2®, com amplitude Q.

No caso do capacitor ideal temos @=-90°, resultando em P=0.
No caso do indutor ideal temos @ = +90°, resultando em P=0.

O termo cos(¢) é denominado de “fator de poténcia”.
Mais definicoes (isto nio vai terminar nunca???)
A partir das Egs. 1.80 e 1.81 € usual definirmos uma poténcia aparente S:

VieIu

S=4yP2+Q?%=
Q 2

e consequentemente:
P =S cos(¢)

0= Ssin((p)

171722
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24. Reescrevendo as equacoes utilizando valores eficazes (isto nao vai terminar nunca???)

Reescrevendo-se a Eq. 1.76 em termos de tensdo eficaz e corrente eficaz resulta:
v(t) =V, cos(t) =2 Vs cos(wt)

1.85

i(t) =1, cos(ot - @) =21, cos(wt - @) (185)
O = Vs Lass sin( @) (1.86)

P = VRMS]RMS COS((P) (1.87)

S = Virss Louss (1.88)

25. Exemplo: calculo de poténcia em circuito RL

Considere um circuito do tipo resistor mais indutor colocados em série. A tensao e corrente
para este caso sdo:
v(t)=1cos(wt)
i(t)=0.5cos(mt + 30) (1.89)

A Fig. 1.20 ilustra esta situacao:

LA L s S S S S S S B B S S S S B S s S S B S S S S B S S S S R S

1}
0.8
o6
0.4

0.2}

0 50 100

150

P
200
ot [graus]

250

300

350 400

Fig. 1.20 Relagdo temporal entre corrente e tens@o para circuito RL.

A poténcia instantanea estd mostrada na Fig. 1.21 a seguir, notando-se:

® cxiste uma poténcia média ndo nula, cujo valor é de 0.217 [W];

® ecxiste uma pulsacdo de poténcia com periodicidade 2 ;

® cxistem breves periodos nos quais a poténcia é negativa, significando que a carga estd
“devolvendo” energia para a fonte de alimentacao.

18/22



0.5 ———————————————————————————————————————

s | ]
o 3 0.217 [W
S 0.2f 1
(‘9 o 4
[«] L 4
o | 4

0.1+ i

0 / %
_0-1 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300 350 400

ot [graus]

Fig. 1.21 Relagdo temporal entre corrente e tensdo para circuito RL.

O caélculo analitico da poténcia ativa média resulta:

_ COS((p) _ 1x0.5
2

cos(30) = = cos(30) = 0.217 [W] (1.90)

1
4

26. Valor médio de uma grandeza senoidal

O valor médio de uma grandeza senoidal € sempre zero! Ao descrevermos uma grandeza
senoidal € inttil dizermos que seu valor médio € nulo. Como os semiciclos positivo e negativo
sdo simétricos, o valor médio sempre € nulo.

27. Valor eficaz de uma grandeza senoidal? A origem do fator magico /2.

Em alguns topicos anteriores jd foi utilizado o conceito de valor eficaz mesmo sem uma
definicdo prévia, o que serd feito neste item.

Apesar do valor médio de uma senoide ser nulo (ver pergunta 25 acima) esta forma de
onda "possui energia"”, dando origem a nocdo de valor eficaz. O objetivo € descobrir uma
"equivaléncia energética" entre uma tensdo senoidal e uma tensiao DC.

Tomaremos como base uma tensao de 1 VDC alimentando um resistor de 1 Q. Neste caso
circula. uma corrente de 1 ADC e a poténcia dissipada pelo resistor serd

1[VDC]x1[ADC] =1[W].
Se o mesmo resistor for alimentado com tensdo alternada certamente existe um valor de
tensdo que também serd capaz de dissipar os mesmos 1 [W] de poténcia. Considere uma tensao:

v(t) =V, cos(wi) (1.91)
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Circula portanto uma corrente:

V
i(t)=1,cos(ot)=| —2 | cos(o? 1.92
<>M<>[1[m)<> 1.92)

A poténcia média dissipada deverd ser 1 [W] para que seja mantida a "equivaléncia
energética". A poténcia instantanea dissipada num circuito puramente resistivo ja havia sido
deduzida na Eq. 1.75, reproduzida abaixo.

V.1
p (1) :%[1 +cos(2wt)] (1.93)
Substituindo a corrente /,, calculada, a Eq. 1.93 se transformara em:
e
p(1) :TM[I +cos(201)] (1.94)
cujo valor médio neste exemplo sera:
i
PMédia = 7 = I[W] (1.95)
Resulta da Eq. 1.95 que:
V=2V = 141[V] (1.96)

Ou seja, a tensdo com amplitude VM:\/i[V] serd capaz de produzir a mesma dissipagcdo de
poténcia de uma fonte DC de 1 [V]. Tal raciocinio da origem ao conceito de valor eficaz.

Portanto, quando dizemos que uma tensao senoidal possui valor eficaz V,, o = 1 [VRMS] isto
significa que sua amplitude € V, = \/5 [V].

28. Pode-se usar fasores em formas de onda nao senoidais?

Nao! Entretanto, se a forma de onda original puder ser decomposta em vérias componentes
espectrais poderemos utilizar fasores para representar cada uma destas raias.

29. Fasores com frequéncias distintas?
Sim, podem existir fasores com frequéncias distintas (ver pergunta 28 acima). SO que estes
fasores tem que ser tratados obrigatoriamente como entidades independentes!

30. Escalas graficas para representacao de fasores

Nas Figs. 1.10 e 1.11 representamos um sistema trifasico de tensdes, sendo implicito o uso
de uma escala grafica [cm]/[V] para todos os fasores. Entretanto, quando se tem fasores de
tensdes e correntes no mesmo grafico (tal como ocorre nas Figs. 1.4, 1.6 e 1.8) teremos duas
escalas gréficas (uma para tensdes e outra para correntes).

31. Pode-se usar valores RMS na representacio grafica de um fasor?
Na defini¢do de fasores (ver Eq. 1.5) estd presente a amplitude! Quando fazemos uma
representacio grafica de um fasor somos obrigados a escolher uma escala gréafica qualquer do

tipo [cm]/[V] ou [cm]/[A]. Na escolha desta escala grafica podemos eventualmente incluir o
termo \/5 fazendo com que a escala gréfica seja [cm]/[VRMS] ou [cm]/[ARMS].
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32. Pode-se usar valores RMS para representar fasores? Burlando as proprias regras?

Na defini¢do de fasores (Eq. 1.5, reproduzida abaixo) estd presente a amplitude!
Y=Y,°=Y,L¢ (1.97)

Ocorre que a amplitude de uma grandeza senoidal estd relacionada com seu valor eficaz
através de (ver Eq. 1.96):

Yy = Yeusy2 (1.98)

Agrupando-se estas duas ideias, tornou-se relativamente frequente a utilizacio de valores
eficazes para fasores. Desta forma, escrevemos:

V=Y =Y, L0 [VRMS] (1.99)

Na Eq. (1.99) tomou-se o cuidado de indicar que o valor expresso € o valor eficaz da tensao!
A Eq. (1.97), que € a definicao rigorosa de fasores, permite o cdlculo da tensdo y(f) em
qualquer instante através da expressao (ver Eq. 1.22):

y(t) = Re[YM e/ ef‘P] (1.100)

Quando admitimos o uso de valores eficazes para expressar fasores, tal como foi feito na Eq.
(1.99), célculo da tensdo y(¢) sera feito a partir de:

(1) = Re| Y2 V57 | (1.101)

Para tornar mais clara a questao iremos apresentar um exemplo numérico. Considere os

fasores abaixo (na frequéncia angular o ):
U=5/30°

n 1.102
V=5/30° [VRMS] ( )
Estes fasores correspondem as senoides:
u(t) =5cos(mwt +30°)
(1.103)

v(t) = \/§><5 cos(mt +30°) =7.07 cos(mwt +30°)
que sdo claramente distintas!
Em resumo: “ao burlar nossa prépria definicdo de fasores, admitindo sua expressao através
de valores eficazes, sera importante incluir o fator \/ 2 ao recalcular a senoide no dominio do
tempo”.

33. Quantos fasores podem ser usados simultaneamente?

Infinitos! Se podem existir infinitas senoides de mesma frequéncia também podem existir
infinitos fasores!
34. Quem mexeu no meu fasor?

Fasores ndo giram, ndo rodam e ndo podem ser mexidos. Como se trata da representacao

de uma ou mais senoides de mesma frequéncia em regime permanente, ndo hd a menor
possibilidade de alguém mexer no seu fasor...
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35. Existem fasores com amplitude nula? E com amplitude negativa?

Fasores sdo representados por nimeros complexos, que possuem modulo e fase. Nao existe
nenhuma razio pela qual a amplitude de um fasor ndo possa ser nula. Considere a subtracao dos
dois fasores (iguais) abaixo:

X=Y=5/30° (1.104)

Resulta:
Z=X-Y=5/30°-5/30°=0 /0° (1.105)

O fasor resultante Z é definido da mesma forma que todos os outros fasores (ver Eq. 1.5). S6 que
neste caso especifico tanto o médulo quanto fase sdo nulos.

Entretanto, ndo faz sentido um fasor possuir amplitude negativa. Isto porque a amplitude de
um nimero complexo sempre serd maior ou igual a zero!

36. Quem inventou impedancias?

Arthur Edwin Kennelly, nasceu em 1861 em Bombaim/India,
filho de um oficial naval irlandés. Apds frequentar diversas
escolas bésicas, Kennelly comecou a trabalhar como office-boy
na London Society of Telegraph Engineers (predecessora da IEE
inglesa) onde permaneceu durante dois anos. Apds deixar a
Inglaterra procurou aprimorar seus conhecimentos técnicos
trabalhando em diversos cargos técnicos em diferentes paises.
Em 1887 chegou aos Estados Unidos onde comecou a trabalhar
como principal engenheiro-assistente de Thomas A. Edison.

As contribuicdes de Kennelly para a engenharia elétrica
foram numerosas. Em 1893 apresentou o artigo "Impedance"
para a AIEE-American Institute of Electrical Engineers no qual
discutia o uso de nimeros complexos para que a Lei de Ohm
pudesse ser aplicada em circuitos de corrente alternada. Assim
como Oliver Heaviside, Kennelly prop0s a existéncia de uma camada de ar ionizado na atmosfera
superior (atualmente conhecida como camada de Kennelly-Heaviside) que poderia atuar como
superficie refletora tornando a comunicacao transoceanica sem fios possivel.

37. Impedancias podem ser negativas?

Impedancias sao nimeros complexos que podem ser representados tanto na forma cartesiana
quanto polar. Adotando-se a representagao cartesiana (a+jb ) ndo existe muito sentido em dizer
que a impedancia € negativa pois tanto a parte real quanto imagindria podem assumir qualquer
sinal. Adotando-se a representagdo polar, aamplitude serd necessariamente maior ou igual a zero.

22122





