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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

As informac0es a respeito da estrutura cristalina e da distribuicéo eletronica nos
solidos sdo obtidas atraves da difracao de particulas (ondas de DeBroglie) e de
ondas eletromagnéticas (fotons). A difracdo de ondas por um arranjo periédico
de atomos (sélido), para determinacao da estrutura cristalina, foi primeiramente
sugerida por von Laue, em 1912.

Como em um sdlido as distancias entre 4&tomos sdo ~ 1 A, ondas que tenham
aproximadamente esse valor de comprimento de onda s&o necessarias para
explorar sua estrutura (o cristal atua como uma rede de difracdo). Ondas com
comprimentos de onda muito maiores levariam a uma perda de detalhes e muito
menores dificultariam a deteccao, pois necessitam de angulos muito pequenos.

Existem trés tipos de ondas que podem ser utilizadas com o0 objetivo de estudar
a estrutura cristalina de um solido: néutrons, elétrons e raios-X.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

1.

A energia de um néutron esta relacionada com seu comprimento de onda de

DeBroglie: 9

p
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M, =1,675x10"2"kg, h=6,63x 10721 J.5, 1eV=1,6x10"12]

0.28
E(eV)

A(A)2

Para A ~ 1 A —

E =~ 0,08eV

NEéutrons com essa energia sao obtidos em reatores. Como eles sao particulas neu-
tras, sua principal interacdo € com 0s nucleos dos atomos do cristal. Eles séo
usados para obter informac0es quando o soélido é formado por atomos leves (H ao
N), sendo importantes nos estudos de solidos organicos. Além disso, como eles
tém momento magnético # 0, eles também sao utilizados no estudo de cristais

magnéticos.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca
2.

A energia de um elétron também esta relacionada com seu comprimento de onda
de DeBroglie e como a massa do elétron é m,. = 0,911 x 10~ °! kg, entdo

o 12

MA)E o1 A ~
(A) E(eV) Para A ~ 1A = |E ~ 140eV

Um feixe de elétrons com essa energia interage fortemente com os elétrons do soli-
do, penetrando muito pouco neles. Assim, a difracéo de elétrons é muito boa e utili-
zada para caracterizacao de superficies. Para que um feixe de elétrons penetre no
cristal (> 100 distancias atdmicas) € necessario que sua energia seja da ordem de
50 x 103eV. O comprimento de onda desses elétrons altamente energéticos €
tdo pequeno que sO para angulos muito pequenos se obtém o padrdo de difracdo
(dificuldades experimentais muito grandes). Para o estudo de superficies usa-se di-
fracdo de elétrons de baixa energia (LEED = low energy electron diffraction).
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca
3.

: ~ [y . A - h
Raios-X sdo ondas eletromagnéticas (fotons) de alta frequénciae £ = Tc

12,4
E(keV)

Para A~ 1A =— E ~ 10—50keV

c=3x10%m/s = \(A)=

Radiacdo com essa energia tem um poder de penetracdo grande, tornando-a
muito utilizada no estudo de estruturas tridimensionais. A interacao entre 0s raios-
X e o cristal se da atraves da interacdo da onda eletromagnética e os elétrons dos
atomos gue compdem a estrutura cristalina.
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Comprimento de onda em fungdo da energia das
particulas incidentes: fotons, néutrons e elétrons
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Os raios-X podem ser produzidos em equipamentos de laboratorio, tanto pela
desaceleracdo dos elétrons de um alvo metalico quanto pela excitacdo dos
elétrons dos atomos dos alvos, através da incidéncia de um feixe de elétrons
altamente energetico em um metal, que é o anodo do equipamento. O primeiro
processo fornece como espectro uma banda larga e continua e 0 segundo uma
serie de linhas estreitas. Por exemplo, se 0 alvo é de Cu, ele apresenta um dupleto
bastante estreito (K ) com valores de A de 1,54056 A e 1,54439 A e outra
linha estreita (K;) em 1,39222 A. Os valores de A dependem do metal alvo,
sendo, portanto adequados para serem utilizadas na caracterizacao das estruturas
dos cristais.

Quase todos os cristais que apresentam estruturas cristalinas simples ja foram
analisados pela técnica de raios-X, desde o inicio da invencao do metodo. Hoje
em dia ele é muito utilizado para analisar a estrutura e a configuracao de cristais
organicos e novos materiais produzidos em laboratorio. A determinacdo das
estruturas passaram a ser grandemente simplificadas pela utilizacao de programas
de computador.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Em 1913, Bragg notou que ao incidir um feixe de raios-X sobre um cristal, picos
Intensos de radiacdo eram observados para direcoes e comprimentos de onda bem
definidos. Ele, entdo, apresentou uma explicacdo bastante simples para o padrdo de
difracéo de raios-X por um cristal. Para isso considerou as condicdes que devem ser
satisfeitas para que um maximo de difracdo, proveniente do espalhamento coerente de
um feixe de radiacdo, por um cristal, possa ser observado. Para ele, a interagdo entre o
feixe incidente e o cristal poderia ser vista como uma “reflexdo especular” da onda inci-
dente, pelo conjunto de planos paralelos de atomos que comp0e o cristal. Assim, a con-
dicao de interferéncia construtiva é obtida impondo-se
que a diferenca de caminho percorrido pelas ondas
“refletidas”, pelos planos sucessivos, seja igual a um

0 ( )0 ; 20 1 . |
— iy —71 numero inteiro de comprimentos de onda. Assim, a
o1 ~ j  condicao de Bragg se escreve:
\@»% 2dpresend = m A com m = inteiro
dox /S0 =20 Lei de Bragg

: \Note que a grandeza observa-
cristal vel é 0 angulo de difracéo ¢ Lucy V.C. Assali



Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Para um dado A incidente, somente certos valores de 6 € que serdo refletidos, por
todos os planos (hk?), fornecendo um feixe refletido de alta intensidade. Se os planos
fossem refletores perfeitos, s6 o0 primeiro plano do conjunto seria responsavel pela
reflexdo, podendo acontecer para quaisquer A e 0. Entretanto, cada plano reflete de
10-3a 10-°da radiacdo incidente, tal que 103 a 10> planos podem contribuir para a
formacao do feixe de Bragg refletido. Como vimos, cada familia de planos {hk+£} tem

uma separacgao d,,,. Adistancia d entre dois planos paralelos consecutivos tende a
diminuir a medida que os indices

aumentam. Portanto, indices de re-
flexdao elevados necessitam de com-
primentos de onda mais curtos.

(310)  (110)

= a d;;o = 0,32a
diio = 0,7la diy = 0,26a

digg = a
do10

\\
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Distribuicdo de intensidades das radiactes
provenientes de um alvo de Mo, Os raios-X
apresentam linhas estreitas e uma banda
continua, sendo que as linhas estreitas
formam um dupleto (K_,) com valores de A
de 0,70930 A e 0,71359 A e outra linha
estreita (Kg) em 0,63229 A.

Raios-X

(alvo de Mo bom-
bardeado por elé-
trons de 30 keV)

Intensidade

004 06 08 10
Comprimento de onda (A)

Distribuicdo de intensidades das radia-
¢Oes para um feixe incidente de néutrons
proveniente de um reator nuclear. A dis-
tribuicdo hachurada representa a regiao
de intensidades para o caso de o feixe
ter sido refletido por um cristal mono-
cromador.

Feixe de neutrons
(emergentes de um reator)

1,16 A /\

Intensidade

<~—Banda
selecionada por
monocromador

0 1,0 2,0 3,0
Comprimento de onda (A)
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Esquema de um monocromador que, por reflexdo de Bragg,
seleciona uma faixa estreita de comprimentos de onda de raios-X
ou de néutrons a partir de um feixe incidente com espectro largo.

tubo de raios-X
ou do reator

Cristal

Feixe incidente do o1

monocromador

Pico do
o
= / (180.
=
=
— 3000}
o
o
% 2000}=
=2 Reflexdao
£ 1000 A=0,
o
o

00

i

]| ——

ndo desviadas
do feixe principal

10°

feixe principal
000 (P.p.mg

(220)
58 A

Reflexdao (220)
A=1,16A

Reflexdo (440)
A=1,16A

20°

Angulo de Bragg

Feixe difratado pelo cristal
<« " monocromador

para incidir no
cristal colocado
na mesa giratoria

30°

Analise, obtida por refle-
xao de um segundo cris-
tal, da pureza do feixe
de néutrons de 1,16 A
proveniente de um mo-
nocromador de CaF
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

A Lei de Bragg, apesar da simplicidade e das hipoteses de conteldo fisico pouco
transparentes no contexto cristalino, tem a virtude de explicar bastante bem os dados
experimentais. Ela € uma consequéncia da periodicidade da rede e ndo se refere a
composicao da base de atomos associada com cada ponto. Veremos que a base
determina a intensidade relativa das varias ordens de difracéo (determinada pelo valor
de m), para um dado conjunto de planos. Como na relacao de Bragg temos uma
dependéncia entre A e 0, entdo somente para certos conjuntos de valoresde A e 6 0
fendbmeno de interferéncia construtiva deve ocorrer. Assim, todos os métodos
experimentais de difracdo por cristais devem ser elaborados de tal forma que seja
possivel se obter os padroes de difracdo. As diferentes maneiras de se variar estes
parametros determinam e distinguem os trés métodos de difracao:

Método A 0
Cristal giratorio fixo variavel
PO fixo variavel
von Laue variavel fixo
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

1.

O feixe de raios-X é monocromatico (um anico A) e o cristal gira em torno de um de
seus eixos. A variacdo do angulo ©6 permite a escolha de diferentes planos atomicos
apropriados para a reflexdo. Um filme € montado num suporte cilindrico concéntrico
com a haste que gira, na extremidade da qual o filme esta montado, para receber os
feixes refletidos. O feixe € difratado num dado plano cristalino quando, durante a rota-

Camara de cristal giratorio

Cristal Filme

———
entrada
de raios-X

saida
de raios-X

¢ao, o valor de 0 satisfaz a equacdo de
Bragg. Os feixes provenientes de todos oS
planos paralelos ao eixo vertical de rotacao
permanecerao no plano horizontal. Este me-
todo é muito util para se determinar es-
truturas desconhecidas de cristais. Os di-
fratbmetros modernos usam contadores de
cintilacéo ou tubos contadores proporcionais
para detectar a radiacdo difratada. Tais me-
todos permitem obter uma colecdo au-
tomatica de dados que sdo analisados pela
utilizacao de programas de computador.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca
2

O feixe de raios-X é monocromatico (um unico A) e o cristal € moido de forma que se
transforma em um po fino, o qual esta contido em um tubo capilar com paredes finas. Cada
particula desse po € composta por pequenos cristais orientados aleatoriamente com
respeito a direcdo do feixe incidente e, alguns deles estardo em posi¢des cujos angulos 6
satisfarao a lei de Bragg. Todas as reflexdes ficardo registradas em um filme que circula a
camara de difracdo. Os raios difratados deixam a amostra ao longo das geratrizes de
cones concéntricos que interceptam o filme em uma série de anéis concéntricos. As
geratrizes fazem um angulo 26 com a direcao do feixe original.

Feixe de
Raios-X
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca
3

Uma amostra do cristal (dimensoes lineares ~ 1 mm) permanece estacionaria em um
feixe de raios-X com espectro continuo de comprimentos de onda. O cristal seleciona
e difrata os valores discretos de A para os quais 0 angulo 6 e o espacamento
d satisfacam a lei de Bragg. Filmes recebem os feixes difratados e a figura de
difracdo consiste de uma serie de pontos luminosos e a disposicdo dos pontos
indicara o tipo de simetria que o cristal apresenta

- —
fei_xe de
raios-X /0::)
furo

colimador \

@ Base para o apoio do
cristal (ajustavel)
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

feixes
difratados

f/

fotcpgl %?i%'a

I
=

fonte de
raios-X

chumbo

Diagrama esquematico ilustrando como as
manchas, isto €, o padrdo de difracdo, sao
produzidas. A tela de chumbo bloqueia todos
os feixes gerados a partir da fonte de raios-X,
com excecao de um feixe estreito que viaja
em uma Unica direcdo. Este feixe incidente e
difratado por planos cristalograficos nos
monocristais (com diferentes orientagoes), 0
que da origem aos varios feixes difratados
que incidem sobre a placa fotografica.

Direcao

Fotografia de difracdo de raios-X,
ou fotografia de Laue, para um
monocristal de Magneésio. A si-
metria hexagonal da estrutura
hcp do magnésio é indicada pelo
padrdo de pontos de difracéao
que foi gerado.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Para obtermos a amplitude ou a intensidade das ondas difratadas devemos levar em
consideracdo a composicao da base de atomos, ou seja, a intensidade devido a uma
certa distribuicéo de carga dentro da celula, ou melhor, pela distribuicdo eletronica
dos planos paralelos. No desenvolvimento em serie_de Fourier da densidade
eletrdnica do cristal, que deve obedecer n(7) = n(r + {’) temos que

. 1 .
n(¥) = E@f T onde g =7 4 n(®e=i6" dy

»Vvolume da célula primitiva

Coeficientes de Fourier da densidade eletronica n(7°)

Os vetores G determinam
as possiveis reflexdes das
ondas incidentes no cristal

Determinam as amphtudes das ondas de raios-X
refratadas pelo cristal

A figura de difracdo de um cristal pode ser analisada como uma representacao da
rede reciproca, que além de desempenhar um papel muito importante no campo da
cristalografia, € um conceito utilizado na estrutura eletrénica de bandas, espectro
vibracional da rede cristalina e, de fato, em toda fisica de estado solido.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

A formulacdo de von Laue, equivalente a de Bragg, apresenta um
conteldo fisico mais transparente. Nesta formulacdo o cristal €
considerado como um conjunto de atomos distribuido em uma rede de
Bravais, onde a interacdo da radiacdo incidente com os elétrons dos
atomos faz com que eles emitam, em todas as direcdes, radiacdo de
mesmo comprimento de onda que o do feixe incidente (como elétrons
livres). Um pico de difracé@o € observado quando, para uma dada direcao,
as ondas irradiadas pelos elétrons sofrem interferéncia construtiva.

!
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Sejam dois atomos da rede, separados por um vetor de translacao da rede, como
mostra a figura. O feixe da radiacéo incidente € caracterizado pelo seu vetor de
onda k = (2r/A) 2. Como 0 comprimento de onda nao se aItera no espalhamen-
to da radiacao, entao a radiacado espalhada tera K = (2 /A) i’ . Queremos saber

para que direcbes 7’ teremos interferéncia construtiva. Da geometria da figura
podemos escrever:

. feixe
¢-n =¥ cosf _incidente
(-n" =1 cos(m—0")=—L cosb '

e a diferenca de percurso entre os feixes incidentee |/ > g

espalhado pelos dois atomos € fcosf + fcosf’.
Assim, para que a interferéncia seja construtiva n
devemos ter:

0 cosO+0cost =0-H—0-7 =m\

S espalhado
(m = inteiro)

Obs.: No espalhamento elastico, a energia do foton
e conservada de modo que a frequéncia do feixe

emergente é igual a do feixe incidente e |fc | = |E’)|
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Multiplicando a equacéo, para interferéncia construtiva, por 2t /A, temos

2 2 - = -, = -
{Wﬁwﬁ’}.gzgﬂm ) (k—k') . J — 9270 m | Condi¢do de

A A von Laue

Ak = k — k' é chamado de vetor de espalhamento e é uma medida da variacao do
vetor de onda durante o espalhamento. A condicao de interferéncia construtiva de
von Laue é obedecida quando Ak = C_}”, ou seja, o vetor de espalhamento é igual a
um vetor de translagao da rede reciproca (por comparagao com a expressao obtida ao
desenvolvermos uma funcao periédica em série de Fourier: G-¢=2rN ). Devido a
periodicidade da rede, essa condicao é satisfeita para o cristal.

OBS.: Devido a periodicidade da rede, a amplitude total da onda espalhada na
direcao 1/, em cada volume dV do cristal [proporcional a concentragao eletronica
local n(7)] é proporcional a integral, sobre todo o cristal, de n(r) dV, multiplicado

pelo fator de fase e AR gg0 significa, em outra palavras, que a amplitude do vetor
campo elétrico ou campo magnético da onda espalhada é proporcional a integral
que define a amplitude de espalhamento, dada por

A= / @e—m’” v

Volume do cristal

> funcdo periodica
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Como n(r) = ZnezGr:>A Z/nezGrzAkrdV Z/ne"(G AR)T gy

Volume do cristal Volume do cristal

=G0 Ak =G — oHG=AR)T _ 1 o A —m\/ (coeficiente da expansio de
Fourier para esse especifico

9\ vetor de translacao G da
=Se Ak 2 G — A é desprezivel _rede reciproca
Isso mostra, também, a condicao de von Laue, ou seja, se Ak=k—-k =G

interferéncia é construtiva.

Utilizando esta informacdo podemos escrever: Ak = k—k' = G — k' =

—

k—G.
Assim, |k’ |=|k — G| e como |k|=|K |=k, entdo — k2 =k2+ G2 -2k -G =

H G2 _2%-G=0 F»C%??L%z%ode

 Este é o principal resultado da teoria de espalha-

mento eldstico de ondas em uma rede periddica
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

l Lel de Br'agg |':I> 2dpresenl = m A com m = inteiro

—

‘von Laue | [ o2 2k G =0

/zw\zw

G2 =2|k||G| cos —>G’=2(—) senf = m —

/ ' dhke

¢ = n/2-0 ‘
= 2dpresenf = mA com m = inteiro
O vetor G sempre pode hit
ser escrito como mGo. J
- 21
onde Go = — em éum
hkt

inteiro.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

AL = G — (E — ]Z’) A =21 m —> Condicdo de difracdo

f (von Laue)
ay - Ak = Qﬁgi, da - Ak = 2mge, d3- Ak = 2mgs _,Equi%iis de

Interpretagdo geométrica:

A equacao a - Ak = 21 g, Mostra que o vetor Ak esta situado na superficie de
um cone cujo eixo € a diregéo de a,. De acordo com as outras duas equagdes, 0
vetor Ak também esta situado nas superficies de cones cujos eixos sao as dire¢oes
de a, e ds. Assim, para satisfazer as trés equacdes, Ak deve estar na linha comum
de interseccao de trés cones, que € uma condicdo bastante severa que sO pode
ser satisfeita pela procura sistematica da orientacdo do cristal ou do comprimento
de onda do feixe incidente.
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

ai - Ak = 21qgy, do - Ak — 27w qe, as - Ak — 27 g3 _,EquaLgaes de

aue
v

Interpretagdo geométrica:

A figura mostra uma construcdo, devida a
Ewald, que ajuda visualizar a natureza do que
deve ocorrer para que a condigao de difracao
seja satisfeita, em trés dimensoes. O vetor k
tem a diregao do feixe incidente e a origem €
escolhida tal que k termine em um ponto qual
quer da rede reciproca. Uma esfera de raio
k = 2n/)k, centrada na origem, €& entdo
desenhada. O feixe difratado serd observado
se esta esfera interceptar qualquer outro ponto
da rede reciproca. A superficie esférica desenhada na figura mtercepta um ponto
ligado com o final de k por um vetor de translagao G da rede reciproca. O feixe
difratado esta na direcdo k' = k— G.O angulo © é o angulo de Bragg.

Rede recipro-
ca do cristal
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Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

Pontos da rede reciproca proximos do ponto O (origem). O vetor da rede reciproca
56 liga 0s pontos OC e o vetor 5D liga 0s pontos OD. Os planos 1 e 2 sdo bisseto-

res ortogonais aos segmentos dados pelos
vetores 5(; e 5D, respectivamente. Qualquer
vetor gque vai da origem até o plano 1, tal como
I?l, podera satisfazer a condicao de difracdo
ky.(1/2)Ge = [(1/2)G)? Qualquer vetor
que vai da origem até o plano 2, tal como Ez,
podera satisfazer a condicdo de difracao

ky- (1/2)Gp = [(1/2)Gp]?

=

o( °

LucyV.C.As8ati



Difragdo de Raios-X e a Rede Reciproca

O conjunto de planos perpendiculares bissetores aos vetores de translacdo da rede
reciproca € muito importante na teoria de propagacao de ondas em cristais. Foi
Brillouin quem fez a formulacdo mais importante para a condi¢ao de difracéo, a qual é
usada na teoria de bandas de energia eletronicas e na expressdo das excitacoes
elementares dos cristais. A onda cujo vetor de onda comeca na origem e termina em
um dos planos bissetores satisfaz a condicao de difracdo. Esses planos dividem o
espaco de Fourier (reciproco), do cristal, em fragmentos. Para uma rede quadrada bi-

bidimensional, estes fragmentos estdo mostrados na

figura. O quadrado central ¢ a célula primitiva da rede . .
reciproca e e uma celula de Wigner-Seitz no espaco .\\,\ T S /
reciproco. A célula central na rede reciproca é chamada [N W2 /A% Py W4
de primeira zona de Brillouin (ZB) e € 0 menor volume '*—*-/— % :—:-—*
(area) inteiramente contido no interior dos planos [ A, //4\\\ AN
(segmentos de reta) bissetores perpendiculares aos A/‘ l '\N
menores vetores de translacdo da rede reciproca,

desenhados a partir da origem. =
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Vetores primitivos da Propriedades da
rede reciproca rede reciproca
o 2m(dy X @) b; - aj = 2m0;
1 — — — —
((ll Ao X CL3) (27.‘.)3
— 27’(’((,_7;3 X C_le) Ve = V,
(@1 - dz % ds) , , .
o o A rede reciproca € uma rede de Bravais
Z—)» 271'(031 X ag)
5 (@ - dy X d3) A rede reciproca da rede reciproca € a
rede direta
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

Vamos encontrar as zonas de Brillouin de uma rede de
Bravais bidimensional quadrada de parametro de rede a:

S . (- 27,
Vetores a1 = al Vetores 1=—1
primitivos primitivos 4 .
(espago direto) | d2 = @] (espago reciproco) | 7 _ 2m
_ 02 a J
o o o o ° ° ° °
® . o [ 52
a2|
. 7 ¢ ° ————o °
b1
® o o [
[ o o o
(2m)?
Ap = 5
a
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Rede Reciproca: Zonas de Brillouin

4

X

<
K=

\o
.4
\

Vst

/

SN\

N

12 Zona de
Brillouin

Ab)iﬁh

N

X

DTN
X

N>

<X

a4

w)’w

Y

" 44 Zona de
. Brillouin

12 Zona de
Brillouin

29 Zona de
Brillouin

32 Zona de
Brillouin

Area de cada uma das zonas de Brillouin: A =

f

SNEIRNE
IA
R?T
IA

SNERIE

IA

=~
<

IA
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Construcao da 12 Zona de Brillouin

A célula primitiva no espago reciproco é obtida
através da construgdo de Wigner-Seitz

|

18 Zona de Brillouin

|

Redes CCC e CFC
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Rede no espaco real Rede no espaco reciproco

) Célula de WS da
Célula P da CCC CCC

, ZB da CFC
Célula P da CFC CEC (Célula CCC no espago k)

P =Primitiva WS = Wigner-Seitz ZB =19 Zona de Brillouin
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Analise de Fourier da Base: fator de
estrutura e fator de forma atomico

A = N/n(ff’) e G qy = NS5,
Célula

onde S5 ¢ denominado fator de estrutura e ¢ dado por
Sg = /n(ff') e G T gV
Célula

contém 7 = 0 em um dos seus vértices

Se a base tem mais de um atomo, é util escrever a densidade eletronica
n(7) como uma superposigao de funcoes de densidade eletronica n;(7),
associadas a cada atomo j da base. Assim, se 7; for o vetor posicao
do atomo 7, na célula, entao n;(7 — ;) define a contribuigao daquele
atomo para a densidade eletronica em 7.

LucyV.C.As8ati



Fator de estrutura e fator atomico

A densidade eletronica total, em 7, de-
vida a todos os atomos da base (s), na
célula, sera:

—

P == 1(7")

S
= 2y =7j)
j=1

onde ;i = xj;a1 + Yja2 + zjaz, com

0< TjyYjy 25 < 1.

Com isso, o Fator de Estrutura passa a ser escrito como:

Z/ —szr'dV
C

élula

LucyV.C.As8ati



Fator de estrutura e fator atomico

Definindo g = ¥—7; (= p+7;), entao o fator de estrutura se escreve

Z /nj ﬁ)e_ZG"dV
7=1 C

élula

e como p independe da origem, essa integral é estendida sobre o espaco
todo e é chamada fator de forma atomico:

fi = / n; () eGP v

e o fator de estrutura fica:

S —
_ E : - —1GT;
— f] e J
j=1

LucyV.C.As8ati



Fator de estrutura e fator atomico

Se o cristal for descrito como formado por planos paralelos, entao os
vetores de translacao do espaco reciproco podem ser escritos em funcao
dos indices de Miller da familia de planos {hkf}, e teremos

C_j . T_’} = (hgl -+ kgg -+ 653) . (333'5:1 -+ yjfig -+ ch_lfg) = 27T(£Ejh -+ yjk -+ ij)
e o fator de estrutura fica

h/fg Z f] —i2m(xjh+y;k+2;£)

Em geral, na analise do espectro de difracao, utiliza-se, para o calculo do
fator de estrutura, as células de Bravais convencionais. A intensidade
da onda espalhada ¢ proporcional a | S |?= S*S e, assim, o fator de
estrutura nao precisa, necessariamente, ser um numero real. O valor
nulo de & indica que nao ha espalhamento para o dado G , INesmo que
este vetor de translagao seja um vetor da rede reciproca (Alg = C_i) Isto
soO indica que a amplitude é nula, mesmo para estas reflexoes permitidas,
pois ao escolhermos a célula convencional, os planos {hkf} nao sao os

da célula primitiva.
LucyV.C.As8ati



Fator de estrutura e fator atomico

Vamos encontrar o fator de estrutura de um cristal mono-
atomico que possui uma rede de Bravais CCC. Tomando a célula con-
vencional, esta rede cristalina tem dois atomos idénticos na base, um em
X1 =y1 =12, =0 e outro emx,=y, =z, = 1/,e seus fatores de forma
atomico sdo iguais, tal que fi = f. Assim, o fator de estrutura fica:

S hkﬁ Z fj —i2m(wjh+yjk+z;0) _ f {1 + eiﬂ(h—i—k+€)}

7=1
Qo h+k+¢ = inteiro impar = e mhtkt) — 1
h+k+0 = inteiropar = e ikt —
. | 0 se h+k+{€ = inteiro impar
g | S = { 2f se h-+k+{¢ = inteiro par

\

7, Y . 7/ 71 o
célula convencional cubica

O sédio metdlico é um cristal monoatomico que possui uma rede de
Bravais CCC. O espectro de difragdo deste cristal ndo contém linhas tais
como (100), (300), (111) ou (221). Estdo presentes, por exemplo, linhas de

difragdo do tipo (200), (110) e (222). OBS.: (hk?) da célula convencional
LucyV.C.As8ati




Fator de estrutura e fator atomico

Qual é a interpretagdo fisica do resultado que mostra que as reflexdes
(100) ddo intensidades nulas? As reflexdoes (100) ocorrem normalmente
quando reflexdes referentes aos planos que definem a célula cibica simples
tém uma defasagem de 2n. Na rede CCC, descrita como uma rede CS com
uma base de dois datomos, existe um dtomo em (3,7,7), definindo um plano
intermedidrio de dtomos, o plano (200), rotulado de segundo plano na figura
de difragdo, o qual tem o mesmo poder de difragdo que os planos das faces
do cubo. No entanto, como estad situado na metade do caminho entre os pla-
nos das faces, ele da origem a uma reflexdo com uma fase retardada de &
em relagdo aos planos das faces, cancelando as contribui¢cdes desses planos
(amplitude € nula) . O cancelamento das reflexdes dos planos (100) ocorre
na rede CCC porque os planos sdo idénticos em composigdo (hcp idem).

Diferenca
de fase 2n

12 plano -|-

— 22 plano a

&— 32 plano J-
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Fator de estrutura e fator atomico

Vamos encontrar o fator de estrutura dos cristais de KCl e
KBr, que apresentam a estrutura cristalina do NaCl, que é uma rede de

Bravais CFC + base {(0,0,0);(

111
21212 .

Em relacdo a célula convencional,

descrevemos estes cristais como uma rede cubica simples com uma base de

oito atomos:

KT 4

~

Ve

~.

=
-
= —

O N~ o~ O

~»

] o s B N
NI~ NoI= O

~.

e Y N R

Br™ ou Cl™

<

N\

~»
=
DO
N—

N—’

~»

- SO - NI

~.
~

I'd

e N i e Y
O = O o
= O -}

SN—

N——

S(hkl)

E :f —i2m(x;h+y;k+2;¢)
j€

7=1
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Fator de estrutura e fator atomico

S(hkt) = f{1+e—iw(h+k)+e—m(h+e) +e—m(/€+@}

4 f { e—im(htk+e) | o—imh | e—mke—me}

(Af +4f" se h,k, ¢ — todos pares
Af —4f" se h,k,f — todos impares

. S(hkl) = <

0 se h,k.! — parcialmente pares ou

{ parcialmente {mpares

Os fatores atomicos do K™ e do Br~ sao diferentes. Assim, para o KBr
as amplitudes de espalhamento serao nao nulas para os indices de difracao
h, k, ¢ representados por nimeros inteiros ou todos pares ou todos impares,
com a intensidade dos indices pares maior que a dos indices impares.

Os fatores atomicos do KT e do Cl™ sdo iguais. Assim, para o KCI
as amplitudes de espalhamento mostram resultados como se a rede fosse
monoatomica CS com costante de rede a/2. As amplitudes de espalhamento
s6 serao nao nulas para os indices de difracao h,k,{ representados por
numeros inteiros todos pares, quando baseados numa rede CS com costante
de rede a.

LucyV.C.As8ati



Fator de estrutura e fator atomico

(200) Graficos da intensidade dos raios-
KCl X espalhados, em fungdo do dngulo
de difragdo 20, produzidos por
pos de cristais de KCl e KBr.

(4i0) (400) (2122) ‘ J[ \
—A ) ——— fx+ = fa- = Intensidade #0

(200) para h, k,¢ todos pares
KBr
(220) .
fx+ * fer- = Intensidade =0
/ para h,k,¢ todos pares
ou todos impares
(420) (400) (222)
=
80° 70° 60° 50° 40° 30° 20°
~— 26

(C. Kittel, Introduction to Solid State Physics) LucyV.C.As8ati



Fator de forma atomico

O fator de forma atdmico f; € uma medida do poder de espalhamento do
atomo j na célula. O valor de f depende do nimero e da distribuigdo de
elétrons do dtomo da base, assim como do comprimento de onda e do angu-
lo de espalhamento da radiagdo. Um método cldssico para a determinagdo
do fator de espalhamento leva em conta os efeitos de interferéncia da ra-
diagdo com a densidade eletronica do sélido. Vimos que

= [ni@eorav

onde a integragdo é estendida sobre a concentragdo eletronica de um
dnico atomo (distribuigdo esférico simétria). Supondo que o vetor posigdo
faga um dngulo B com o vetor de translagdo do espago reciproco, temos

1
g = 27r/nj('r)r2dr /1 e~ cosB(cos B) = 47rfnj('r')r2 SenC(TfT)

dr

Supondo que a densidade eletronica total esteja concentrada em r = 0,
somente Gr=0 contribui para o intfegrando. Neste limite temos que
sen(Gr)/(Gr)=1 e f;=Z (ndmero atdmico do dtomo).
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Fator de forma atomico

Outro modo de mostrar que fi = Z: Suponha que a distribuigdo
eletronica é esférico sume’rr'lca e que o dfomo pode ser
repr'esen‘rado como uma esfera pontual em r = 0: n(¥) = Z5(0) e

e~i6T = 1, levando & f=[2Z600)dV =_Z.

Como o fator de forma atomico descreve a razdo da amplitude da
radiagdo espalhada pela real distribui¢do eletronica de um dtomo
da célula, o resultado f;=Z indica que ele pode ser descrito como
a razdo da amplitude da radiagdo espalhada por um elétron loca-
lizado naquele ponto. Assim, a distribui¢do eletronica total em um
solido, como vista pela difragdo de raios-X, é muito proxima da-
quela dos respectivos dtomos livres. Esta afirmagdo ndo significa
que os elétrons de valéncia dos dtomos ndo sofram uma redis-
tribui¢do quando formam os cristais. Ela so significa que as in-
tensidades das reflegoes dos raios-X sdo muito bem repre-
sentadas pelos valores dos fatores de forma dos dtomos livres e
ndo sdo muito sensiveis as redistribuicoes dos elétrons.
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RESUMO

1. Varias formulacgtes da condicéo de Bragg:

-

2dsend = mA ; Ak =G : 2k -G = G?.
2. CondicOes de Laue:

G, Ak = 2mg,; dy-Ak =2mg,; ds-Ak = 2mgs .
3. Os vetores primitivos da rede reciproca sao:

- (,_l>2><c_i3 — C_l>3><(,_l>1 — (,_l>1><c_l>2

b, =21 —— — b, =2
! |a, - a, X as| ?

T =>—>= "> ;
la, - a; X as|
4. Um vetor de translacéo da rede reciproca possui a forma

G = g151 + ngz + 93133 , COM g4, g, gz = NnUmeros inteiros.



RESUMO

5. A amplitude espalhada na dire¢éao Ak =k — k' =Gé proporcional ao fator de
estrutura:

S S
L =G _ _—i2n(x;h+y ik+z:P)
6= eI = ) fremes i

onde s € 0 nimero de atomos da base e f; € o fator de forma atbmico do j'ésimo atomo.

6. Qualquer funcdo invariante sob translacdo da rede pose ser desenvolvida numa seérie de

Fourier do tipo
Tl(?)= z ng eiG.F
G

7. A primeira zona de Brillouin € a célula primitiva de Wigner-Seitz da rede reciproca.

Somente ondas cujo vetor de onda k, desenhado a partir da origem, que termine na
superficie da zona de Brillouin poderao ser difratadas pelo cristal.
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