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Conteudo

» Conceitos basicos

» Teoremas de 1 variavel
» Teoremas de 2 variaveis
» Teoremas de n variaveis

« Referéncia: Cap. 4.1 do inicio até 4.1.4 (inclusive) do livro-texto.



Algebra
 Definida por
> Um conjunto de operacdes validas
> Um conjunto de valores que cada variavel pode
assumir
» Construidas usando simbolos
o Letras: variaveis
> Operadores l6gicos

» Exemplo: algebra com numeros reais
> (a+b)ec/Na

Algebra e Circuitos de Chaveamento
» 1854: George Boole cria um sistema algébrico
baseado em um numero finito de valores
- Nascimento da Algebra Booleana
» 1938: Shannon adapta a algebra booleana para
modelar o funcionamento de circuitos a relés
> Chave aberta (sem corrente): 0

- Chave fechada (com corrente): 1

« Algebra de chaveamento: ramo da &lgebra
booleana usando apenas 2 valores (binaria)

> Porém, a literatura costuma usar 0s termos como sinénimos (e
nés também...) Pl e e . P2

P| e—eo—eo— P2



 Dois valores possiveis: {1, 0}

Algebra Booleana

> Ou {Verdadeiro, Falso}, {V, F}, {on, off}, {alto,
baixo}...

 Em outras palavras:

o Sea#0—a=1
o Sea#1—a=0

Algebra Booleana

« Relacéo entre Algebra Booleana e Eletronica

Digital

> Obs.: notacao positiva (V =1, F =0)

Valor Légico

Nivel Logico

Nivel de Tensiao

Nivel de Tensaio CMOS

TTL (tipo AHC)
F 0 0-0.8V 0-1.5V
v I 2-5V 3.5-5v

Tensoes reconhecidas por portas légicas
(obs.: CMOS AHC compativel com TTL)




Portas logicas

» Dispositivos digitais que implementam
funcdes logicas.
o Operam sobre um ou mais sinais légicos de
entrada

> Produzem uma (e apenas uma) saida,
dependente da funcao légica implementada

al —
a; —  Circuito
B Logico
a, ’ S = f (entradas) !! ‘

f(a;, ay, ag, ... a,)

—

Tabela-verdade

« Tabela com resultados para todas as possiveis
combinacgdes de entrada

o Cada funcdo tem uma tabela verdade propria

variazveisde —— | X | Y 4 f(X,Y,Z) funcio
entrada ] o 0 0 £0,00) |

o | o | | £(0,0,1)

0 | 0 f(0,1,0) ,
toda’s a.s < 0 I I £(0,1,1) > valor de saida
possiveis | 0 0 £(1,0,0) para uma dada

combinagoes | 0 | £(1,0,1) combinacao de
na entrada | | 0 f(1,1,0) entradas
| | | f(,L,) |




Algebra Booleana: operacées basicas
« Complemento (NOT)

o Também chamada de “negacéo” ou “inversiao”

> Operacao unaria (i.e., aplicada sobre uma variavel por vez)

> Resultado: valor oposto ao valor da entrada
Se X=0, entdo X' =1
SeX=1,entdio X' =0

= Simbolos: = Porta logica
X, ~X, X, =X, X X’ (representagdo grafica)
NOT (X),X\

o x [ ox

» Tabela-verdade

Simbolos mais usados na disciplina

Algebra Booleana: operacdes basicas
» Operacao E (AND)
- Também chamada de “multiplicacao logica”
o Resultado: 1 se e somente todos os termos
forem 1

= Simbolos: = Tabela-verdade

= Porta légica
{+, A} X | Y | XY

(representagao grafica)

X

0
0
I
I

— oo |o

0
I
0
I

Simbolo usado na disciplina




Algebra Booleana: operacées basicas

» Operacao OU (OR)
- Também chamada de “adicao l6gica”

o Resultado: 1 se qualquer um dos termos for 1

= Simbolos: = Tabela-verdade = Porta logica

{ +,V } X Y X+Y (representagao grafica)
0 0 0 X —
L ) O X+Y
I 0 I
Simbolo usado na disciplina I | I

Operadores: ordem de precedéncia

Do nivel de paréntesis mais interno para o
nivel mais externo

1. Complemento de variavel individual (NOT)
2. Operacao E
3. Operagao OU

A . .~ 3
Sequéncia de avaliagao

NOT > E > OU J ;
) Ex. X +YeeZ W
> o > 4+



Teoremas de 1 variavel
- (T1) X+0=X (T1') X«1=X — identidade
- (T2) X+1=1 (T2') X*0=0 — elemento nulo
- (T3) X+X=X (T3")XX=X — idempoténcia
- (T4) (X)'=X — involugao
- (TS) X+X'=1 (T5') XeX'’=0 — complemento

- =» Podem ser provados por inducao perfeita: listando
todas as variaveis

o Qu seja: basta verificar as tabelas-verdade

Teoremas de 2 ou 3 variaveis

Comutativa: (T6) X+Y=Y+X (T6") XeY=YX
Associativa: (T7) (X+Y)+Z=X+(Y+2) (T7°) (XeY)eZ=X<(Y2)
Distributiva: (T8) Xe(Y+Z)=XeY+XeZ (T8') X+YZ=(X+Y)*(X+2)
Cobertura: (T9) X+XeY=X (T9) Xe(X+Y)=X
Combinacao: (T10) XeY+XeY'=X (T10) (X+Y)o(X+Y")=X

Consenso: (T11) XeY+X'eZ+YZ = XeY+X'eZ e
(T11°) (X+Y)o(X'+Z)o(Y+Z) = (X+Y)(X'+Z)

Prova T11: SeX=1=2>Y+YZ=Y =YX
SeX=0=> Z+YZ=2=2X
XY+XeZ+YZ > (X=0+X=1) > Y X+ ZX



Teoremas de n variaveis

Idempoténcia generalizada:
(T12) X+X+X....=X (T12’) XeXe ...oX =X

De Morgan:

(T13) (XyoXyp* ... o X)) "= X +X, +... + X/

(T13) (X + X+ o #X)) "= X" o Xy o o X/

De Morgan generalizado:

(T14) [F(Xp.Xg, oo X #0)] 7 = [FOXXY, oy X e )]

Expansao de Shannon:
(T15) F(X1, Xy, ooy Xp) = [XoF(1,X,, ..., X)) + [X{*F(0,X,, ..., X,))]
(T15°) F(Xy, X5, oory X)) = X1 +F(0,X,, ...y X)) * X +F(1,Xs, ...y X)]

Algebra Booleana: operacdes derivadas

» Circuitos equivalentes, de acordo com Teorema
de De Morgan: NAND ou NAO-E

- Combinacéo de inversao e operagao E

—~ X-Y
(@) x {>Q Z=(X-Yy @ = } Z=(X-Y)
Y — J Y —

»
X

(®) v Z=X+Y (d) :D—Z—X’—Y‘
%

From Digiral Design: Principles and Practices, Fourth Edition, John F. Wakerly, ISBN 0-13-186389-4., Fig 4-3
@©2006, Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. All rights reserved.

< X



Algebra Booleana: operactes derivadas

» Circuitos equivalentes, de acordo com Teorema
de De Morgan: NOR ou NAO-OU

o Combinacéao de inversao e operacao OU

X X+Y ) ) ) X
(a) Z=(X+Y) (c)

Y Y

x*

X {>o L X
(b) v Diz:xwv' (d) } Z=X-Y

Y {>c v A

From Digiral Design: Principles and Practices, Fourth Edition, John F. Wakerly, ISBN 0-13-186389-4.
©2006, Pearson Education, Inc.. Upper Saddle River, NJ. All rights reserved.
Fig 4-4

Algebra Booleana: operacées derivadas

» Operacao OU-Exclusivo (XOR)
o X®Y = (X*Y) + (XY
> Resultados (equivalentes)

1 se apenas uma das entradas for 1, 0 caso contrario
1 se ambas as entradas sao diferentes, 0 caso contrario

« Simbolo: = Tabela-verdade = Porta logica
X Y XY (representagao grafica)
{ @ } 0 0 0 X
0 I | Y jDX@Y
| 0 |
| | 0




Exercicios

1. Simplificar a expressao (x+y+z)s(xey'+yez+xz’)
2. Calcular (desenvolver) f = (X.y+y'sz+x+Z’)’

3. Comprovar que [(x + X.y) = (x+y)] por Diagrama
de Venn.

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre
que:

F=B’*C +A+:C:D’ + A+C + E*B’ + E+(A+C) * (A'+D’)
= B’+(C+E) + (C+E*(A+C)) * (A*D)’

Exercicios: Respostas
1. Simplificar a expresséo (X+y+z)s(Xey'+yez+x+z’)
(x+y+Zz)e(xe y+yez+xez) =
= XoXoY' XY ZHX X Z' + Xy oy HyoyeZ+ XYz + XY e Z+Y e ZoZ+ X020 Z'=
= Xoy' + XoyoZ + XoZ' + X°0 + yoz + XoyeZ' + Xeoy'ez + yoz + X0 =
= Xo(Y' + YoZ) + XoZ' + XoyoZ' + Yoz + Xoy'ez + Yoz =
=x(y +2) +xZ(1 +y) + 22(y + xy') +yz =
= Xoy' + Xz + XoZ' + zo(y + X) + yoz =
= XY '+ XZ + XoZ' + Yoz + XoZ + Yoz =Xy + XoZ + XoZ + XoZ' + Yoz + yoz=
=XY +X(z+Z)+Hyz=XY +XT Hyz=Xy' + X +yez=



Exercicios: Respostas

2. Calcular (desenvolver) f = (X.y+y’'ez+x+Z')
f=(xey +Yyez+xZ)
= (Xo(y+Z) + y'*z) 18

[x-(y+z )+ (y+2)]«-T13

(xea+a)
(xea) e a/
=(x'+a)e

=xXeat+aca T5
=xXesa=x°(y+2)

Exercicios: Respostas

3. Comprovar que [(x + xX.y) = (x+y)] por Diagrama
de Venn.



Exercicios: Respostas

3. Comprovar que [(x + X.y) = (x+y)] por Diagrama

de Venn.

X

P

O

o

Exercicios: Respostas

3. Comprovar que [(x + xX.y) = (x+y)] por Diagrama

de Venn.

COD

X .

CD




Exercicios: Respostas

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre
que:

F =B’C + A«C+D’ + AC + E*B’ + E+(A+C) + (A+D’) =
B’+(C+E) + (C+E+(A+C)) * (A-D)’

B""C+A-C.DD+A"C+E-B"+E-(A+C)-(A"+D")
JAC+E
= B-C+B""E+A-D-C+A"C+E-(A+C)-(A"+D") (To, Te’, T7, TT7")

Exercicios: Respostas

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre
que:

F=B’C + AC*D’ + A':C + E+*B’ + E+(A+C) * (A'+D’) =
B’s(C+E) + (C+E+(A+C)) * (A*D)’

B"-C+A-C.D+A"C+E-B"+E-(A+C)-(A"+D")

B-C+B""EHA-D"-C+A"C+E-(A+C)-(A"+D") (To, T6", T7, T7")
B (C+E)+i{A-D"+A")CHE-(A+C)-(A"+D") (T8)



Exercicios: Respostas

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre

Bi’

que:
F=B'+C + A+C*D’ + A':C + E-B’ + E+(A+C) « (A'+D’) =
B’s(C+E) + (C+E+(A+C)) * (A*D)’

C+A-C.DD+A"C+E-B"+E-(A+C)-(A"+ D"

=B C+B""E+A-D-C+A"C+E-(A+C)-(A"+D") (To, Te’, T7. T7")
=B (C+E)+H(A-D"+A")-C+E-(A+C)-(A"+D") (T8)

= B’ (C+E)+(D’"+A")-C+E-(A+C)-(A”+D’) (T11, T9)

Exercicios: Respostas

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre

Bi’
=B-C+B""E+A-D"-C+A"-C+E-(A+C)-(A"+D") (To, T6e". T7. T7")

que:
F=B’C + AC*D’ + A':C + E+*B’ + E+(A+C) * (A'+D’) =
B’s(C+E) + (C+E+(A+C)) * (A-D)’
-C+A-C.DD+A-C+E-B"+E-(A+C)-(A"+ D"

B (C+E)+(A-D"+A")C+E-(A+C)-(A"+D") (T8)

=B (C+E)+(D"+A") C+E-(A+C){(A"+D")(T11, T9)

B"“"(C+E)+(C+E-(A+C))-(A"+D") (T8, etc)



Exercicios: Respostas

4. Usando os teoremas apresentados, demonstre

que:

F =B’C + A«C+D’ + AC + E*B’ + E+(A+C) + (A+D’) =

B’s(C+E) + (C+E+(A+C)) * (A*D)’

B-C+A-C-DP+A"C+E-B"+E-(A+C)-(A"+D")

=B-"C+B""E+A-D"-C+A"-C+E-(A+C)-(A"+D") (To, Te". T7. T7")
=B (C+E)+(A-D"+A")C+E-(A+C)-(A"+D") (T8)

=B (C+E)+(D"+A")-C+E-(A+C)-(A"+D") (T11, T9)

=B (C+E)+(C+E-(A+C))-(A"+D") (T8, etc)
B (C+E)+(C+E-(A+C))-(A-D) (T11)

Principio da Dualidade ua6-4.15)
» Qualquer teorema em algebra de chaveamento
continua verdadeiro se trocarmos 0 por 1, e * por +

=>» Pode-se projetar circuitos com logica positiva (“alto = 1”) ou
negativa (“alto = 0”), usando o mesmo conjunto de portas logicas

LOW HIGH Low
HIGH LOW Low
HIGH HIGH HIGH

LOW LOW Low
LOW HIGH HIGH
HIGH LOW HIGH
HIGH HIGH HIGH

Circuito desejado

Y

(c)

hd

z
1
1
1
0

(== 4
oa0a4<

1 1 1
1 4] o
0 1 1]
o o | o

Légica positiva

Légica negativa



Tabela Verdade e Expressoes Algébricas
» Tabela verdade: representacdo um tanto basica...
> Todas as entradas/saidas = pode ficar grande
» Mas qualquer informacé&o na Tabela Verdade pode
ser representada algebricamente!
o Para isso, precisamos de algumas defini¢des...

variaveisde

X Y z fXY%Z) | +— funcao
entrada 0 0 0 £(0,0,0) A
0 0 | £(0,0.1)
todas as 0 | 0 f(0,1,0) valor de saida para
possiveis 0 ' ' f0.1,1) > uma dada
combinacdes na ' 0 0 f(1.0.0) combinac&o de
entrada | 0 ' i) entradas
| | 0 (o |
| | | £(1,1,1)

Definicoes (1/3)

o Literal; variavel de chaveamento ou seu
complemento.

» Termo produto: Unico literal, ou produto l6gico de
2 ou mais literais.

o EX.1Z', Wexey, Xey'ez, Wey'ez

» Expressao da somade produtos: soma logica de
termos produto.

o EX.0Z + Wexey + Xey'eZ + Wey'ez



Definicbes (2/3)

» Termo soma: unico literal, ou soma légica de 2 ou
mais literais.

o EX.:Z, wixty, x+y'+z, w+y'+z

» Expressao do produto de somas: produto légico
de termos soma.
o EX.: Z.(WHX+y).(x+y'+2z ).(WHYy'+2)

» Termo Normal: termo soma ou produto em que
nenhuma variavel aparece mais de uma vez.

> Um termo ndo-normal pode ser simplificado com os
teoremas T3 (X+X=X, XeX=X) e T5 (X+X'=1, XX=0)

Definicoes (3/3)

» Mintermo: termo produto normal com n literais.
o Existem 2" mintermos.

» Maxtermo: termo soma normal com n literais.
o Existem 2" mintermos.

» Existe uma relacéo direta entre Tabela Verdade e
mintermos/maxtermos!

> Mintermo: termo produto cuja saida é 1.
o Maxtermo: termo soma cuja saida é 0.



Tabela verdade e (min/max)termos

» Exemplo para 3 entradas
o mintermos: produto (ANDs) deve dar 1
o maxtermo: soma (ORs) deve dar O

X Y z f(X,Y,Z) f (exemplo) mintermo maxtermo
0 0 0 1(0,0,0) / X'oY’eZ’ X+Y+Z
0 0 I (0,0,1) 0 X'eY'sZ X+Y+Z'
0 | 0 f(0,1,0) 0 X'eYZ X+Y'+Z
0 | | f(0,1,1) I X'sYZ X+Y'+Z’
| 0 0 f(1,0,0) | XeYeZ' X+Y+Z
| 0 | f(1,0,1) 0 XeYeZ X+Y+Z’
| | 0 f(1,1,0) | XeYZ' X'+Y'+Z
| | [ f(1,1,1) / XeYZ X+Y'+Z’

Tabela verdade: Soma Canobnica

» Ou primeira forma candnica: soma dos
mintermos correspondentes as saidas 1
> No exemplo: X'eY'sZ’ + X'eYeZ + XeY'sZ' + XoY*Z + XeY+Z
F=3xv2(0,3,4,6,7)

X Y y4 fOX,Y,Z) exemplo mintermo
0 0 0 f(0,0,0) I XeY’eZ’
0 0 I f(0,0,1) 0 XeY'eZ

0 | 0 f(0,1,0) 0 XeYZ'

0 | I f(0,1,1) 1 XeYeZ

| 0 0 f(1,0,0) 1 XeY’eZ’

| 0 I f(1,0,1) 0 XeY’eZ

| | 0 f(1,1,0) I XeYZ’

| | I f(1,1,1) 1 XeYZ




Tabela verdade: Produto Candnico

» Ou segunda forma canonica: produto dos
maxtermos correspondentes as saidas O

> No exemplo: (X+Y+Z') ¢ (X+Y’+Z) « (X'+Y+Z
F =Tlxyvz(1,2,5)

f(X,Y,Z) exemplo maxtermo

£(0,0,0) I X+Y+Z

£(0,0,1) X+Y+Z’

£(0,1,0) X+Y'+Z
£(0.,1,1) X+Y'+Z’
£(1,0,0) X+Y+Z

£(1,0,1) X+Y+Z’
£(1,1,0) X+Y'+Z
£(1,1,1) X+Y+Z

—[=]—|—|o|o|o|o|X
—|—|o|lo|—|[—|o|o|=<

—|o|—|o|—|o|—|o|N

—|—lo=|—]o|e

Exercicios

» 1 - Escreva a tabela da verdade para:
a) F = X«(Y+2Z))
b) F = X' eY+XeY’eZ
c) F = W eX+We(Y'+Z)
d) F = (WeZ)+(X'+Y’)
» 2 - Escreva soma e produto candnico para:
a) F =2xv(1,2)
b) F =[1as(0,1,2)
c) F =X+Y.Z




Exercicios 1: Resposta

1) Escreva a tabela-verdade para
a)F=X-(Y+2)

=» |dentificar variaveis de entrada

o Variaveis: X,YeZ

=>» Criar uma coluna a esquerda para

cada variavel de entrada

—|[——]—|o|lo|lo|o|X
—|—|o|lo|—|—|lo|lo |

- Trés colunas a esquerda

—|Oo|—|lOo|—|O|— O |N

- Nota: 2" linhas para n variaveis

Exercicios 1. Resposta

=» Criar colunas a direita conforme precedéncia:

f=Xe (Y +2Z)=>» Criar coluna para Z’

—|—|—|—|o|o|o|o|X
—|—|o|lo|—|—|o|o|<
—|o|—|o|—|o|—|o|N
o|—|o|—|o|—|o|— [N

(




Exercicios 1: Resposta

=>» Criar colunas a direita conforme precedéncia:
f=Xe (Y +2Z)=>» Criar coluna para (Y+Z))

XY | z[z] vz
o] o o] |
o]l o1 ]o 0
o | 1 [ o] |
o 1 [ 1o |
I o] o] |
I o] 1 ]o 0
L[ 1 o] |
L 11 Jo |

Exercicios 1: Resposta

=» Criar colunas a direita conforme precedéncia:
f=Xe (Y +2Z) = Criar coluna para X+(Y+2Z)

X[yl zlz] vz [ X(r+2)
oo o] | 0
ool 1 ]o 0 0
o[ 1 o] | 0
ol 11 ]o | 0
I o] o] | |
Lol 1o 0 0
L [ 1 o] | |
L 1 1 ]o | |

|



Exercicios 1: Resposta
c) F =W eX+We(Y'+Z) d) F= (WeZ)y+(X+Y?y

WX Y Z WXw¥Yz F

n

b) F = XeY+X'Y'*Z 0o 0 o0 o D000 O
v S
000 0 oo roeo 0011 o
oo1 1 oo 0100 O

0100 1
010 1 o101 1 o101 0
o1 1 1 o110 1 o110 1
1 00 O o111 o111 1
101 0 L oo o 1 1000 0
110 0 L oo 1 1 1001 o
111 0 L o1 o0 o 1010 0
Lol 1 1011 o
L1 00 1 1 100 o0
L1 o1 1101 o
L1 10 D 1110 1
1 11 1 1 I 1 1 1 0]

Exercicios 2: Resposta

a) F = Txy(1,2) D F = XY + XY = (X+Y) = (X+Y)

01+10 00 - 11
b) F = Mag(0,1,2) > F=AB = (A+B)-(A+B)+(A'+B)
11 000110

c)F =X+YZ =2 (trés variaveis): P
XY ZH+XY' Z+ XYZ+XYZ+XYZ
000 001 010 o11 111
(X+Y+Z) « (X +Y+Z) « (X +Y'+2)
100 101 110



Resumo

Blocos Légicos Basicos

Porta logica Simbolo Usual Tabela verdade Funcdo Logica Expressao
Funcio E: | se
E ‘: 2 : todas as entradas forem |;
— R 0 0 nos outros casos S =AB
AND ] T To o
1 1 1
A B S Funcdo OU: 0se
— todas as entradas forem 0;
ou L oJo] o
-. ™ o 1 0 | nos outros casos S = A+B
OR L 1o 1
1 1 1
NAO A 3 Funcio NOT:
—>Q— 0 1 inverte o valor da S=A
NOT | 0 entrada
Blocos Logicos Basicos
Porta logica Simbolo Usual Tabela verdade Funciao Légica Expressao
ca AO-E:
X AlB s I'r::erzod?Qr(\ZéE E
NAO-E oo 1
1 1 S=(A-B)’
0
NAND 1 (o] 1
1 | 0
A B 3 Funcdo NOR:~
NAO-OU — - oo 1 Inverso da fungao OU
1 \ _ )
' Jo- o1 o S=(A+B)
NOR 7 1o o
1 | 0
A|lB S Funcdo XOR: |
OU-EXC'USiVO oo 0 quando as duas entradas
01 | forem distintas entre si S=A®B
XOR 1 (o] 1
1 | 0




