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Manipulador Planar de 2 Elos
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Matrizes de Rotacao Bdasicas
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Matrizes de Rotacao Bdasicas

e Entdo
cosf —sinf 0
R& =R,9=| sind cost O
0 0 1

@ Rotacdes bdsicas em torno dos eixos x e y sdao dadas por

[ 1 0 0
R«og=1 0 cosf —sinf
| 0 sinf  cosf |
cosd 0 sinf ]
Ry o = 0 1 0
| —sinfd 0 cosf |
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Angulos de Euler

(¢,0,1) - trés varidveis idependentes.
Rotacao em torno de zg pelo angulo ¢

Rotacao em torno de y(; pelo angulo 6

e 6 o6 o

~ " ~
Rotacdo em torno de z; pelo angulo 1

—
%= 7
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Angulos de Euler

@ Matriz de rotacao

Co —Sp 0 Cp 0 Sp Cy —Sy 0
Rzo,¢>R HRz” = S¢ Co 0 0 0 Sy Cy 0
° 0 0 1][-% 0 o 0 0 1

—

CopCoCy — SpSyy  —CpCoSy — SpCyp  CppSH
= S¢CoCy + CoSy  —SpCHSy + CoCy  SpSO
—SpCy 560 Sy Co
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Angulos de Roll, Pitch e Yaw

Rota¢bes em torno dos eixos coordenados xp, yo, 2o

]

@ Rotacdo em torno de xp pelo angulo 1, movimento de yaw
@ Rotagdo em torno de yp pelo dngulo 8, movimento de pitch
]

Rotagdo em torno de zy pelo dngulo ¢, movimento de roll

Guinar

Inclinar Yo
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Angulos de Roll, Pitch e Yaw

@ Matriz de rotacao

¢, —Sp O cw 0 s 1 0 0
Ra.6Ry6Row = | S6 o 0 0 1.0 0 ¢ —sy
0 0 1 —sp 0 ¢ 0 sy ¢y

CpCo —SpCyp + CpSeSy  SpSy T CpSeCy
= SpCo  CopCy + SpS9Sy  —CpSy T SpSeCy
—Sy CoSy CoCy
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Transformacoes Homogéneas

@ Transformacdo homogénea

Rl d}
H&:[OO 10]

@ A transformag¢do homogénea mais geral

- [ R3x3 d3x1 ] B [ Rotacao Translacao

fixz  six1 perspectiva fator de escala

utilizada para a interface de um sistema de visdo ou para
simulagdo gréfica.
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Transformacoes Homogéneas

o Exemplo: Rotacdo de a graus em torno de xg
@ Translacdo de a unidades ao longo do eixo xg
@ Translacdo de d unidades ao longo do eixo z

@ Rotac¢do de 6 graus em torno de z

H = Rot,, g Trans,, 4 Transy, s Roty, «

c —sp 00 1000 1 0 0 a 10 0 O
_|ss e 00 0100 0100 0 co —so O
0 0 10 0 01 d 0010 0 s, ¢cn O
0 0 01 0 001 0 001 0 0 0 1

Co —SpCq 50 Sa acy

o So CoCq —CYSa aASH

|0 Sa Ca d

0 0 0 1
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Cinematica Direta

e Dado: varidveis das juntas (angulos ou deslocamentos)

@ Procurado: posicao e orientagao do efetuador

@ Transformag¢ao homogénea entre os sistemas de coordenadas
da base (0) e do efetuador (n)

Ny Sy ax dy
T,,_[R(’)’ dg}_[no so ao df | | n s, a d
°"l o 1| |0 0 0 1| |n s, a d,
0 0 0 1
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Representacao Denavit-Hartenberg

@ Defina o eixo z; ao longo do eixo da junta i + 1. O eixo z, é
definido na direcdo do eixo z,_1 se a junta n é rotacional.

@ Defina Oy no eixo zy e xg convenientemente.
e Parai=1,---,n—1:

e Posicionar a origem O; onde a normal comum a z; e z;_3
intersecta z;. Se z; intersecta z;_; posicionar O; nesta
interseccdo. Se z; e z;_1 sdo paralelos, posicionar O; na junta
i+ 1.

e Defina x; ao longo da normal comum a z; e z;_; com direcdo
da junta i para i + 1, ou na direcdo normal ao plano z;_; — z;
se zj_1 e z; se intersectam.

e Defina O, convenientemente ao longo do eixo z, (no centro
da garra) e x, normal ao eixo z, — 1.

@ Escolha y; para completar a “regra da mao direita”
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Representacao Denavit-Hartenberg

@ Criar uma tabela dos pardmetros dos elos, a;, d;, a; e 6;.

e a; = distancia ao longo de x; da interseccao dos eixos x; € z;_1
até O;.

e d; = distancia ao longo z;_; de O;_; até a interseccdo dos
eixos Xx; e z;_1. d; é varidvel se a junta / é prismatica.

e «; = o angulo entre z;_1 e z; medido em torno de x;.

e 6; = o angulo entre x;_; e x; medido em torno de z;_;. 6; é

varidvel se a junta / é rotativa.

o Calcular as matrizes de transforma¢dao homogéneas H;
substituindo os pardmetros acima em (1).

n __ 1 n
o Calcular T§ = Hy ---H]_;.
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Representacao Denavit-Hartenberg

@ Transformagdo homogénea entre os sistemas de coordenadas i

ei—1
Co; —50;Ca; 50; Sa; ajCy;
H[ L= S0; Co; Cov; —Cp;Sar;  8iSY; (1)
! 0 Sa; Co, d;
0 0 0 1

sendo 6;, aj, d;, aj parametros do elo i e junta /.
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(Sweep) f. f e )
Y3 ()25 2 Origins

Xy

incide
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@ Considere um manipulador planar de dois elos.
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@ Parametros de D-H:

Elo a; (&7 d,' 9,‘

1 a1 0 0 91

an 0 0 92

o Matrizes homogéneas

1 —S5 0 daici C —5 0 danCy
1 51 C1 0 ai1s: 2 S2 () 0 anso
=10 0 1 o =10 0 1 o0
0 0 0 1 0 0 0 1
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e Matriz de tranformag3o homogénea T3:

ci2 —s12 0 aic + axcp

5 c 0 aisy+ ass
T02:H&H12: (1)2 (1)2 X 151 . 2512
0 0 0 1

@ As seguinte relagdes trigonométricas s3o utilizadas:
C12 = C1C2 — 5152 € S12 = 5102 + 52C7.
@ Posicdo da origem Os:

de = aic+ axcp

dy = ai151 + a2s12

o Orientacdo: ¢ = 61 + 6-.
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Espacos das juntas e das posicoes

@ Espaco das juntas:

a1
| 92 g; = 0;, para junta rotacional
= : g; = d;, para junta prismatica
dn

dn
@ Espaco das posi¢oes e orientagdes: x = [ dg) ] =

e e &R

e Cinemdtica direta: x = f{q)
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Cinematica Inversa

@ Dado: posicdo e orientacdo do efetuador
@ Procurado: varidveis das juntas (dngulos ou deslocamentos)
@ Funcdes nao lineares
o Muiltiplas solugdes
@ Pode ser que n3o existam solucBes admissiveis.
@ Solucdes analiticas
e + pouco tempo de célculo
e — aplicdveis para um unico tipo de robo
e — nao existe procedimento padrdo
@ Solucdes numéricas iterativas

e + aplicdveis para robss diferentes

e — ndo apropriadas para aplicacbes em tempo real

e — problemas de convergéncia nas proximidades de
singularidades
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@ Considere o manipulador de dois elos

dx aic + axci
d, = ais1+ axs12

@ Elevando ao quadrado as duas equagdes e somando

df + df = a% + a% + 2ai1axc

e Entao ) ) ) )
dy +d, —aj — a3
Cy =
23182
o Existéncia de solucdo: —1 < ¢p < 1 = fora do espaco de

trabalho
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52::t\/1—c22

@ O sinal estd relacionado com as duas possibilidades de valor
para 6
0, = atan2(s, )

indefinido paran=d =0

90° paran>0ed=0

—90° paran<0ed=0

v = atan2(n,d) =< 0° <~y <90° paran>0ed>0

90° <~y < 180° paran>0ed <0
—180° <y < —90° paran<0ed<0
—90° <~y <0°paran<0ed>0
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@ Substituindo 0> nas equacdes

(31 + a2C2)dy — arSpdy

S1 =
d? + d?
c (a1 + a2c2)dx + a252d,
1= 21 2
d; +d;
e Portanto 01 = atan2(sy, c1)

@ Se a orientagdo, ¢ = 61 + 0>, é dada = (inica solucdo
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Angulos de Euler

(¢,0,1) - trés varidveis idependentes.
Rotacao em torno de zg pelo angulo ¢
Rotagdo em torno de y(/) pelo dangulo 6

Rotacdo em torno de zg pelo angulo ¢

Matriz de rotacao

CoCoCy — SpSy —CpCeSy — SpCy  CpSO
SpCHCYy — CpSyy  —SpCeSYy — CpCyp  SppSH
—SpCy 505y Co

RauosRyy gRor =

rni n» ns
R=1|rn1 rn mn
r31p 132 1r33
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Angulos de Euler

@ Sernni3#0en3#0.

¢ = atan2(rs, ns)
0 = atan2(\/r& + ri;, r3)
v = atan2(rsp, —r31)

7, é possivel determinar somente a soma ou diferenca entre os

@ O angulo 6 ¢ limitado a (0,7). Se sf =0, ou seja, # =0 ou
angulos ¢ e 1.
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Espacos das juntas e das posicoes

@ Espaco das juntas:
q1

| 92 g; = 6;, para junta rotacional

=1 . { g; = d;, para junta prismatica

Gn

n
@ Espaco das posi¢oes e orientagbes: x = { do ] =
7 T T N ¢

Wx
@ Velocidade angular do SC do efetuador: wj = | w,
Wz
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Cinematica da velocidade

@ Relagdo entre as velocidades das juntas e velocidades (linear e
angular) do efetuador

o Matriz Jacobiana geométrica

dg = Ja(a)d
wj = Ju(a)d
@ Sendo Jy(q) e Jw(q) matrizes 3 x n. Ainda

(8][4 oo

e Sendo J(q) uma matriz 6 x n.
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Cinematica da velocidade

@ Matriz Jacobiana analitica

. od?
d? = Jy(q)g = —2¢
0 = Ja(a)g 9q &
ob
®=J S
»(q)q g

@ Assim
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Exemplo: Jacobiana analitica

@ Manipulador planar com dois elos

dx aicy + axcro
X = dy = aiSs1 + azsi2
¢ 01 + 02
dx —ay5161 — axs12(b1 + 02)
x=|d | =| aab + ac(br+62)
¢ 01 + 62

@ Matriz Jacobiana analitica
—a1sy — azs12  —assi2

Ja(q) = Jala) | _ aic + axcrp  axci
Jq)(CI) 1 1
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Calculo da Jacobiana geométrica

@ Resumo
e Junta prismatica ja; Zi4
[jWI :| B [ :|
e Junta rotacional

Jdi } _ [ Zj—1 X (dg_dé)_l) ]
jWI i

o Calculo de z;_1:

o

zi_1 = Ry(a1) - R —3(ai-1)
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Calculo da Jacobiana geométrica

e Calculo de dg:

0
dg n 0
] =A@ | §
1
o Célculo de djj !
0
difl i 0
6 | = bt @) |
1
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Exemplo: Jacobiana geométrica

@ Manipulador planar com dois elos

_ [ zox (d§—df) =z x (df — dp)
J(aq) = 2 2

0 0 aic aici + axci2
zo=2z1=| 0 d8 =10 d(l) = aisy d% = ai151 + azsio
1 0 0 0
@ Matriz Jacobiana geométrica
[ —a151 — axs12  —axs12
aic1 + a2 axCi2
Ja(a) ] 0 0
J = =
(@ [ Ju(@) 0 0
0 0
L 1 1 -
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J geométrica e J analitica

o Angulos de Euler ZYZ
[we w, w,]"=[001]"¢
(e wy we ] =[5 ¢ 0]

[WX w,, WZ]T:[C¢59 S¢S0 CQ]T’(L

@ Portanto
W, 0 —sp cysp <z5
w, | = |0 c5 545 0
w, 1 0 Co P
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J geométrica e J analitica

@ Relagdo entre wgj e ®

v [ ! Té)d)) }x: Ta(®)%

@ Relacao entre Jacobiana geométrica e Jacobiana analitica

J = Ta(P)Ja
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Cinematica inversa da posicao via J

@ Cinematica inversa da velocidade
q=J(a) v

o Cilculo das variaveis das juntas

t
q:/ a(T)dT +qo
T=0

@ Usando a integracdo de Euler
a(tk+1) = a(t) + a(tk) At

a(te+1) = a(te) + J(a(te)) v(te) At

@ A matriz Jacobiana precisa ser invertivel e qg precisa ser
conhecida.
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Singularidades

o Configuragdes nas quais a mobilidade fica reduzida

@ Infinitas solu¢des podem existir para o problema da
cinemdtica inversa

@ Pequenas velocidades no espaco operacional podem causar
grandes velocidades no espaco das juntas

@ Correspondem, na maioria dos casos, a pontos nos limites do
espaco de trabalho

@ Determinacao de singularidade:

det(J(a)) = 0
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Exemplo: Singularidades

@ Manipulador planar com dois elos

J(q) = —aisy — as12 —ass2
aic1 + axciz aci2

@ Cidlculo do determinante

det(J(q)) = a1a2%

@ Singularidade:

Aula 1 - Revisdo de Cinematica e Dindmica
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Exemplo: Singularidades

@ Punho esférico

SEMS5875 - Controle de Sistemas Robéticos Universidade de Sdo Aula 1 - Revisdo de Cinematica e Dindmica



Dinamica de Manipuladores

@ Relacdo entre as forgas e torques aplicados nas juntas e o
movimento do manipulador ao longo do tempo

@ Dindmica direta (simulag¢do)
o Dados: posicdes e velocidades iniciais (to)
forcas e torques aplicados para t > ty

o Procurado: posicdes e velocidades para t > t; (movimento
resultante)

@ Dindmica inversa (controle)

e Dados: posicoes, velocidades e aceleracbes desejadas para
t >t
forcas e momentos de contato

e Procurado: forgas e torques necessarios nas juntas
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@ Newton-Euler
e Cada elo é considerado separadamente
e Forgas de acdo e reacdo nas juntas s3o consideradas
o Célculo dos termos inerciais feito através das aceleracdes

o Lagrange
e Sistema considerado por completo
e Forgas de acdo e reagdo nas juntas NAO s3o consideradas
o Cdlculo dos termos inerciais feito através da derivada da
energia cinética
@ Kane
e Sistema considerado por completo
e Forcas de ac3o e reagcdo nas juntas NAO s3o consideradas
e Calculo dos termos inerciais feito através das aceleragdes e de
produtos escalares com velocidade parciais

SEMS5875 - Controle de Sistemas Robéticos Universidade de Sdo Aula 1 - Revisdo de Cinematica e Dindmica



Método de Lagrange

@ Equacdo de Lagrange do movimento
doL 0L
20 Y 2
dtoa  oq )

sendo L = K — P o Lagrangeano do sistema.

o K = Energia Cinética

@ P = Energia Potencial

g = Coordenadas generalizadas

@ 7 = Forcas generalizadas
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Energia Cinética

@ Centro de massa (rc)

1
rC:/rdm
mJg

sendo r o vetor de coordenadas de um ponto do corpo e m a
massa total do corpo
o Sistema de coordenadas (SC) com origem no centro de massa

@ Férmula geral da Energia Cinética para um corpo rigido

K:l/ Tvdm
2 /B
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Energia Cinética

@ Depois de algumas simplificacoes

@ Dois termos

1 1
Kr = 2/sz-vcdm = Emv;rvc
1
Kr = EWTIW
sendo
J (> +2%)dm  — [ xydm — [ xzdm
I = — [xydm  [(x®*+2%)dm  — [yzdm
— [ xzdm — [yzdm [ (x*+ y?)dm
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Energia Cinética: Tensor de inércia

IXX _lxy _Ixz
=1 L, L, —l,
“Ixz _lyz Izz

@ Momentos de inércia: I, I,y € I,

@ Produtos de inércia: I, I, e I,

@ Depende da posicdo e orientacdo do SC

@ A soma dos momentos de inércia permanece constante
(independe do SC)

e Se Iy, = I, = l,;, = 0 = eixos do SC s3o os eixos principais
de inércia e Iy, 1.y, I, s3o os momentos principais de inércia

@ Os autovalores do tensor sdo os momentos principais de

inércia e os autovetores s3o os eixos principais
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Energia Cinética

@ Elo i: massa, m;, e tensor de inércia, /;, calculado no SC com
origem no centro de massa e paralelo ao SC /

@ Velocidade angular expressa no SC fixo ao corpo
wh = (R Twh = (R oy (@)
@ Velocidade do centro de massa
Vei = Jvci(q)é'

@ Energia Cinética
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Energia Potencial

o Energia Potencial devido a gravidade

P= / g'rdm=mg'r,
B

sendo g o vetor da aceleracdo da gravidade e r. o vetor de
posicdo do centro de massa expressos no SC inercial

@ Energia Potencial é fun¢do apenas da posicdo q
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Equacoes de Movimento

@ Lagrangeano

L= 24" M(g)a ~ P(a)

e Cilculo das derivadas da Equacdo de Lagrange (2)
oL _9K
oq 0q

d oL L
70q M(q)d + M(a)q

oL 10 ..
6q_28qq

(a)q
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Equacoes de Movimento

@ Equacdo Dindmica do Manipulador
v on. 10, . 0P(q)
M + M Y + 2 =
(a)d (a)d 5 8qq (a)a g T

M(a)4+ V(q.q) + G(q) =7
M(q) = Matriz de Inércia

V(q,q) = Vetor das forcas de Coriolis e centripetas

G(q) = Vetor das forgas gravitacionais

g = Coordenadas das juntas

@ 7 = Torques e forcas nas juntas
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos

@ Velocidade do centro de massa do elo 1

| 2
¢ ac1sen(qy)

| —acisen(qi)gr | | —acisen(qn) O | . .
Vel = [ ac1cos(q1)d1 ] N [ acicos(qi) 0 | (@)
@ Velocidade do centro de massa do elo 2

o _ | acos(qi) + acacos(q1 + g2)
c2 arsen(q1) + acasen(q1 + q2)

| —a1sen(q1) — acosen(q1 + q2) —acosen(qi +q2) | . .
VC2 - q - JVCZ(q)q
ac1cos(qi1) + acacos(q1 + q2)  acacos(q1 + q2)
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos

@ Energia cinética de translagdo

1 1
T T
Kr = 5MVerVel + 5 MaVepVe

1. .
= 247 [ M (a) e (@) + moda(@) ()] @

@ Velocidades angulares
wi = gik

wz = (g1 + g2)k

@ Energia cinética de rotacao

1 1 1. h+h L |.
KR—2W1T/1W]_+2W;I2W2—qT|: ! 2 :|q
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos

@ Matriz de inércia

h+h |
M(q) = mlJVcl(q)TJVcl(q)+m2JV62(q)TJVc2(q)+|: 1 I 2 /; }
e Elementos de M(q)
Mii(q) = mal; + mo(ai + a2, + 2a1ac0c0s(q2)) + I + b
Mia(a) = Ma(a) = m(aZy + a1ac2c0s(2)) + b

Mx(q) = mpaZ, + b
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos

@ Vetor dos torques de Coriolis e centripetos

Vi(q, ) }
V2(q> (.])

_ [ —2maaracosen(q2)gide + maaracasen(q2)ds ]
mzalacgsen(qz)cﬁ

Via.d)-|
@ Sendo h = mpajacsen(qz)
V(a.4) = C(a,)d = [ ol bz } 4
o Energia Potencial

Pi(q) = migacisen(q1)

P>(q) = mog(aisen(qi) + acasen(qi + q2))
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Exemplo: Manipulador planar de 2 elos

@ Energia Potencial

P(a) = Pi(q)+ P(q)
= (migac1 + mogai)sen(q1) + magacosen(qr + q2))

@ Vetor dos torques n3o inerciais

65((1)
Gi(q) ] &

G = =
(@) [ G2(a) aP(q)
0q2

G(q) = { (migac1 + moga1)cos(q1) + magacacos(qr + q2))
magacacos(qy + q2))
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

@ Introducio do atrito

M(a)d + V(a,q) + F(a) + G(a) =7

na forma
F(q) =F,q+ Fyq

@ Compactacdo dos termos n3o inerciais

M(a)d + b(q,q) =7
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

e M(q) é simétrica definida positiva
e M(q) é limitada inferiormente e superiormente
pal < M(q) < pal

my < [[M(q)]| < m2

@ Exemplo: planar dois elos

IM(@)lly =|m1a; + ma(a? + ag; + 2a1ac2¢05(q2)) + h + L
+ |mo(a2y 4 aracacos(ga)) + b
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

e G(q) é limitado superiormente

1G(a)ll < &b

@ Exemplo: planar dois elos

IG(a)ll; =|(m1gac1 + maga1)cos(q1) 4+ magacacos(qr + qz))|
+ |magacacos(q1 + q2))
<migac1 + mogai + 2moagac> = 8p
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

e V(q,q) é limitado superiormente por um termo quadratico

IV(a, @)l < ve(q) [lal|*

@ Exemplo: planar dois elos

1V(a,a)[l; =| — 2mza1ac25en(q2)G1G2|
+ |mparacosen(q2)d3| + |maaracosen(qn) gz |

. . .12
<Imparac2(|é1| + |d2])® = vu(q) |al|
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

@ Pode-se escrever V(q,q) = C(q,q)q sendo que a matriz

N(a,q) = M(q) —2C(q,q)
€ anti-simétrica

@ Exemplo: planar dois elos

M(q) = —2mpajacosen(qz)ga  —mpaiacasen(qz)gn
—mpaiacasen(q2) g 0

C(a,d) = [ —mpaiacosen(q2)ga  —moaiacasen(q)(g1 — Go) }

mpaiacpsen(qz) gy 0
; 0 maiacasen(qz)(241 + go)
N = . .
(a.4) [_m2313525en(q2)(2q1 + ¢) 0
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Propriedades das Matrizes Dinamicas

@ Parametrizag3do linear

M(a)d+ V(q,4) + G(q) = Y(q,q,d)¢

sendo 6 o vetor de pardmetros do manipulador e Y(q,q,q) a
matriz de regressiao. Exemplo: planar dois elos:

- yi1 Y12 2 1
Y(a,6.4) = | 7, o 0 2

Y11 = ax 1 + gacicos(qr)
y12 = (af + a2 + 2a1ac2c05(q2)) 1 + (a2, + arac2cos(qz)) G
— a1acosen(q2) (24162 + 43) + garcos(q1) + gacacos(q1 + q2))
y22 = (a2 + a1ac2¢08(q2))d1 + a2 G2 + a1acasen(qa)di
+ gacacos(q1 + q2))

(S 9:[m1 moy /1 /2]
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Lista 1 - Manipulador planar de 3 elos

@ O Robo UArmll é um manipulador planar composto por trés
juntas rotacionais e um efetuador. O vetor da gravidade é
paralelo ao eixo de movimento das juntas. Uma representacao
esquematica do manipulador UArm |l é dada abaixo. Os
comprimentos dos elos s3o a; = a» = a3 = 0.20m.
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Lista 1 - Manipulador planar de 3 elos

@ Determine a tabela de pardmetros de Denavit-Hartenberg e as
matrizes de transformacdo. Faca uma representacdo da
posicdo dos sistemas de coordenadas.

@ Determine a matriz Jacobiana.

@ Determine a equacdo dindmica, considerando as massas dos
links (m1, my e m3), os centros de massa (acj, acp e ac3) e os
momentos de inércia (I, Iz e I3).
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