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Incertezas

100 9

ELE

25 4

Revendo alguns conceitos sobre incertezas
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O método cientifico

@ A verificacdo e falsificacdo -
Einstein: “No amount of
experimentation can ever prove
me right; a single experiment
can prove me wrong."

um problema

http://en.wikipedia.org/wiki/
Scientific_method

http://www.unicamp.br/~chibeni/
textosdidaticos/metodocientifico.pdf
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O método cientifico

@ Uma medida é sempre uma
compara¢do com um padrao

@ Sujeita a imperfeicdes e
limitacoes

o Algarismos significativos

» Todos que tenho certeza +
primeiro duvidoso (estimado)
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O método cientifico

@ Uma medida é sempre uma \11’1111 x||\‘|
compara¢do com um padrao

@ Sujeita a imperfeicdes e
limitacoes L=274
o Algarismos significativos
» Todos que tenho certeza +
primeiro duvidoso (estimado) @ 2 e 7 tenho “certeza”

@ 4 é uma estimativa — duvidoso
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Acurdcia e precisao

@ Precisao: Relacionada a
flutuacdo entre uma medida e
outra

@ Acuracia: Quio préximo vocé
estd do valor verdadeiro

Al acurdein
Alta precisio

Alta acuricia
Baixa precisio
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Erro e incerteza

@ Erro = valor verdadeiro - valor medido
» Toda medida experimental apresenta um erro
» O valor do erro ndo pode ser conhecido
» Vamos ver nesse semestre que existem dois tipos de erro, um
relacionado a precisdo e outro, a acuracia

@ Incerteza = melhor estimativa do valor do erro
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Representando uma medida

Faz-se a medida e avalia-se a incerteza

A grandeza acompanha a precisdo da incerteza

Exemplo:
» Obtive estes valores na calculadora
Tempo médio = 2,8764536952 s

Incerteza = 0,0456485323 s
» Escrevo o resultado como:
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10 / 142



Representando uma medida

Faz-se a medida e avalia-se a incerteza

A grandeza acompanha a precisdo da incerteza

Exemplo:
» Obtive estes valores na calculadora
Tempo médio = 2,8764536952 s

Incerteza = 0,0456485323 s
» Escrevo o resultado como:
Tempo médio = (2,876 + 0,046) s

ou

Tempo médio = (2,88 + 0,05) s
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Estimando incertezas: alguns conceitos de estatistica

@ Repeticdo de um experimento como ferramenta
de avaliacdo da sua precisao

<i
I
S|

@ Quanto mais eu repito, mais preciso se torna o
valor médio

n
Z Yi
i=1

@ Lei dos grandes nimeros: se n tende ao infinito,  se p — 00, jy — §
o valor médio tende ao valor verdadeiro

» N3o havendo problemas de acuracia
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Desvio padrao

@ Avaliagdo da flutuagdo dos dados em torno da média da amostra (por
ndo conhecermos o valor verdadeiro)

@ Na3o reflete problemas de acuracia

@ O desvio padrdo é o correspondente a incerteza estatistica de uma
Unica medida realizada

o Cada medida, além da incerteza instrumental, possui uma incerteza
estatistica dada pelo desvio padrao

1 n
o= ;Z(M—f/)zfv nilg(y;—W
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Desvio padrao da média

@ De um conjunto de medidas, obtemos o seu valor médio

@ Agora suponha que possamos repetir esse conjunto de medidas k
vezes e, em cada caso, obtém-se um valor médio

@ Incerteza estatistica (precisdo) do valor médio de uma amostra
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Revendo a andlise de queda livre do Pelletron

@ Medida de tempo de queda de
balGes de dgua 2
@ Quase quinhentas medidas st

IRSTITUTO
o8

Andlise estatistica

A aceleracdo obtida é
compativel com a gravidade?

giac = 9.7864 m /s
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Medidas realizadas

Tempo de queda

Medida | Tempo (s) | Aceleracdo (m/s?) sof-
1 2,46 11,2 sof

2 2,61 9,98 “of
~500 2.73 9,12 =t
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Histogramas

Tempo de queda

Entries 425
Mean  2.526 + 0.005646
70~ RMS 0.1163
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Desvio padrao das medidas

@ O desvio padrdo é uma estimativa de quanto cada medida flutua em
torno do valor médio da amostra

@ Estimativa da incerteza de cada medida

Medida | Tempo (s) | Aceleracio (m/s?)
Otempo = 0,12's 1 2,46 11,2
2 2,61 9,98
Oacelera = 1,00 m/52
~500 2,73 9,12
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Acurdcia e precisao da medida

@ Os valores de aceleracio sio
precisos e acurados?

@ Precisao: 7 U—
» Desvio padrio: 0,c = 1 m/s?
» ~ 10 % do valor de g 7
> giac = 9,7864 m/s? wf e 10on,
> Zmedio = 10,73 £ 0,05 I’T‘I/S2 ::: =
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Acurdcia e precisao da medida

@ Os valores de aceleracio sio
precisos e acurados?

@ Precisao: 7 PN
» Desvio padrio: g, = 1 m/s? “
» ~ 10 % do valor de g . .
> giac = 9,7864 m/s? wp ™
> Gmedio = 10,73 + 0,05 m/s2 ‘"’; —a
@ Acuracia: of.
Emedio — BIAG _ 19 P e e e
Om
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Revendo a acurdcia do experimento

@ Como investigar a diferenca entre o valor médio e o valor do IAG?

o Hipdteses tedricas
» Desprezamos a resisténcia do ar

* Se fosse importante iria diminuir a aceleragdo e ndo aumentar
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Revendo a acurdcia do experimento

@ Como investigar a diferenca entre o valor médio e o valor do IAG?
o Hipdteses tedricas
» Desprezamos a resisténcia do ar
* Se fosse importante iria diminuir a aceleragdo e ndo aumentar
» Velocidade inicial diferente de zero
* Equacgdo horaria
Yy = wt+ %gl‘2
* Para a aceleragdo ser igual ao valor do IAG, teriamos que ter

vo=1,1m/s

* Valor muito elevado se comparado ao método utilizado para lancar as
bolas
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Revendo a acurdcia do experimento

@ Como investigar a diferenca entre o valor médio e o valor do IAG?
o Hipdteses tedricas
» Desprezamos a resisténcia do ar
* Se fosse importante iria diminuir a aceleragdo e ndo aumentar
» Velocidade inicial diferente de zero
* Equacgdo horaria
1
Yy = wt+ igl‘2
* Para a aceleragdo ser igual ao valor do IAG, teriamos que ter
vo=1,1m/s
* Valor muito elevado se comparado ao método utilizado para lancar as
bolas

> A revisdo das hipdteses tedricas ndo parece resolver a discrepancia
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Revendo a acurdcia do experimento

@ Como investigar a diferenca entre o valor médio e o valor do IAG?
@ Rever o procedimento experimental
» O disparo do crondmetro foi auditivo

* Som tem velocidade de ~340 m/s
* Torre tem altura de 34 metros
* Quvimos o som 0,1 segundo depois que a bola comeca a cair
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Revendo a acurdcia do experimento

@ Como investigar a diferenca entre o valor médio e o valor do IAG?

@ Rever o procedimento experimental
» O disparo do crondmetro foi auditivo

*

*
*
*

*

Equipe

Som tem velocidade de ~340 m/s

Torre tem altura de 34 metros

Ouvimos o som 0,1 segundo depois que a bola comeca a cair

Ou seja, o tempo medido é sistematicamente menor que o tempo de
queda por aproximadamente 0,1 segundo

O que acontece se somarmos 0,1 segundo em todos os tempos de
queda?
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Tentando corrigir problemas de acuracia

@ Acrescentando 0,1 segundo em
todos os tempos

Aceleracao

@ Precisao:
» Desvio padriao: g = 0,9
m/s?
» ~ 10 % do valor de g
> giac = 9,7864 m/s?
> Gmedio = 9,92 £ 0,04 m/s?

@ Acuracia:

N ©.922+0.04299

Bmedio — 8IAG 3
Om
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Conclusoes

A repeticdo exaustiva do experimento permitiu realizar uma anélise
estatistica que evidenciava um problema no procedimento adotado
para analisar os dados

(]

Isso sé foi possivel porque essa repeticdo permitiu avaliar as incertezas
envolvidas, principalmente a incerteza na aceleracdo medida

Em muitas situacdes ndo podemos repetir o experimento a exaustdo
» custa caro, leva muito tempo, etc.

Como proceder se fizermos apenas uma medida de tempo?

Qual a incerteza no tempo e aceleracio?
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E se ndo for possivel repetir?

@ Nas medidas diretas, tente estimar
qual seria a flutuagao obtida caso
VOCE repetisse o experimento
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E se ndo for possivel repetir?

@ Nas medidas diretas, tente estimar
qual seria a flutuagao obtida caso
VOCE repetisse o experimento

@ Em instrumentos com escalas
simples desenhadas, como réguas,

em geral utiliza-se metade da i
menor divisao \ :
I

1 2 3 4

I
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E se ndo for possivel repetir?

@ Nas medidas diretas, tente estimar
qual seria a flutuagao obtida caso
VOCE repetisse o experimento

@ Em instrumentos com escalas
simples desenhadas, como réguas,
em geral utiliza-se metade da
menor divisao

@ Para instrumentos digitais a
acuracia é fornecida no manual do
instrumento

@ Avalie a precisdo humana 1 2 3 4
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E se ndo for possivel repetir?

@ Nas medidas diretas, tente estimar
qual seria a flutuagao obtida caso
VOCE repetisse o experimento

@ Em instrumentos com escalas
simples desenhadas, como réguas,

em geral utiliza-se metade da
menor divisao

@ Para instrumentos digitais a
acurdcia é fornecida no manual do
instrumento

@ Avalie a precisdo humana 1 2 3 4

> Por exemplo, o tempo de reagao
para disparar e parar um
crondmetro

o 'TII1T

> Propagac¢do de incertezas
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Repeticao de um experimento

Tempo de queda Aceleracao

Entries 425 Entries 425

Mean 2526 £ 0.005646 Mean  10.73+0.04835
80—
0.1163 RMS 0.9957

RMS

70

60|

50

50,

a0F

30|

20|

@ Mede-se a grandeza vdérias vezes. Neste caso, o tempo de queda.
@ Calcula-se a grandeza derivada para cada medida e estuda-se sua
distribuicao
h
=2
g 2
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E se ...

@ ... n3o pudermos repetir este experimento de modo a calcular desvios
padrao?
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E se ...

@ ... n3o pudermos repetir este experimento de modo a calcular desvios
padrao?

@ ... a grandeza derivada depender de muitas outras grandezas
diferentes?
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A gaussiana

Guo(x) = G(x) = \/zl—m =P [_% (X - M)zl

1.0
B U=0, 0%=0.2, =/ ]
N [1=0, 0?=1.0, =
0.8 U=0, 0%=50, =[]
R / \ p=-2, 02=05, —| |

0.0
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Uma propriedade importante

@ Cilculo de valores médios

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018

30 / 142



Uma propriedade importante

@ Cilculo de valores médios

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018

30 / 142



Uma propriedade importante

@ Cilculo de valores médios

(== | " (x = 1)"G(x)dx

—00

@ Fazendo uma mudanca de variavel

X = U n 1 n n 1 2
= = — )" = —— —2y?|d
y . ((x —p)") 27r0 / y exp[ 2y} ly
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Uma propriedade importante

@ Definindo
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Uma propriedade importante

@ Definindo

o0 n 1
I = / y" exp {_24 dy

—00

o Consultando uma tabela de integrais
Iy =V2r
I, = 0 se n for impar

In
In—2

=(n—1)paranparen>1
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Uma propriedade importante

@ Substituindo
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Uma propriedade importante

@ Substituindo

o Exemplo:
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Uma propriedade importante

@ Substituindo

o Exemplo:
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Propagacao de incertezas

@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018 33 /142



Propagacao de incertezas

@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

05 = <(Z - MZ)2>
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Propagacao de incertezas

@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

05 = <(Z - MZ)2>

@ Substituindo a férmula no cdlculo da variancia:

o2 = (Ix+y = (e + m)l)
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Propagacao de incertezas

@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

05 = <(Z - MZ)2>

@ Substituindo a férmula no cdlculo da variancia:

o2 = (Ix+y = (e + m)l)

o2 = ([(x— m) + (v = m)I?)
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Propagacao de incertezas

@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

05 = <(Z - MZ)2>

@ Substituindo a férmula no cdlculo da variancia:

o2 = (Ix+y = (e + m)l)
o2 = ([(x— m) + (v = m)I?)

02 = ((x = mx)?) + ((y — 1y)*) + 2{(x = )y — 11y))
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Propagacao de incertezas
@ Considere um exemplo simples onde se quer calcular

Z=X+Yy

05 = <(Z - MZ)2>

@ Substituindo a férmula no cdlculo da variancia:

o2 = (Ix+y = (e + m)l)
o2 = ([(x— m) + (v = m)I?)

02 = ((x = mx)?) + ((y — 1y)*) + 2{(x = )y — 11y))

2

02 = 0% + 05 + 2covyy covy = ((x = ) (y — 11y))
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Férmula geral

@ Seja uma grandeza calculada através de uma fungdo qualquer

y = f(x1,x2,...%x,) = f(X)
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Férmula geral

@ Seja uma grandeza calculada através de uma fungdo qualquer

y = f(x1,x2,...%x,) = f(X)

o = ([F() = (P
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Férmula geral

@ Seja uma grandeza calculada através de uma fungdo qualquer

y = f(x1,x2,...%x,) = f(X)

o = ([F() = (P

@ Fazendo uma expansdo em série de Taylor da fun¢do em primeira
ordem:

%) = () + g;,(x,- )
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Férmula geral

@ Seja uma grandeza calculada através de uma fungdo qualquer

y = f(x1,x2,...%x,) = f(X)

o = ([F() = (P

@ Fazendo uma expansdo em série de Taylor da fun¢do em primeira
ordem:

%) = () + g;,(x,- )

2
o) = < [f(ux) + Z g:;(xi — i) — f(Mx)] >

]
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Férmula geral

@ Seja uma grandeza calculada através de uma fungdo qualquer

y = f(x1,x2,...%x,) = f(X)

o = ([F() = (P
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Férmula geral

2
of
0}2’ = 2 :axl_(xi _Mi)

i

@ Pegando esta equac¢do e abrindo explicitamente o quadrado, podemos
reagrupar os termos de tal forma que:
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Férmula geral

2
)

@ Pegando esta equac¢do e abrindo explicitamente o quadrado, podemos
reagrupar os termos de tal forma que:

2
=3 ()t ) + HD 5 e (b= 1) = )

i i
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Férmula geral

2
)

@ Pegando esta equac¢do e abrindo explicitamente o quadrado, podemos
reagrupar os termos de tal forma que:

2
2= (50 (o) + Zzg)fjj (05— 1)~ 1)

i i

of \? of Of
0}2, = Z (8X,> 0,-2 + ZZJ: a—Xia—chov,-j

i

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018 35 / 142



Férmula geral

of \? of of
U)Z,ZZ ((9)(’> 0,-2+Zza—)qa—)(jcov,-j
i J

1

@ Esta férmula geral de propagacgao de incertezas pode ser escrita em
uma forma matricial do tipo
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Férmula geral

of \? of of
U)Z,ZZ ((9)(’> 0,-2+Zza—)qa—)(jcov,-j
i J

1

@ Esta férmula geral de propagacgao de incertezas pode ser escrita em
uma forma matricial do tipo

oy =r"xr
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Férmula geral

1

of \? of of
U)Z,ZZ ((9)(’> 0,-2+Zza—)qa—)(jcov,-j
i J

@ Esta férmula geral de propagacgao de incertezas pode ser escrita em
uma forma matricial do tipo

oy =r"xr
Oy,
M= O com Oy = of
P ! aXi
Ox,
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Férmula geral

of \? of of
U)Z,ZZ ((9)(’> 0,-2+Zza—)qa—)(jcov,-j
i J

1

@ Esta férmula geral de propagacgao de incertezas pode ser escrita em
uma forma matricial do tipo

o2 =TTxr
y
0 (72 COvVi2 -++ COV1
X1 1 5 n
of COV21 0y +++  COV2p
r= e com Oy, = Y =
e aX,'
2
aXn COVp1r COVpp v (™
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Férmula geral

of \? of of
U)Z,ZZ ((9)(’> 0,-2+Zza—)qa—)(jcov,-j
i J

1

@ Esta férmula geral de propagacgao de incertezas pode ser escrita em
uma forma matricial do tipo

o2 =TTxr
y

(72 Ccov tee COov
8x1 1 212 1n
of COV21 0y +++  COV2p

M= x2 com Oy, = — Y =
e aX,'
2
Ox, COV,1 COVpp - s

Y é chamada de matriz de covariancia
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Exemplo

@ Mediu-se o tempo de queda de um baldo de uma altura
h=234,0£0,5 m e obteve-se t = 2,65+ 0,20 s. Qual a aceleracido?
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Exemplo

@ Mediu-se o tempo de queda de um baldo de uma altura
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Exemplo

@ Mediu-se o tempo de queda de um baldo de uma altura
h=234,0£0,5 m e obteve-se t = 2,65+ 0,20 s. Qual a aceleracido?

h
a:2§

of \ 2 of \ 2
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"“"(évh) “”(évr) o

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018)

12 semestre 2018

37 / 142



Exemplo

@ Mediu-se o tempo de queda de um baldo de uma altura
h=234,0£0,5 m e obteve-se t = 2,65+ 0,20 s. Qual a aceleracido?

h
a:2§

f\? af\? 2\? 4n\?
2 2 2 2 2
() () 7= (2) 3+ ()

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018 37 / 142



Exemplo

@ Mediu-se o tempo de queda de um baldo de uma altura
h=234,0£0,5 m e obteve-se t = 2,65+ 0,20 s. Qual a aceleracido?

@ Substituindo os valores

a=9,74+1,5m/s?
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E a covariancia?

@ A covariancia é dada por

Covyy = ((x — px)(y — py))
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E a covariancia?

@ A covariancia é dada por
covyy = ((x — )y — 1y))
@ Se as varidveis x e y sdo totalmente independentes, elas podem
flutuar de maneira independente e a somatdria tende a se anular, de

modo que:
Covyy, =0
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Quando grandezas s3ao dependentes entre si?

dados f(x)=ax+b

@ A situacdo mais comum é no -
ajuste de uma curva. 5

» Os pardmetros ajustados
possuem, em geral, a0
covariancia, pois estdao
vinculados entre si através dos 30
pontos experimentais.

» Se eu forcar o coeficiente 2
linear para um valor maior eu
devo diminuir o coeficiente 10
angular para continuar
passando pelos pontos .
experimentais.
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Um exemplo: a curva caracteristica da pilha

@ Matriz de covaridncia do ajuste

Curva caracteristica da pilha

in
3

y =[0]+[1] *x = a+ bx

Tenso [V]

Resultados do ajuste

Numero de parametros 2
Chi2 3.42626
Nimero de graus de liberdade 5
parametro Valor Incerteza
0 1.4856 0.00837212
1 -0.292165  0.0186493

Matriz de covaridncia

7.00924E-05 -0.000139318
-0.000139318 0.000347797

117 AN PP BUIN I IR PR FU P

00 0.1 02 03 04 05 06 07 08
Corrente [A]
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Um exemplo: a curva caracteristica da pilha

Curva caracteristica da pilha

Tensio [V]

@ Qual a corrente maxima?
» Extrapola para tensdo = 0

a__ 0

’max — _E - _[1]

@ Qual a incerteza na corrente

Y] 2
maxima /!
0.0
0 1 2 3 4 U 6
Correntf [A]
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Um exemplo: o foco da lente convergente

@ Qual a incerteza na corrente maxima?

. a
Imax = —
b
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Um exemplo: o foco da lente convergente

@ Qual a incerteza na corrente maxima?

. a
Imax = —
b

Qimax \ Qimax \° imax Dimax
0',-2maX:< 8:) U§+< 8;) 0242 6; 8; COVap

@ Calculando as derivadas, temos:

2 1 a 2 _74
Uimax ?Ua —+ b4 ?COVab

@ E é sé substituir os valores
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Faz diferenca utilizar a covariancia?

@ Depende da situacdo
@ Vamos estudar a covaridncia em detalhes no préximo semestre

» Por enquanto vamos nos acostumar com a existéncia dela e utilizar
quando necessério.

» Sempre que formos utilizar pardmetros de um ajuste para fazer contas,
fiquem atentos a covariancia.
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Cuidados importantes

@ Consideramos que todas as grandezas envolvidas possuem
distribuicGes gaussianas
» E se n3o possuirem?
* Veremos como lidar com isto em breve
@ Fizemos uma expansao em Taylor de primeira ordem.

» Esta expansdo é sempre razoavel?
» E se n3o for? O que devemos fazer?

* Respostas em um futuro préximo
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Sumario

© Tratamento estatistico
@ Funcdo densidade de probabilidade
@ Densidade de probabilidade gaussiana
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Repeticao de um experimento

@ Histogramas simples de contagens nao sio interessantes pois a
comparag¢do entre dois conjuntos de dados diferentes nem sempre é
possivel de forma direta

» Depende do niimero de entradas no histograma

g F ar

oo Si60F

g [ g r

140 140

1201~ 120~

100 100

80— X();

60— 60f

40— 4();

i i ﬁ
IR B PRSI R IR Lo vy 1y I TR
10 1.5 2.0 25 3.0 3.5 1.0 15 20 25 3.0 3.5

tempo de queda [s] tempo de queda [s]
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Probabilidade

@ Define-se a probabilidade de se obter um determinado resultado como
sendo a relagdo entre o nimero de vezes que esse resultado é obtido
dividido pelo nimero total de dados, quando este é suficientemente

grande
. N(R)
PR) = Jlim "
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Probabilidade

@ Define-se a probabilidade de se obter um determinado resultado como
sendo a relagdo entre o nimero de vezes que esse resultado é obtido
dividido pelo nimero total de dados, quando este é suficientemente
grande

N(R)

PR = im Sy

@ Em um histograma definem-se canais e contam-se quantas
ocorréncias tem-se naquele canal

N(R) = N(x,x + Ax)

» Em um histograma a probabilidade depende da escolha do tamanho do
canal do histograma
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Histogramas de probabilidade

Ak

03 03

021~ 02

0.1 0.1

P I PR —— ool Ly T =

10 15 20 25 3.0 3. 1.0 15 20 25 3.0 35
tempo de queda [s] tempo de queda [s]
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Sumario

0 Incertezas

e Propagacao de incertezas

© Tratamento estatistico
@ Funcdo densidade de probabilidade

@ Mais um pouco de estatistica

© Ajustes de fungdes e o método dos minimos quadrados

@ Testes de compatibilidade
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Densidade de probabilidade

e A Fun¢do Densidade de Probabilidade (FDP) é definida de tal forma
que a probabilidade de encontrar um resultado em um intervalo é tal

que
xX+Ax
P(x,x + Ax) = / H(x")dx’
@ Ou seja
. P(x,x+ Ax)
H(x) = lim ——=
(x) AxSo Ax

> A densidade de probabilidade n3o depende da escolha do tamanho do
canal em um histograma

* A menos de flutuagdes por conta da amostra ser limitada
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Histogramas de densidade de probabilidade

P 5 5
2 2
3 2
z 2
£ 2
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Algumas caracteristicas das densidades de probabilidade

@ Por ter significado de uma densidade é sempre positiva
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Algumas caracteristicas das densidades de probabilidade

@ Por ter significado de uma densidade é sempre positiva

@ Como a probabilidade é sempre um nimero entre 0 e 1, a integral da
densidade de probabilidade em todo o espaco deve ser a probabilidade
de ter um evento, quaisquer que sejam suas caracteristicas, ou seja,

100%. Deste modo -
/ H(x")dx" =1

—00
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Sumario

0 Incertezas

9 Propagacao de incertezas
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A gaussiana

1 a2
H(x) = ———e 2(55%)
V2mo
10 T T T T T T | T | T
L H=0, 02=0.2, = |
o 1 B
- / \ p=-2, 0?=0.5, —|
0.6 1

0.0

|

I I I !

| A\
0.2 \ f 1

@ Serd que tudo que é derivado de uma grandeza gaussiana também
possui FDP gaussiana?
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Experimento virtual

@ Seja uma grandeza qualquer (x) que possua FDP gaussiana de valor
verdadeiro y1 e variancia o, conhecidos.
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Experimento virtual

@ Seja uma grandeza qualquer (x) que possua FDP gaussiana de valor
verdadeiro y1 e variancia o, conhecidos.

@ Realiza-se um experimento no qual sdo tomadas v medidas independentes
desta grandeza e o resultado do experimento é o valor médio dessas medidas

1%

_ 1
Xzfg Xi
v

i=1
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Experimento virtual

@ Seja uma grandeza qualquer (x) que possua FDP gaussiana de valor
verdadeiro y1 e variancia o, conhecidos.

@ Realiza-se um experimento no qual sdo tomadas v medidas independentes
desta grandeza e o resultado do experimento é o valor médio dessas medidas

1%

_ 1
Xzfg Xi
v

i=1

@ Calcula-se também a variancia “experimental’ destas medidas em relacdo ao

valor verdadeiro
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Experimento virtual

@ Seja uma grandeza qualquer (x) que possua FDP gaussiana de valor
verdadeiro y1 e variancia o, conhecidos.

@ Realiza-se um experimento no qual sdo tomadas v medidas independentes
desta grandeza e o resultado do experimento é o valor médio dessas medidas

1%

_ 1
Xzfg Xi
v

i=1

@ Calcula-se também a variancia “experimental’ destas medidas em relacdo ao
valor verdadeiro

@ Como s3o as FDPs do valor médio e da variancia? S3o gaussianas? O valor
médio da varidncia experimental coincide com a varidncia real? Qual a
dependéncia dessas FDPs com o niimero de medidas realizadas, v7?
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Experimento virtual

o Considere que um experimentador repita, diariamente, o experimento
descrito anteriormente e calcule, para cada dia, o valor da média e o
valor de chi-quadrado e coloque os resultados em um histograma. No
final da vida dele ele vai ter repetido isso tantas vezes que é possivel
conhecer as FDPs dessas duas grandezas.

e Para facilitar, vamos considerar 1 = 0 e 0, = 1. Nao h3 perda de
generalidade pois sempre podemos fazer uma mudancga de varidveis

do tipo:
X—p

—Yy
Ou

@ Por sorte existem computadores e pode-se simular este experimento

computacionalmente, bem como a repeticao do mesmo
indefinidamente.
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Distribuicao do valor médio

@ Continua sendo uma gaussiana
» A média ndo se altera com v (n na figura)
» Na medida em que v (n na figura) aumenta, a gaussiana fica mais
estreita

desvio padrao da media

0.8,
0.6 05}
0.4

0.2 B

Liiiilisialsiaslisistisilisilisslivial | !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 1 10 W
n
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Distribuicao da variancia

1 1 <
ot =" i—p)?= N
i i=1

@ Como os termos da somatdria sdo sempre positivos ndo é esperado
que ela tenha média zero.

@ O valor médio da varidncia é 1 (um), como esperado para o seu valor
verdadeiro?
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A distribuicdo da variancia “experimental”

@ Para um nimero pequeno de pontos a distribuicao claramente n3o é
gaussiana

@ Para poucos pontos tem-se a tendéncia de SUBESTIMAR a variancia
dos dados

5000 —v=1
—v=2
—v=5

v=10
—v=20
— v=50

4000

3000

2000

1000

HH[H\I‘HI\‘HH‘HH‘\
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Distribuicao de chi2

v x: ,U 2 v

2 _ i~ _ 2

=2 (A1) =20y
i=1 i=1

@ A FDP do chi-quadrado n3o é gaussiana

@ O valor médio da distribuicdo de chi-quadrado é v.

120001 H
r gL
Eg
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i
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O chi2 reduzido

@ Chi2 reduzido tem a mesma distribui¢cdo da varidncia!!!l

14 14
2 _ 1 2 _ 1 2
0% == (x5 —p —*5 yi
UV “ UV “
=1 =1
14
Xred = E E YI
14 g
i=1 s
5000{— —v=1
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4000:— —v=5
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3000 — —v=20
E — v=50
2000{—
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Quem é v?

@ Relembrando, “... Imagine um experimento no qual se realizam v
medidas independentes desta grandeza e o resultado do experimento
é o valor médio dessas medidas..”

» v é o nimero de medidas estatisticamente independentes no
experimento. E chamado de nimero de graus de liberdade da
amostra.

* Nimero de graus de liberdade corresponde a quantidade de valores
independentes que podem variar livremente no cdlculo de uma
grandeza estatistica.

* O que é independente em uma amostra?
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Nimero de graus de liberdade

@ Toma-se um conjunto de dados e calcula-se a sua varidncia

o Considere a situacido na qual o valor verdadeiro da amostra n3o é

conhecido

» A melhor estimativa do valor verdadeiro da amostra corresponde ao

valor médio da mesma
» A variancia seria calculada como:

» Note que N — N — 1 na expressdo acima. Porque disso?
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Nimero de graus de liberdade

@ No momento em que a média é calculada, somente N — 1 pontos s3o

totalmente livres para variar. O dltimo ponto da amostra
necessariamente deve ter o valor:

N-1

xn:NX—ZX,-

i=1

@ Um dos dados da amostra n3o é independente dos outros. Ele esta

vinculado aos demais por conta do valor médio calculado.

@ O numero de graus de liberdade disponiveis é N — 1. Esta é uma

interpretacdo pela qual aparece o N — 1 no célculo da variancia
quando n3o se conhece o valor verdadeiro da amostra.
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Porque distribuicées de probabilidade s3o importantes?

@ Quando ¢é feita uma medida, ou um conjunto de medidas, queremos
saber quio provével é o resultado obtido ou quio confidvel é a andlise
realizada.

» A medida é compativel com o valor tedrico esperado?
» Duas medidas sdo compativeis entre si?

» O ndmero de pontos neste gréfico é suficiente?

» O ajuste de reta que foi feito é bom?

@ Para responder estas perguntas precisamos conhecer as distribuicoes
de probabilidade das muitas grandezas envolvidas.
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o Incertezas
@ Representacdo de uma medida
o Estatistica
@ Exemplo

@ Propagacio de incertezas

© Tratamento estatistico
@ Funcdo densidade de probabilidade
@ Densidade de probabilidade gaussiana

@ Mais um pouco de estatistica
0 0y
@ Exemplos

© Ajustes de funcdes e o método dos minimos quadrados

@ Testes de compatibilidade



Caixa de Galton

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018 67 / 142



Uma pergunta recorrente

@ Quando eu sei que o 2 de um ajuste é bom ou ruim?
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Uma pergunta recorrente

@ Quando eu sei que o 2 de um ajuste é bom ou ruim?
2
> Xred ™ 1
* Ordem de grandeza apenas ou tem algum intervalo numérico definido?
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Uma pergunta recorrente

@ Quando eu sei que o 2 de um ajuste é bom ou ruim?
2
> Xred ™ 1
* Ordem de grandeza apenas ou tem algum intervalo numérico definido?

» E se o x? for muito grande ou muito pequeno?
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FuncgGes de densidade de probabilidade (FDPs)

@ Normal ou gaussiana

1 _l(u)z
= e 2 o
p(y) o
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Sumario
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9 Propagacdo de incertezas

© Tratamento estatistico
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e O X2
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FDP de 2

@ Vamos realizar um experimento virtual, no qual simularemos a
obtengdo da amostra X,z = {x;}
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FDP de 2

@ Vamos realizar um experimento virtual, no qual simularemos a
obtengdo da amostra X,z = {x;}

@ A partir dessa amostra vamos calcular a varidvel de interesse (no
nosso caso, o x?)
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FDP de 2

@ Vamos realizar um experimento virtual, no qual simularemos a
obtengdo da amostra X,z = {x;}

@ A partir dessa amostra vamos calcular a varidvel de interesse (no
nosso caso, o x?)

@ Vamos repetir esse experimento virtual um nimero muito grande de
vezes de modo a obter as FDP das varidveis estudadas.
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Simplificando o problema

@ Ao invés de usar a amostra X, vamos fazer uma mudanca de variavel
tal que
Xi — [

“w

Y={yi} — vi=

@ Ou seja, vamos estudar uma amostra de valor verdadeiro 0 e
variancia 1.
» Para FDP com médias e varidncias diferentes, basta uma mudanca de
escala
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FDP de y

@ Y segue uma distribuicao normal de valor verdadeiro 0 e varidncia 1

1.2

1 —5Y
P(Y):Ee 2

0.2

0.15

0.1

0.05
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FDP de 2

o A funcdo 2 é definida como:

n
_ Xi — K
X2_Z< IU#

i=1

2 n
) =>x
i=1

e A FDP é obtida calculando o valor de x? para cada conjunto de
dados simulado
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FDP de y2

F.D.P.
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FDP de 2

o A FDP nao segue mais uma distribuicdo normal, mas sim:

1

P(ﬁ) - m

@ Onde I' é a fungdo gama, n é o nimero de graus de liberdade e &, o
valor de 2.
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FDP de y2

F.D.P.
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FDP de x2, e o

e A funcao Xfed é definida como:

1o/ xi—p 2 1
2 _ i _ 2
Xred_nz< o > —n;%’

i=1

@ Por outro lado, a varidncia de um conjunto de medidas é:

1 1 —
SR MR %
i=1

i=1

@ Ou seja, essas grandezas sdo muito similares e seguem a mesma FDP
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FDP de x2, e o

—n=1

F.D.P.
T

107"

102

107 L

10

@ Note que quanto maior o nimero de graus de liberdade, mais estreita
¢ a distribuicao.
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FDP de x2, e o

2 ~ - . e A .
@ X;.4 © 0 sao importantes em testes de significancia
» A funcdo xfed é calculada quando se faz um ajuste de curvas. Como

avaliar se o ajuste é bom?
» Em uma medida estatistica, como saber se a varidncia que estou

obtendo é representativa?
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Probabilidade acumulada

@ Podemos definir como probabilidade acumulada a grandeza:

X Probabilidade da varidvel t
P(x) = / p(t)dt — assumir um valor menor ou
- igual a x

o Essa grandeza é particularmente (til para definir intervalos de
confianga

» Ex: qual o intervalo de 95% de confianca para a distribui¢do de X2, de
um ajuste com 5 graus de liberdade?
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

0.8

Prob. acumulada
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

@ Se fizermos um ajuste de 5 graus de liberdade, qual o intervalo
esperado de Xfed com 90% de confianca?
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

@ Se fizermos um ajuste de 5 graus de liberdade, qual o intervalo
esperado de Xfed com 90% de confianca?
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

@ Se fizermos um ajuste de 5 graus de liberdade, qual o intervalo
esperado de Xfed com 90% de confianca?
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

@ Se fizermos um ajuste de 5 graus de liberdade, qual o intervalo

esperado de Xfed com 90% de confianca?

Prob. acumulada
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Probabilidade acumulada de x2, (ou o)

@ Se fizermos um ajuste de 5 graus de liberdade, qual o intervalo
esperado de Xfed com 90% de confianca?

0,2 < X%y < 2,1
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Moral da historia

@ Testes de chi-quadrado e anélise de residuos (andlise mesmo, ndo
apenas fazer um gréfico) constituem ferramentas poderosas na
validacdo de resultados experimentais

@ Cilculo de intervalo de confianga para chi2, teste-z, teste-t, etc.

» No WebROOT — Calculadoras

@ E se o valor de chi2 estiver fora do intervalo de significancia?

> Em geral:

* Incertezas super/subestimadas
* Modelo tedrico n3o se aplica aos dados
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Sumario

© Incertezas

e Propagacdo de incertezas

© Tratamento estatistico

@ Mais um pouco de estatistica

@ Exemplos
e Ajustes de funcdes e o método dos minimos quadrados

@ Testes de compatibilidade
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Um bom ajuste

o x> =11,45
e ngl =18
@ 95% CL =8,2 < x?< 32 .

8
T[T T[T T T[T

0.07

Q.06

0.05

o.04

0.03

0.0z

0.01
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Incertezas superestimadas

° x> =0,45

e ngl =18 TE

0 95% CL = 8,2 < x2 < 32 T
o-.oa éi%:
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Incertezas subestimadas

o \2 =286 .
e ngl =18
@ 95% CL =28,2< x2<32

T[T T T[T [T I

s 8 8 & 8 2

0.07

0.06

0.08

residuos

0.04

0.0z

0.0z

0.0l
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Funcao incorreta

e x> =105 :
e ngl =18 ::
@ 95% CL =8,2<x?< 32 -

0.08

0.04

0.03

0.0z

0.0l
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o Incertezas
@ Representacdo de uma medida
o Estatistica
@ Exemplo

@ Propagacio de incertezas

© Tratamento estatistico
@ Funcdo densidade de probabilidade
@ Densidade de probabilidade gaussiana

@ Mais um pouco de estatistica
e 0 y?
@ Exemplos

© Ajustes de fungdes e o método dos minimos quadrados

@ Testes de compatibilidade



Problema basico

@ Imagine um conjunto de dados
{xi, yi,oi}

@ E uma funcio
y = f(x,3a)

@ Onde o vetor 3 corresponde ao
conjunto de pardmetros desta
funcao

@ Qual o vetor & que descreve
melhor o conjunto de dados?
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Vamos dar um passo para tras

@ Imagine um conjunto de medidas realizadas y; com valores
verdadeiros p;, cujas fungdes densidade de probabilidade s3o:

H(yi, i)
@ Os valores verdadeiros podem ser fungdo de outra grandeza, x;, ou
seja:
Hi = f(Xfa ‘5)

@ Onde os elementos do vetor 3 sdo os pardmetros desta fungdo
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Método da maxima verossimilhanca

@ Podemos definir uma func3o batizada de verossimilhanca como sendo:

L= H H(yi, i) = H H(yi, f(xi, )

@ Esta func3o n3o pode ser obtida pois n3o conhecemos o vetor &

@ O método da maxima verossimilhanca consiste em encontrar o vetor &
de tal forma que L seja maxima
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Método da maxima verossimilhanca

e Em geral (vai ficar claro porque) trabalha-se com o logaritmo de L
L—InL

@ Que deve ser maximizado de modo a encontrar o vetor 3.
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O Método dos minimos quadrados

@ Vamos assumir que as medidas y; tenham distribuicdes gaussianas de
tal modo que:

1 _;( —f( ,-5))2
H(yi, i) = e ? i
Vini) = = om

@ A fungdo de verossimilhanga vale (para N medidas)

1 ,V,'*”(X,'ﬁ'))2

= 1 _7< o
L—Hai\/ﬂe 2
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O Método dos minimos quadrados

o Entao;

"X () S (0T)

1

o Lembrando da definicio de x?, temos:

1
In L = const — 5)(2
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O Método dos minimos quadrados

@ Deste modo, para L ser maxima

1 i_f iy 2
In L = const — 5)(2 com x? = Z (yM)>

- gi
i

e O x?2, deve ser minimo. Encontrar o vetor & que torna o x2 minimo é
resolver um sistema de equacdes que parte de
dx?

=0
daj
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Exemplo: f(x;,a) = ax

@ Resolvendo o problema:

2
2 Yi — ax;
=y ()

XiYi
dX2 Zi o2
—_— = 0 = a = 7’2
da S5
i Uiz
@ Que tem solugdo dnica L . - . =
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Exemplo: f(x;, a) = ax

@ Resolvendo o problema:

2 _ Yi —axj
-y (1

Minimo bem
)2 evidente no Chi2

XiYi

O _ it
da - 9T x?
2o

@ Que tem solucdo unica

e b b b b e w uy
1.80 1.85 1.90 1.95 2.00 2.05 2.10
a
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Funcoes lineares nos parametros

@ No caso de fun¢des lineares nos parametros
f(x,a) = Zakgk(x)
k

@ Onde gk(x) pode ser uma fungio qualquer, desde que n3o contenha
nenhum parametro a ser ajustado
@ Neste caso o MMQ tem resolucdo analitica fechada

» Ver, por exemplo, Fundamentos da Teoria de Erros, J. H. Vuolo para
férmula geral
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Para um bom ajuste, quantos pontos e onde medir?

@ Vamos supor um experimento virtual onde os dados se comportam

segundo o modelo
1

2
1+ ()

@ E o nosso objetivo é determinar, experimentalmente, wg
» Sabemos, por estimativas, que wy ~ 4000 rad/s

G(w) =
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Quantos pontos e onde medir?

@ Vamos fazer dois experimentos virtuais:
» Exp 1
* Medimos 10 pontos em diferentes regides de w
» Exp 2
* Medimos 5, 10, 15, 20, 25 e 30 pontos na mesma regido de w

e Como as curvas de x? se comportam?

@ Qudo bem determinado é wg em cada medida?
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos

em varios intervalos

vV VY vy VY VY

w =0 — 500 rad/s

w =0 — 2000 rad/s
w =0 — 4000 rad/s
w =0 — 6000 rad/s

w = 0 — 20000 rad/s

0.2~

FRRTY ETTE FTTTA FYRTY FETT1 P FOeT P A

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000

o[rad’s]
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos
em varios intervalos

w =0 — 500 rad/s

w =0 — 2000 rad/s

w =0 — 4000 rad/s

w =0 — 6000 rad/s

vV VY vy VY VY

w = 0 — 20000 rad/s

0.2
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 900010000
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos
em varios intervalos

w =0 — 500 rad/s

w =0 — 2000 rad/s

w =0 — 4000 rad/s

w =0 — 6000 rad/s

vV VY vy VY VY

w = 0 — 20000 rad/s

0.2~
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos
em vdrios intervalos

vV VY vy VY VY

w =0 — 500 rad/s

w =0 — 2000 rad/s
w =0 — 4000 rad/s
w =0 — 6000 rad/s

w = 0 — 20000 rad/s

0.2~

ITET] FNRT1 ERTTARRTRA ARARANTENANTENA FRUTA FRRTUNALT
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 800010000
o[rad/s]
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos
em vdrios intervalos o8l

» w=0—500rad/s

» w =0 — 2000 rad/s ol

» w=0— 4000 rad/s '.

» w=0— 6000 rad/s I

> 0.4~

» w =0 — 20000 rad/s I
0.2~
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Qual regiao medir?

@ Vamos medir sempre 10 pontos
em varios intervalos

w =0 — 500 rad/s

w =0 — 2000 rad/s

w =0 — 4000 rad/s

w =0 — 6000 rad/s

vV VY vy VY VY

w = 0 — 20000 rad/s

0.2~
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Como € a curva de x27

@ Fizemos x2,.4 para caber tudo no mesmo grafico

24
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10000
w, [rad/s]
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Como € a curva de x27

@ Fizemos X2,y para caber tudo no mesmo grafico

@ A escolha do intervalo de
medida define qudo bem vocé

) " . @ Parametros ajustados
define a regido de minimo do 2 J

» w=(25+1.7) x 10% rad/s

) — 3
» No nosso caso, medir somente w = (3.72£0.40) x 10" rad/s

o comeco da curva (dados
“pretos” ) ndo consegue definir
o valor do parametro

> Reflexo na incerteza do
parametro ajustado

>
>
» w=(4.09 +0.14) x 103 rad/s
'S
>

w = (3.86 = 0.12) x 103 rad/s
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Quantos pontos medir?

@ Vamos medir diferente nimero
de pontos no mesmo intervalo

» 5 pontos
» 10 pontos
15 pontos
20 pontos

v

30 pontos

b b ben b b b b baaa baag
0 2000 4000 6000 8000100001 20001 4000160001800(20000
o[rad’s]
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Quantos pontos medir?

@ Vamos medir diferente nimero
de pontos no mesmo intervalo

» 5 pontos
» 10 pontos
15 pontos
20 pontos

v

30 pontos

b b bbb b bisa b L
0 2000 4000 6000 8000100001 200014000160001 8000000
o[rad/s]
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Quantos pontos medir?

@ Vamos medir diferente nimero
de pontos no mesmo intervalo

» 5 pontos
» 10 pontos
15 pontos
20 pontos

v

30 pontos

0.2~
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0 2000 4000 6000 8000100001 200014000 6000180020000
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Quantos pontos medir?

@ Vamos medir diferente nimero
de pontos no mesmo intervalo

» 5 pontos
» 10 pontos
» 15 pontos
» 20 pontos
>

» 30 pontos

AT FRTI FRRA PRI R NI NRNARNNE FARE RARARET!
0 2000 4000 6000 800010000 200014000160001 8000000
o[rad/s]
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Quantos pontos medir?

ol
@ Vamos medir diferente nimero

de pontos no mesmo intervalo 0dl

» 5 pontos I

» 10 pontos o

» 15 pontos '

» 20 pontos I

> 0.4

» 30 pontos I

0.2]
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Quantos pontos medir?

@ Vamos medir diferente nimero
de pontos no mesmo intervalo

» 5 pontos
» 10 pontos
» 15 pontos
» 20 pontos
>

» 30 pontos

AT FRTI FRRA PRI R NI NRNARNNE FARE RARARET!
0 2000 4000 6000 800010000 200014000160001 8000000
o[rad/s]
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Como € a curva de x27

@ Fizemos x2,.4 para caber tudo no mesmo grafico

24
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Como € a curva de x27

@ Fizemos x2,4 para caber tudo no mesmo grafico

@ Fixando-se o intervalo que se
toma os dados a curva de x2,eq
quase nao muda de forma

@ Pardmetros ajustados

w = (4.09 +0.19) x 10° rad/s
w = (3.88 £ 0.13) x 10° rad/s

v

@ Porque é melhor tomar mais

dados? w = (4.00 £0.09) x 103 rad/s

vV vy vy VvYyy

(o)
Vndf

w = (4.03£0.07) x 10 rad/s

of ~
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Resumindo

@ Intervalo de medida

» Define a forma da curva de x2
> Define a sensibiliade que temos em definir o valor minimo de x2 e,
consequentemente o valor do pardmetro ajustado

* |sto afeta também a incerteza no parametro
@ Ndmero de pontos
» Define a incerteza no pardmetro ajustado

@ A combinagdo dos dois define a qualidade da sua analise!
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E funcdes n3o lineares nos parametros?

@ S30 aquelas onde os parametros aparecem dentro de expressdes nao
lineares, por exemplo

f(x,a) = apsen(aix + az)
@ Em geral ndo da para resolver analiticamente as expressoes de
minimizac3o do x2.

» Utilizam-se métodos numéricos para isto
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Método tipico de ajuste de funcbes nao lineares

@ Em geral utiliza-se algoritmos baseados em gradiente

= =y
----0--

Equipe 4302213 - Fisica Experimental Il (2018) 12 semestre 2018 111 / 142




Exemplo: f(x, a) = sen(ax)

@ Quem nunca se deparou com o
problema ao lado?

» O ajuste ndo é bom
@ Chute inicial a =2

@ Mas o método n3o encontrou
um minimo de x??

» Encontrou sim, e dai?

©
ES
o
%
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Exemplo: f(x, a) = sen(ax)

1200

@ Func¢des ndo lineares podem
gerar funcdo de x? com
minimos locais

1000

800
» Dependendo do chute inicial

acabamos caindo em um
destes minimos

600

@ Estamos interessados no minimo 400
global

Equipe 4302213 - Fisica Experimental IIl (2018) 12 semestre 2018 113 / 142



Exemplo: f(x, a) = sen(ax)

1.0

@ O chute inicial torna-se muito
importante no ajuste de fun¢Ges
nao lineares 00

@ Chute inicial a=10.8

0.5

-0.5

@ Encontramos o minimo geral

-1.0

©
IS
=
®
=
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Algumas consideracoes

@ Método de maxima verossimilhancga

» Maximiza-se a probabilidade com base nas densidades de probabilidade
dos pontos
» Se forem gaussianas e independentes — maxima verossimilhanga
resulta em achar o minimo de x? (MMQ)
@ Ajustes de MMQ com fung¢bes ndo lineares podem ser delicados

» Chute inicial dos pardmetros é importante
» E as incertezas nos parametros ajustados — préxima semana
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Leitura recomendada

@ Tratamento Estatistico de Dados em Fisica Experimental, capitulo V,
O. Helene e V. Vanin. Ed. Edgard Bliicher.

@ Fundamentos da Teoria de Erros, capitulo 10, J. H. Vuolo. Ed.
Edgard Blucher.
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0 Incertezas
@ Representacdo de uma medida
o Estatistica
@ Exemplo

@ Propagacio de incertezas

© Tratamento estatistico
@ Funcdo densidade de probabilidade
@ Densidade de probabilidade gaussiana

@ Mais um pouco de estatistica
e 0 y?
@ Exemplos

© Ajustes de funcdes e o método dos minimos quadrados

@ Testes de compatibilidade



Teste z

@ Imagine que foi realizada uma medida e queremos compara-la ao seu
“valor verdadeiro” - muitas vezes uma previsao teérica - calculamos z

Y —u
Z =
Oy

@ y serd compativel com p se |z| < 3

@ Isso é razoavel? Qual a origem do valor 37
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Probabilidade acumulada

@ Podemos definir como probabilidade acumulada a grandeza:

« Probabilidade da variavel t
P(x) = / p(t)dt — < assumir um valor menor ou
- igual a x

@ Nesse caso, p(t) é a fungdo densidade de probabilidade da grandeza
estudada
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Teste z

@ No teste-z, assume-se que a varidvel z possui FDP normal

@ Se a hipétese do teste for verdadeira z deve possuir valor verdadeiro zero e
variancia 1

Prob. acumulada
° °
o ®

°
by

°
9

oF
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Teste z

@ No teste-z, assume-se que a varidvel z possui FDP normal

@ Se a hipdtese do teste for verdadeira z deve possuir valor verdadeiro zero e
variancia 1

2] <3 = ~99.9%

Prob. acumulada

@ No teste-z, 3 significa que ~ 99.9%
das medidas devem estar nesse

04f intervalo, ou seja, a chance de obter

b um valor com |z| > 3 é desprezivel

¥ ’ B @ CUIDADO! N3o usem o valor 3 a
o d esmo. Entenda o seu significado
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Teste z

@ Mas serd que a variavel z assume uma FDP normal?

_y—n
Oy

z

F.D.P. paray F.D.P. para o
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Teste z

@ Vamos realizar o mesmo procedimento (exp. virtuais) de aulas
passadas e obter a FDP de z para diferentes niimeros de graus de
liberdade (ndf)

_y—H
oy

z

@ Ou seja, vamos simular, para um dado ndf qual é o valor médio de y,
a sua incerteza e calcular z.
@ Vamos comparar a distribuicio de z com uma distribuicdo normal de
média 0 e varidncia 1.
» O teste-z supbe que a varidvel z tem distribuicdo normal de média 0 e
desvio padrio 1.
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FDP de z para ndf =1

F.D.P.
o
'S

0.35

0.3

0.25

0.2

0.15
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FDP de z para ndf =1

F.D.P.
T

10"

102
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FDP de z para ndf = 2

F.D.P.
T

10"

102
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FDP de z para ndf = 10
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FDP de z para ndf = 50!!

-
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woor

107 =

10'2?
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z
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Conclusoes

@ A varidvel z somente possui FDP normal para medidas com elevado
ntimero de graus de liberdade

» Tipicamente ndf > 20 j d4 para aproximar com um pouco de ressalva
@ Ou seja, o teste-z s6 pode ser utilizado em situacées com grande ndf
» A situacdo é critica para ndf ~ 1-2

@ Que tipo de teste utilizar para pequenos valores de ndf?
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Teste-t de Student

e Willian Gosset (Student) - 1908
» Distribuicdo de probabilidades de Student (ou distribui¢do t)

@ A distribuicdo t surge quando se quer comparar valores médios de
distribuicGes com poucos graus de liberdade. O fato da FDP da
variancia ndo seguir uma distribuicao normal, nesses casos, faz com
que seja necessario utilizar distribuicoes t de probabilidade
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Teste-t de Student

@ Vamos supor que queremos comparar duas amostras diferentes e
testar se elas s3o compativeis. Cada amostra foi medida com um
certo nimero de graus de liberdade, possui uma média e um desvio

padrao estimado da amostra. Define-se a grandeza t, de modo geral,
como sendo:

G- ¥i; = média da amostra i
1— Y N .
t= 5= — o; = variancia da amostra i
91 4, %2 . :
ot n; = ndf da amostra i
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Exemplo

@ Duas turmas mediram uma constante C e obtiveram as seguintes
distribuicoes. Podemos dizer que os valores médios das salas sao

o
compativels!
6 1 2F SN
1.8
5 7
% 16f
1 14
ab
1.2
3 1| X
08 -§§
oL
0.6
04
L
0.2~
bl il “.m\ ) B ol e i
950 1000 1050 1100 1150 1200 1250 950 1000 1050 1100 1150 1200 1250
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Um caso particular

@ Queremos comparar o valor médio de uma amostra com uma
expectativa para o seu valor verdadeiro (tedrico, por exemplo). Nesse
caso, t pode ser escrito como:

D (S 7 B (Sl

2 2 [k
(/%4 %2 vn
ny + ny !

@ Que é a mesma expressao para z
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Teste-t de Student

@ O teste-t de Student consiste em verificar se a hipétese de igualdade
entre valores médios de duas amostras (ou entre o valor médio de
uma amostra e uma expectativa “verdadeira”) é vélida, ou seja,
verificar se:

= yi—y2 out:yl_'u

o2 o2 gL
21 Z2 /N
n + ny

@ Contudo, para testar essa compatibilidade, devemos levar em conta
que a distribuicdo de t n3o é mais normal

@ Qual a FDP de t?

@ E compativel com zero
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Distribuicao t de Student

@ Grandezas que s3o obtidas como razoes entre uma distribuicdo
normal (valor médio) e uma distribuicio de x? (variancia, por
exemplo), possuem FDP de Student.

» Grandezas t e z se enquadram nessa relacdo

r n+1 t2 _(nTH)
ple) - 2L <1+>
r (5) \/nm n
@ Sendo n o nimero de graus de liberdade da distribuicdo e ' a fungdo
Gama

http://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-distribution
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FDP de t para ndf =1

F.D.P.
T

10"

102
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FDP de t para ndf =1

F.D.P.
T

10"

102
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Distribuicoes-t para diferentes ndf

— Gaussiana

F.D.P.

: = t-distr ndf =1
N\

L \ = t-distr ndf = 2
/ \ t-distr ndf =5

—— t-distr ndf = 10

t-distr ndf = 20

10"

10-2 -

PRI B RRNTI BRI R

o 8 6 -4 =2 0 2 4 6 8 10
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Probabilidade acumulada

©
3 L
s
E L
5
0 —
® 0.8
-] [
<] L
o B
0.6—
i = Gaussiana
0.4— —— tdistr ndf = 1
B we t-distr ndf =2
0.2— t-distr ndf =5
B —— t-distr ndf =10
0 t-distr ndf = 20
1 L 1 1 I 1 1 Il [ I L L I 1 1 1 | 1 1 L ‘ I 1 | 1 1 1 ‘ 1 L L |
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

t
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Intervalo de confianca

@ Do grafico de probabilidade
acumulada fica claro que, o
intervalo de compatibilidade de
t para o mesmo nivel de
confianga (por exemplo, 99%) 0s
depende do nimero de graus de r
liberdade da amostra

T

Prob. acumulada
°
®
T

— Gaussiana

—— tedistr ndf =1
teistr ndf =2
tistr ndf =5

—— tdistr ndf = 10

» Podemos ter |t| < 8, em
alguns casos, para ~95% de i i )
confiangal!

tistr ndf = 20
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Teste-z e teste-t no webroot

webROOT - GRIPER (Grupo de fons Pesados Relativisticos) do Instituto de Fisica - USP/SP

Bem-vindo Alexandre Suaide

Otima conexdo em 011012014 - 20:39:27
Cadastrado dosde 2011272011 - 1

Selecione uma opgao abaixo
o Mostra a pasta
o Minhas aplicagdes
o Pastaatual
« Criarum(a) novo(a) ...

rafi " te de

fungdo
Combinado de graficos - Combinar graficos simples em uma nica
ura
o Histograma 10 - Histograma em uma dimens&o (x) com ajuste de
funy
o Fungao f(x) - Fungéo de uma variavel (x) com com opg3o de integral
& deriva
o Mapa de ChiZ - Analisa mapa de ChiZ para dois parametros de um
ajuste de grafico
o Propagagdo de erros - Calcula densidades de probabilidades
usando método de Monte Cario com uma variavel independente e
parametros correlacionados entre si
o FFT - Tranformada rapida de Fourier em 1D com possbilidade de
filragem de sinal
Calculadoras

o Célculo de Intervalos de confianca (Chi2, gaussina, Student, etc.)
o Calculadora clentifica simples.

o Alterar senha
o Minhas preferéncias
o Ajuda

o sar

Célculadora de intervalos de confi V
Fungdo densidade de e —r
probabilidade —_

| Student
Nivel de confianga [0g9731 |
Tipo de céiculo [ simétrico de dois lados |
Namero de graus de liberdade 5
Média [ \
Desvio padrao [
[ CALCULA |

Intervalos de confianca

Limite inferior 5511
Limite superior 5511
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Teste-t de Student

@ Leva em conta o fato da FDP para t (ou z) desviar de uma
distribuicao normal para poucos graus de liberdade
» Importante para fazer uma comparagdo justa entre conjuntos de dados
@ Para saber mais, olhe em qualquer livro de estatistica. Esse é um
teste padrdo.
> http://en.wikipedia.org/wiki/Student%27s_t-test
» http://en.wikipedia.org/wiki/T _distribution
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