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Capitulo 1

Introducao, Modelagem
Analitica e Revisao de Calculo
Numeérico

1.1 Introducao

O problema com computadores é que eles somente fornecem res-
postas.
Pablo Picasso.

O objetivo de se pesquisar em fisica é descobrir novos efeitos[] Até me-
ados do século XX, um efeito podia ser descoberto experimentalmente ou
teoricamente. I a descoberta de novos efeitos fisicos que alimenta tanto a
fisica experimental, quanto a tedrica e propicia a interacao entre as duas.

A partir da segunda metade do século XX, efeitos podiam ser compre-
endidos através da fisica computacional. A fisica computacional utiliza o
computador para realizar analises numéricas, manipulagoes simbdlicas, si-
mulacoes numéricas, ou controles em tempo real. No entanto, o grande ob-
jetivo da fisica computacional é o de descobrir nos efeitos fisicos, antes do
experimento ou célculo teérico. Uma comparacao dos termos utilizados em
Fisica é realizada na Tabela

O objetivo da disciplina é:

e apresentar:

— alguns conceitos fisicos e matematicos,

MO primeiro prémio Nobel descobertas usando métodos computacionais foi de 2013 de
Quimica para Martin Karpus, Michael Levitt e Arieh Warshael (ver. S. Skaf, Quimica
Nova Escola 35 243-246 (2013)).
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Experimental \ Computacional \ Teorica
amostra modelo modelo
aparato codigo resolucao de

fisico computacional equacgoes
calibracao testes analise de casos
do programa limites conhecidos
medidas calculos validacao
analise dos analise dos
dados dados alguma previsao?

Tabela 1.1: Tabela comparativa de termos da Fisica

— técnicas de modelagem e

— simulacao em computadores.
e apresentar aplicagoes e exemplos oriundos da:

— fisica,

— biologia,

— financas,

— ciéncias sociais,

— ciéncia da computacao etc.
e Enfase nos:

— tratamentos matematicos,
— ferramentas computacionais e

— métodos numeéricos.

1.2 Modelagem Analitica

A modelagem analitica é necessaria em quase todas as areas cientificas. Ela
reduz sistemas complicados para suas caracteristicas essenciais. Desta ma-
neira, é possivel tratar analiticamente o sistema e entender as suas proprie-
dades. Para isso é necessaria uma boa dose de abstracao e simplificacao. A
titulo de exemplos, vamos considerar primeiramente um sistema massa-mola
e posteriormente um péndulo real.
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1.2.1 Sistema Massa-Mola

Considere um corpo de massa m sobre uma mesa. Este corpo se desloca sem
atrito, nem com o ar, nem com a mesa, assim podemos considera-lo com
uma particula pontual. Esta particula pontual estd presa a extremidade de
uma mola perfeita, com constante de mola k. A outra extremidade da mola
estd presa a uma parede infinitamente rigida. Dado um deslocamento inicial
x(0) = xg, essa particula oscila com uma amplitude g e uma frequéncia
angular w = y/k/m. O deslocamento da particula em relagao a posi¢ao de
equilibrio estatico é: ,

C;Tf = -z, (1.1)

onde vemos que o periodo de oscilagao do corpo depende somente da razao
k/m e nao de k e m isoladamentes. A solucao da Eq. é:

%Z) = cos(wt) . (1.2)

Observe que as grandezas: z(t)/xy e wt sdo adimensionais. Portanto o
periodo de oscilagao é: T' = 27 /w = 2wy/m/k.

O grafico z(t)/xo x wt representa todos os osciladores harmonicos, inde-
pendentemente da condicao inicial e constante de mola.

1.2.2 Péndulo

O péndulo real consiste essencialmente de dois objetos. O primeiro é uma
barra, de comprimento ¢ e massa my, pressa em uma extremidade a um
suporte, de tal modo que fique suspensa com um angulo inicial 6, da direcao
vertical. O segundo objeto é uma bola de raio a e massa m presa na outra
extremidade da barra. A barra esta sujeita ao atrito com o suporte. Tanto
a barra como a bola estao sujeitos a resisténcia do ar.

Amplitude Arbitraria

Assim a energia cinética depende da forma do sistema e a energia poten-
cial depende nao-linearmente do angulo de lancamento. Na modelagem ma-
tematica, podemos considerar a barra como sendo muito fina, de compri-
mento ¢ e muito leve (comparado com a massa da bola) e desprezar a sua
massa (m, < m). Podemos também considerar uma bola pontual, ou seja,
desprezar as dimensoes da bola (¢ < ¢) com relagdo ao comprimento da
barra e considerar somente a sua massa m. Desprezamos o atrito entre a
barra e o suporte e a resisténcia do ar. Desta maneira consideramos a barra
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pelo seu comprimento e a bola pela sua massa. A energia cinética é dada por
E. = mf*§®/2. A energia potencial vale E, = mgl(1 — cos ), onde g é a ace-
leracdo da gravidade. Das leis de Newton (ou das formulagoes de Lagrange
ou Hamilton), a movimentagao do péndulo é dada

d’0
ml = —mgsin 6
d*0 —

Pode-se concluir que a massa m nao é uma grandeza que entra no problema.
A grandeza relevante é a razao entre a aceleragao da gravidade e o compri-
mento da barra g/¢. Para resolver este problema, multiplicamos a equagao
por 6 = df/dt e integramos no tempo: [ dtfdf/dt = —(g/¢) [ dfsing. Ob-
servando que 0df/dt = [d6?/dt]/2, temos: 0 = (2g/¢)cosf + C, onde C' é
uma constante que é determinada pelas condicoes iniciais. Quando ¢ =0, a
amplitude do péndulo é A(0) = 6, e a velocidade é nula ((0) = 0), assim
C = —(g/l) cosby e § = \/2g/l+/cos 8 — cos By. Rearranjando os diferenciais
temos dt = \/{/(2g)df/+/cos @ — cos by, o que leva a:

t / 0(t) 4o’
/dt’:t: _/ , (14)
0 29 Jo, /cost — cosby

de onde obtem-se 6(t).
O periodo T' de oscilacao, vale quatro vezes os tempo do sistema sair da

posicdo inicial § e passar por § = 0, assim fOT/4 dt =+/l/(29) foeo df/+/cos O — cos By:

o do
T4 ﬁ/ | (1.5)
29 Jo +/cosf — cosb

Este é o resultado exato para o periodo de um péndulo simples. No entanto,
temos uma integral eliptica de primeiro tipo, que podemos resolver numeri-
camente. Fazendo a aproximagao de pequenas amplitudes podemos resolver
analiticamente esta equacao.

Pequenas Amplitudes

Fazemos entao a suposicao de que o angulo de lancamento é muito pequeno
0y < 1, assim a Eq. pode ser escrita como:
d’0 —g
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cuja solucao ¢ dada por:

%’j) ~ cos (%) , (1.7)

T =4/~ (1.8)

onde

é o periodo da oscilagao. Observe que da Eq.[1.5 na aproximagao de pequenos
angulos, também obtemos T' = \/E/_g Tendo a solucao analitica do sistema
fica facil compreender caracteristicas fundamentais dos péndulos reais, como
o fato do periodo de oscilagio depender da razao ¢/g e nado somente de
comprimento ¢ ou somente da aceleracao da gravidade g. No entanto, observe
que o péndulo matematico (simplificado) néo existe no mundo real.

1.3 Qualidade do Modelo

A qualidade de um modelo é julgada pelos seguintes critérios: complexidade,
universalidade, poder preditivo e simplifica¢oes/abstragoes.

complexidade: analise dos parametros e variaveis do sistema. Lembre-se
da navalha de Occam: Se diferentes idéias explicam a mesma coisa,
aceite a mais simples. Devemos considerar:

e 0 numero e natureza das consideracoes feitas,
e 0 nimero de parametros livres.

e possibilidade de

— simular numericamente,
— calcular numericamente e

— resolver analiticamente.
e representacao fiel dos detalhes do sistema.

e gama (range) de aplicagoes.

Em geral, tém-se o seguinte conflito: quanto maior a representagao dos
detalhes, menor é a gama das aplicagoes.

universalidade: a estrutura matematica de sistemas reais muito diferen-
tes podem ser supreendentemente parecidas. Por exemplo: agregados
fractais (superficies de cristais e colonias de bactérias), sincronismo
(péndulos acoplados e redes neurais), dindmica (magnetos desordena-
dos e otimizagao estocéstica).



ALEXANDRE SOUTO MARTINEZF{sIcA COMPUTACIONAL DF/FFCLRP/USP

poder preditivo: Devemos ainda considerar:

e Acurdacia das previsoes quantitativas e qualitativas.

e Podemos somente reproduzir e compreender propriedades ou po-
demos prever caracteristicas novas (novos efeitos) dos sistemas?

simplificagoes/abstragoes: O nivel apropriado depende:

e objetivo da modelagem, i.e., prever o tempo para os proximos dias
ou modelar a evolugao do efeito estufa em nivel global;

e as ferramentas analiticas disponiveis e o poder computacional: po-
demos modelar um simples neurénio (4&tomo) em grandes detalhes
mas como modelar 10 neurénios no cerébro (ou 10%* 4tomos em
um cristal)?

Em suma, a arte da modelagem se resume:

e deixar para tras detalhes que sao irrelevantes para o problema conside-
rado e

e manter somente as caracteristicas necessarias que permitem compreen-
der e fazer previsoes.

1.4 Equacoes Diferenciais

Apresentamos a seguir uma breve revisao de calculo numérico onde enfatiza-
mos alguns aspectos técnicos. A maioria dos sistemas fisicos modelados por
computador usam fundamentalmente trés métodos. Dada uma funcao f(z),
com z definido no intervalo [a, b] (dominio), devemos saber calcular:

e a derivada em um dado ponto (diferenciagao),
e a integral e
e as raizes de f(x).

Isso nos leva a resolver equagoes diferenciais, que sao os modelos analiticos.

Iniciamos, apresentando a notacao a ser utilizada e explicitamos formas
de escrever numericamente a primeira derivada. O célculo nimerico da se-
gunda derivada leva a um rapida propagacao de erros. Apresentamos entao
o algoritmo de Verlet para resolver esse problema.ﬂ

BVer Computational Physics, Koonin Cap. 1 Sec. 1,2 e 3 e Cap. 2
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1.4.1 Primeira e Segunda Derivadas

Considere a fungao f(t) e estamos interessados em obter numericamente sua
derivada no ponto to. Divida a varidvel independente ¢ em intervalos At, de
modo que t, =ty + nAt e chame f, = f(t,). Expandindo f(t) em série de
Taylor em torno do ponto ¢y temos:

[ (o) (AL f"(to)(AL)?
St e (L)

E conveniente utilizar a notacdo fin, = f (to £ nAt), assim fy = f(to) e

fa = f(E+AL)

f(t) = fto) + f'(to) At +

_ ¥ to)if’(to)At+f”(to)Q(At)z L SM@YT

( 3l
feo = f(t+2A0)
= flto) £ 2f(to) At 4f”(t02)(m)2 = 8fm(t§3(m)3 4. (111)

Das relagoes acima obtemos as féormulas de derivagao numérica, ao discretizar
os modelos continuos.
Na férmula de dois pontos, escrevemos fi1 = fo+f (to) At+f" (to) (AL)? /2+
Lassim fi— fo = f'(to)At+ f"(to)(At)?/2+. .. e desprezando as parcelas
de ordem superiores, temos:

F(to) = f“A f0+(’)[At], (1.12)

que produz um erro de ordem At. Analogamente poderiamos ter escrito
f'(to) = (fo — f-1)/At + O[At], que produz a mesma ordem de erro.

Para férmula de trés pontos para o calculo numérico da derivada, usamos
f+1 - f—l = 2f/(t0)At + 2f”/(t0)(At)3/3' + ... assim: <f+1 - f_l)/At =
21 (to) + 2" (to)(At)?/3! + .... Desprezando parcelas de ordem superiores
em At, obtemos f ‘L

Jr1i—J 2
Fto) = P2 L olan?), (113)

que produz um erro de ordem (At)2.
Uma precisao ainda maior é obtida com a féormula de quatro pontos:

f—2 —8f 1 +8f11—
"t
Para o calculo numérico da segunda derivada, observamos que f; —2fy+

o1 = f"(to)(At)?* + O[(At)*], assim:

i) = F S ol (115

EENN O[(AtY], (1.14)

9
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Apesar deste método ser de ordem (At)?, evite utiliza-lo, devido a répida
propagacao de erros. Para obter solugoes de sistemas que usam a segunda
derivada (Leis de Newton, por exemplo) utilize o algoritmo de Verlet. Ver

as Eqs. até [1.38

1.4.2 Integracao Numérica

Considere o dominio de z, o intervalo [a, b] divido em partes iquais de tama-
nho Az, assim a integral é:

/ dz f(o [/am /“+M / dexf(m). (1.16)

A idéia bésica é aproximar f(z) entre f(x — Ax) e f(x + Ax) por funcoes
que possam ser integradas analiticamente.
A aproximagao linear em z, resulta na regra do trapézio:

/ dn f(2) = 22 flr— Ax) 1 2f(2) + f(r + Ax)] + O[(A2)] (1.17)

“Ax 2
Escrevendo:
o) = 0+ LD =SB S0 - 25& . JEAD) g
temos que:
[ do fa) = 1A +450) - f-Aa)) + O(Aa)] . (119)

que é a regra de Simpson. No intervalo [a, b] temos:

b
/ de f(z) = %[f(a) +4f(x+Azx)+ ...+ f(b)] . (1.20)

Usando a aproximagao cibica para f(x) temos a regra de Simpson 3/8 e
polomios quarticos, a regra de Bode.

1.4.3 Muitas Derivadas

Vamos agora consider o caso geral de equagoes diferenciais ordinarias de

ordem n: ~ .
dnf dn—lf . . .

10
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que podem ser escritas por n equacoes diferenciais ordindrias de ordem 1.

Por exemplo, uma particula de massa m constante em um campo de
forca F' tridimensional obedece a segunda lei de Newton, que é uma equacao
diferencial ordinédria de ordem 2:

d*F 5
Mmoo = F, (1.22)

7 = x& 4+ yy + 2z é o vetor posigao (varidavel dependente) e t é o tempo
(varidvel independente).

Chamando o momento linear p' = mdr/dt e F= dp/dt, temos as equagoes
de Hamilton. Considerando o espaco tridimensional temos seis equacoes de
primeira ordem:

Z—f - % (1.23)
% - % (1.24)
% - % (1.25)
dé? = F, (1.26)
% - F, (1.27)
dCZZ - F. (1.28)

Podemos entao resolver uma equagcao diferencial ordinaria de ordem n, resol-
vendo um sistema de n equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem.
Primeiramente, vamos entao considerar uma equagao diferencial de pri-
meira ordem
df

—=o(f.1). (1.29)

A idéia é integrar esta equacgao em um intervalo de tempo ¢, e t,1:

Fltwin) = 56+ [ " dt(f1) (1.30)

Chamando f, = f(t,), obtemos a férmula de Euler, considerando At =
tne1 — t, muito pequeno, de modo que o integrando possa ser considerado
uma constante:

ft1 = fa+ O(fr, ta) AL (1.31)

Esta é justamente a discretizacao que utilizamos ao longo do texto.

11
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Para um sistema de equacoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
escrevemos:

fn+1 fn + At¢(f7h n) ) (132)

que passam a ser escrito como sistemas lineares: ¢(fy,,t,) = Afn.
Agora considere a equacao diferencial de segunda ordem:

a>r -
ﬁ = ¢<T,T, t) . (133)

Podemos utilizar dois métodos para resolver esta equacao:

1. sistema de equacoes de primeira ordem, que leva a uma rapida pro-
pagacao de erro (devido ao fato de considerar ¢ constante na integral

da Eq. ou

2. algoritmo de Verlet.

O algoritmo de Verlet consiste em considerar que ¢ nao depende de 7
e escrever:

Ft+At) = 7t)+ ) At + (o) (A

5 T (1.34)
Ft—At) = F(t) — i (t)At + f(t)g_m)z +..., (1.35)
assim 7(t + At) — 7(t — At) = 27(t) + 7 (t) (AL + ... e

(
*F (4 At) — 27(t) + 7t — At)
=7 = a0 (1.36)

Como ¢ nio depende de 7, 7(t) = ¢(7,t) ¢ a discretizacio no tempo leva em
um instante t; em 7y — 27 4+7;_1 = ¢;(At)2, onde 7; = 7#(t;) e ¢; = ¢(F;, 1),
assim:

Py = 27 — Ty + ;(At)? (1.37)

que é a derivada numérica usando a férmula de trés pontos (Eq. . Para
obter 71 é necessario conhecer 7; e 7;_1, ou seja, a posi¢ao em dois instantes
precedentes.

As velocidades sao dadas por:

=
= 1.38

As condigobes iniciais sao: 7y e 1. O problema consiste em determinar 77.
Para isto considere a expansao em série de Taylor da posigao 7(tg + At) =

12
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F0+UOAt+¢;0(At)2/2, onde Uy = ?(to) e (Eg = gg(ﬁ), to) = #(tp). Desta maneira
podemos iterar a Eq. e calcular as velocidades, quando necessario usando
a Eq. [1.38]

This concept is essentially based on the philosofical and psycholo-
gical assumption that nature works with simplicity and efficiency.

Experience has lead us to the conclusion that: all the interes-
ting equations are either trivial, or impossibly difficult to solve
analytically.
N. Vandewalle and M. Ausloos, in “Evolution Motivated Compu-
ter Models”

A seguir ilustramos a idéia de modelagem matematica através de mode-
los continuos e discretos. A complexidade dos modelos aumentam gradati-
vamente, permitindo assim a descricao de situacoes cada vez mais complica-
das. Consideramos primeiramente os modelos continuos, que em alguns casos
permitem obter solucoes analiticas. Em seguida, discretizamos os modelos
continuos e obtemos os modelos discretos que se prestam melhor a calculos
computacionais.

1.5 Modelos Continuos

Através da modelagem matematica podemos inferir quais parametros sao
relevantes no que diz respeito a proliferacao de células ou tratamento de tu-
mores, sem a necessidade de experimentos in vivo ou in vitro que sao mais
custosos e em alguns casos impossiveis de serem realizados. A seguir, mos-
tramos como o alcance de interagao entre as células e a dimensao fractal
em que essas células se proliferam estao relacionados a um tinico parametro
do modelo. Além disso, a partir da modelagem é possivel extrair grande-
zas relevantes para um dado problema. Por exemplo, para um tratamento
eficiente de tumores a grandeza relevante nao ¢é s6 a intensidade do trata-
mento, mas sim a relagao dessa intensidade com o momento em que a taxa
de crescimento da massa tumoral é maxima [?]. Outro aspecto importante é
a possibilidade de revelar aspectos comuns de modelos aparentemente muito
diferentes modelos. Isso nos permite olhar os diferentes tipos de crescimento
como uma coisa so, ou seja, obter leis fundamentais que regem o crescimento.

13
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Para descrever a relagdo entre uma funcao de crescimento f(t), que repre-
senta um modelo e uma variavel temporal ¢, aumentamos gradativamente a
complexidade dos modelos a serem apresentados.

1.5.1 Modelo Constante

A funcao mais simples que existe é o modelo constante:

f(t):fo,

em que fp é uma constante, que tem a unidade (dimensao) de f. Neste
modelo, pode-se eliminar a dependéncia de fy fazendo y(t) = f(t) — fo = 0.
Assim, com esta transformagcao (translagao de f(t) de fy), todos os modelos
constantes colapsam em y(t) = 0, uma reta passando sobre a abcissa do
sistema de coordenadas. Em todo o dominio —oo < t < oo, a fungdo nao

varia, pois:
df (t)

—==0.
dt

1.5.2 Modelo Linear

No modelo linear, a derivada da funcao nao depende do valor da funcao.

Coeficiente Constante

A variagao mais simples do modelo linear é expressa por:

df (t)

—_r7
dt 0

em que ro é uma constante que tem a unidade de f sobre unidade de t.
Podemos entender 7y como sendo a quantia que se ganha (ro > 0), ou se
perde (rg < 0), por unidade de t. Observe que para ro = 0, reobtemos o
modelo constante df (t)/dt = 0, no qual ndo se ganha, nem se perde e f(t)
fica constante: f(t) = fo. A solugdo do modelo linear df(t)/dt = ry é a
equagao linear:

f(t) = fo+ro(t—to),

com condi¢do inicial fo = f(to). Aqui, assumimos que f(t) = 0 para t < t.

Vamos chamar a variavel ¢t de varidvel independente, pois podemos varia-
la livremente dentro de seu dominio. A varidvel f, chamamos de varidvel
dependente, pois seu valor depende de t considerado [f(t)]. A grandeza rg
é chamada de parametro, pois nao varia com t e fy é chamada de condicao
inicial.
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A equacao df(t)/dt = rg, com t aumentando a partir de to, para: (i)
ro < 0, diminui (linearmente); (ii) ro = 0, permanece constante e (iii) 79 > 0,
aumenta (linearmente).

Dados fy e rg, pode-se fazer um grafico linear para representar a f(t) =
fo +1ro(t — o). O valor de fy — roty é aquele em que a reta corta o eixo
da varidvel dependente (ordenada) e ro = tanf é o coeficiente angular, ou
seja, a tangente do angulo entre a reta e o eixo da variavel independente
(abscissa). No entanto, é interessante graficar f(t) = fo + ro(t — to), inde-
pendentemente da condicao inicial fy e do parametro ry para ter o colapso
dos dados. Redefinindo as variaveis: y = f(t) — fo e x = ro(t — to), tem-se
que a variavel independente agora é = e a varidvel dependente é y(z), que
se tornou independente da condicao inicial, mas ainda tem a dimensao de
f. Neste caso, o colapso de dados se dd na reta padrao: y(x) = z, que tem
inclinagao unitaria e passa pela origem do sistema de coordenadas.

Coeficiente Variavel

O modelo linear pode também ser expresso por:

df (t)
= ro(t)
em que 79(t) é uma fungao nula, para t < to e arbitraria, para t > t;. A

solucao desta equagao é dada por:

t
f(t) = fo +/ dt’ ro(t') .
to
A inclusao do coeficiente variavel nao alterou a natureza linear do problema,
pois chamando: y = f(t) — fo e z = ft'; dt’ ro(t'), obtemos a reta padrao
Yy =T

1.5.3 Modelo Exponencial

A situacao fica mais interessante se a variacao de f depender linearmente
do proprio valor de f, o modelo exponencial. Por exemplo, isto acontece
em aplicacoes financeiras, onde o quanto se ganha, ou se perde, depende do
quanto se tem aplicado em determinado ativo em um dado instante. O mo-
delo de crescimento populacional de Malthus é um outro exemplo de aplicacao
deste modelo [?].
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Coeficiente Constante

Considere o modelo exponencial:

%(tt) =rf (t) )

em que r; é uma constante, que tem o inverso de t como unidade. Em
matematica financeira, r; é chamado de rendimento por unidade de tempo
e em dinamica de populagoes de tazxa de crescimento intrinseco. Observe
que para r; = 0, reobtemos o modelo constante df (t)/dt = 0. Para obter a
solucado de df (t)/dt = r f(t), vamos detalhar alguns passos que justificam as
mudangas de varidveis que iremos fazer: [df(t)/f(t)]/dt = dIn f(t)/dt = ry,
assim integrando esta equacao e tomando ¢t = ¢y para determinar a constante
de integracao, obtemos: In f(t) — In fo = r1(t — ty). Na escala logaritmica,
reobtem-se o modelo linear [compare esta equacao com: f(t)— fo = ro(t—to)].
E esta transformacao matematica que justifica o uso da escala logaritmica
em graficos. Fazendo a seguinte redefinigao de variaveis: y = In f(¢) —1In fy =
In[f(t)/fo] e x = ri(t —to) = (t — to)/to, tem-se o colapso de dados, em que
a grandeza ty = 1/r; representa o tempo caracteristico do sistema. Neste
caso, tanto a varidvel independente x, quanto a varidvel dependente y(x)
sao adimensionais. Na escala logaritmica, tem-se o colapso de dados na reta
padrao y(z) = x.

E possivel obter o colapso de dados nao-lineares (curvas)? A resposta é
sim. Da reta padrao y(z) = x, volta-se a escrever: In[f(t)/fo] = r1(t —to) o

que leva a:
f(t) _ eTl(t—to)

fo ’
que quando t aumenta a partir de ¢y, apresenta o seguinte comportamento,
para: (i) r; < 0, diminui (exponencialmente); (ii) 7 = 0, permanece cons-
tante e (iii) 71 > 0, aumenta (exponencialmente). Redefinindo as varidveis:
y = f(t)/f(to) e x = r1(t — to), tem-se o colapso de dados na exponencial
padrao: y(z) = e”.

Coeficiente Variavel

E interessante observar que podemos considerar o caso de rendimento variavel.
Nesta situacao, r; ¢ uma funcao nula, para t < tg e arbitraria, para t > t.

Assim
df ()

7 = Tl(t)f(t) ) (1'39)
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pode facilmente ser resolvido pois: dln f(t)/dt = ri(t), o que leva a:

%) = el [ drn(v)].

com fo = f(to). Se r; for uma constante, reobtemos f(t)/fy = e™(t=%).
Mesmo incluindo um coeficiente variavel, a natureza intrinseca do modelo
exponencial nao foi alterada, pois: y = f/fo e z = ftz dt'r1(t'), que se reduz
a exponencial padrao y(x) = . Neste caso, chama-se ty(t) = 1/7,(t), onde
r(t) = [1/(t—to)] ft'; dt'r1(t") é o valor médio de rq(t), o tempo caracteristico
do sistema é dado por: ty = fy(c0).

Um caso particular importante da equacao df (t)/dt = r1(t) f(t) consiste
em considerar ry(t) = Bkt’~1. Assim,

af(t N
WO _ oy (L)
cuja solucao ¢ dada por:

F(t) = fot=t0) (1.41)

que é conhecida como a func¢ao exponencial estendida ou funcao de Kohl-
rausch [?7,?7,7,7]. Esta fun¢ao, que é muito utilizada em medidas de tempo
de decaimento de luminescéncia, ainda apresenta a natureza exponencial,
mas na variavel deformada t. Neste caso o colapso dos dados se d4 nas
varidveis: y = f/fo e & = k(t? —t}).

1.5.4 Modelo Linear e Exponencial

Para representar, por exemplo, o crescimento de um ativo em uma aplicacao
financeira em que se aporta ou retira uma quantia fixa por unidade de tempo
considere os seguintes modelos.

1.5.5 Coeficientes Constantes

Pode-se combinar o modelo exponencial com o modelo linear através da
equacao:
df (t)

7:7“1]6(04‘7"0;

cuja solucao ¢é dada por:

f(t) — eTlt |:f067'1t0 o E(elet o e*Tlto)

To

= (fo + ;) eritt=to) _ 11 (1.42)

0 To
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com fo = f(to). Neste caso, ainda temos a mesma natureza intrinseca do
modelo exponencial, pois escrevendo: y = (f + r1/r0)/(fo +11/10) € x =
r1(t — o), o modelo se reduz a exponencial padrao: y(x) = e*. A grandeza
71, que é o inverso do tempo caracteristico fy = 1/r;, é relevante ao problema
mas 7y nao, pois ela nao aparece isolada nas transformacoes e sim dividida
por r;. Neste caso, a grandeza relevante é a razao ri/rg, em que 1/rq serve
simplesmente para determinar a unidade de tempo em valores absolutos, em
que os aportes ou retiradas sao realizados.

1.5.6 Coeficientes Variaveis

Considere primeiramente 7y é uma fungao nula, para t < ty e arbitraria, para
t > ty. Assim:
df (t)

T =r1f(t) +1o(t),

cuja solucao é dada por:

f(t) = e [foe 0 +/ dt'e™™ro ()] .

to

Ainda neste caso nao mudamos a natureza exponencial do modelo. Considere
; SAatar 9 — rit T 3.0~z /
as seguintes mudangas de varidveis: y = f/fo—rie™/ fy fo dx'e " ro(x' Jri+
to) e x = r1(t — o), tem-se a exponencial padrao y(z) = e”.
Considere r; nao mais uma constante, mas uma funcao que depende de

t, temos:
df (t)

=5 =) +ro(®)

cuja solucao ¢é dada por:

S = o+ J, o

com .
olr ()] = exol [ ()]
to
Ainda neste caso nao alteramos a natureza exponencial do modelo. Considere
as seguintes mudangas de variaveis: y = f/{fo+ ft'; dt’ exp[— ftto dt"ri(t")]ro(t')}

er = ftz dt"r1(t"), levando a solu¢ao do modelo a exponencial padrao y(z) =

em
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1.5.7 Modelo de Zipf-Mandelbrot ou Modelo de von
Foester et al. de Dinamica Populacional

Vamos agora considerar um modelo mais geral, em que f estd elevado a uma
poténcia arbitraria. Mostramos que, mesmo os modelos sendo nao-lineares,
em alguns casos eles podem ser linearizados. No entanto, nao é mais possivel
definir um tempo caracteristico para o sistema, o que é tipico de sistemas
complezros. Consideramos primeiramente o caso com coeficientes constantes
e posteriormente o caso com coeficientes variaveis.

Coeficientes constantes

Considere primeiramente a seguinte equacao:

df(t) _ 1-3
“ar ri—gf (1) - (1.43)

Esta equagao em quimica é chamada de equagédo cinética de ordem 1 —q [?].
Esta equacao também descreve o crescimento populacional dos seres humanos
na Terra [?] e uma data do juizo finaf’| é prevista. Para:

e r1_; =0, reobtemos o modelo constante (ver Sec. [1.5.1));
e ¢ =0, reobtemos o modelo exponencial (ver Sec. [1.5.3) e
e § =1, reobtemos o modelo linear (ver Sec. [L.5.2).

A solucao desta equagao pode ser encontrada reescrevendo-a como: ¢4t df/dt =
gk = df(t)/dt = gri_z, que é linear na varidvel v(t) = fi(t) e pode ser re-
solvida: v(t) = §ri_z(t —to) 4 v, em que a condicdo inicial é vy = v(te) = fJ
com fy = f(tp). Entao, tém-se:

M:<1+qtgto>l/@:eq(t—~to> | (1.44)

Jo g

q
com N
q
i= Jo (1.45)
T—g
Aqui ez(x) é a fungdo exponencial generalizada (para mais detalhes, ver
Sec. [1.8)), oriunda da mecanica estatistica nao-extensiva [?,?,?] e definida
por:
(1.46)

(¥

() = { limg ,4(1+ §2)Y7 | se o > —1
Jx) =

0, caso contrario

B'Fim da raca humana devido & superlotacao de individuos na terra
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Esta é uma fun¢do nao-negativa ez(z) > 0 e = 0 é um ponto especial,
pois €;(0) = 1, independentemente do valor de g. Para ¢ — 0, usando o
limite fundamental, reobtem-se o modelo exponencial: f(t) = fye(=%0)/ fo_
com ty = 1/ry.

A grandeza fq somente é um tempo caracteristico no modelo exponencial,
quando ¢ = 0 e ela fica independente da condicao inicial. Para ¢ # 1, existe
a dependéncia com a condicao inicial e ela nao pode mais ser interpretada
como um tempo caracteristico do sistema. Sistemas que nao apresentam um
tempo caracteristico sao chamados de sistemas complezos.

Na Eq. (1.44)), padroniza-se a varidvel dependente f(¢) dividindo-a pela
condigao inicial fo. A razao y = f(t)/fo é adimensional e f; estabelece a
unidade de medida para f(t). Ao contrario de f, nenhuma escala tipica,
intrinseca, caracteristica ou robusta existe para a variavel independente t.
Apesar de fq ter a unidade de t, seu valor depende da condicao inicial to. O
colapso de dados é obtido nas seguintes varidveis: y = f/fo e x = (t —to)/t5.

Coeficiente Variavel

Considere 7_; nao mais uma constante, mas uma funcao que dependente de

t, temos:
df (¢)

— = a0 (1.47)

A solucao desta equagao é dada por:

% = ¢; [fg /t: dt’rl_q(t')] : (1.48)

Um caso particular desta equagdo é quando ry_z(t) = Bkt?~1:

df(t) _ —1 r1—§g
el Bt~ FA(t) (1.49)

cuja solugdo é a funcdo exponencial estendida generalizada [?]

f(t) g
= AR - )] (1.50)

Observe que quando ¢ — 0 , ela se torna a fungao exponencial estendida.

1.5.8 Modelo de Bernoulli e Modelo de Richards-Schaefer

de Dindmica Populacional

Como vimos, algumas vezes é possivel resolver uma equacgao nao-linear fazendo-
se uma mudanca na variavel dependente que a transforma em uma equacao
linear.
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1.5.9 Coeficientes Constantes

Considere o caso da equacao de Bernoulli com coeficientes constantes:

df (t _é _

VO o=+ 70 (151)
com a mudanga de varidvel v(t) = fi(t), temos dv(t)/dt = rv(t) + r1_g,
cuja solugao é: v(t) = [v(ty) + 71 /r1_gle"-1¢7%) — 7y - Assim, na varidvel
original temos:

1/
w —J 11 1 ogli—to) _ 11 1.52
I, {[ + fgﬁ_q] e fgﬁ_q . (1.52)

Pode-se reescrever a equagao de Bernoulli de modo a enfatizar a variagao
relativa da fungao f(t). Para isto considere: [df(¢)/f(t)]dt = dln f(t)/dt =
r1_gf"9(t) +71. Vamos considerar agora a varidvel p(t) = 1/f(t), assim esta-
belecemos a ligagao entre a equagao de Bernoulli e os modelos de dinamica
populacional (modelos de crescimento) de uma espécie:

dlnp(t)
dt

= Gh—q,fl (p) : (153)

em que chamamos de func¢ao induzida de satura¢ao a expressao

. N _opit) -1

Grvogin0) = —raf(0) =2 =~
= —fl_q lnqp — 7:() (154)
com 7y_g = Gri_g € 7o = T1_3 — 7. A funcdo §-logaritmo: Ing(x) é definida
como o valor da drea debaixo de f3(t) = 1/t'79 no intervalo ¢ € [1, ] [?], que
é a fungao inversa da fungao G-exponencial (para mais detalhes, ver Sec. :

Todt 71
hlq(fﬂ) = ﬁ = 11m 37 por
1 i=q
rd—1 ~
_ {5, paag#0 (1.55)
In(z), parag=>0

Para qualquer valor de ¢, a area é negativa para 0 < x < 1; nula para x = 1
[Ing(1) = 0] e positiva para x > 1. Esta fun¢do ndo ¢ a fungao logaritmo na
base G [log;(z)], mas sim, a generalizacdo da definicdo do logaritmo natural
com um parametro. Para esta fungao, os seguintes comportamentos sao
observados. Para (i) ¢ < 0, a funcd@o: (a) diverge na origem Ing(0) = —o0;
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(b) converge, com = — oo: Ing(oo) = [1/g]. (ii) ¢ = 0, Ing(z) = In(x)
¢ a funcao logaritmo usual, com uma divergéncia marginal para ambos os
extremos Ing(0) = —oo e Ingz(oco) = co. Esta é a divergéncia mais suave. (iii)
¢ > 0, a fungdo: (a) converge na origem [Inz(0) = —1/q|; (b) diverge, com
T — oo assintoticamente para Ing(x) ~ 27/G. Porém, este terceiro regime
pode ser subdivido com respeito a concavidade com z — oo: (1) concavo,
para 0 < ¢ < 1, esta divergéncia é mais suave do que no caso § = 1; (2)
linear [Iny(z) = x — 1], para ¢ = 1; (3) convexo, para ¢ > 1. O ponto x = 1
¢ especial ja que Ing(1) = 0.

O modelo de Richards-Schaefer em dinamica populacional é definido por:

dInp(t)
dt

A solugao desse modelo é dada por:

= —flfqlnqp—fo . (156)

eg(€)

P = inaleale) ol ey

(1.57)

com T =7T_gt e € = —T¢/F1_g.

O regime estaciondrio é dado por: p* = p(co) = e;4(e) e indica a sobre-
vivencia da espécie somente se ge > —1, caso contrario, a espécie é extinta.
Deste modo, tém-se um valor critico ¢/ = —1/§ que separa as duas fases
ecoldgicas. O modelo de Richards é obtido fazendo 7y = € = 0. Para os casos
particulares temos os seguintes modelos: (i) ¢ = 0, o modelo de Gompertz e
(ii) ¢ = 1, o modelo de Verhulst. Estes modelos serao detalhados a seguir.

Modelo de Verhulst. Em dinamica populacional, o modelo exponencial
(de Malthus) somente é aplicavel no comego do crescimento da populagao.
A medida que a populagao de tamanho N (t), o instante ¢, cresce a uma taxa
de crescimento intrinseco ry, os recursos se escassam e a populacao tende
a ter um tamanho fixo K = N(o0). A constante K é chamada capacidade
de carregamento do meio. Para levar em consideracao o fato do meio ter
recursos finitos, a equacao de Malthus fica escrita como:

dN(t) N(t) ]

— = =nN() {1 -2

- (1.58)

que é a chamada equacao de Verhulst. Observe que este modelo é nao linear,
pois depende de f?(t) e que a solucao estdvel df (t)/dt = 0 implica em f(o0) =
K. Para relacionar com o que ja foi apresentado, considere p(t) = N(t)/K,
tem-se entao a equacao logistica:

dinp
dt

k(1 —p)=—klni (p), (1.59)
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sendo In;(z) =z — 1. A solucao desta equacao é:

1
14 (pgt = Dent’

p(t) (1.60)

sendo pg = Ny/Noo. Observe que, tomando o inverso de p(t) e subtraindo a
unidade, temos: [p~'(t) — 1]/(py' — 1) = e "* e os dados colapsam em uma
exponencial padrao.

Modelo de Gompertz. Considerando 7y = 0 na Eq. e entao fazendo
G = 0, temos o modelo de Gompertz:

dlnp
dt

que ¢ usado pelas companias de seguros para calcular o preco do seguro de
vida. A solucao é dada por:

=—rilnp,

p(t)=p5 .

Tomando o logaritmo de ambos lados temos: In(p(t)/py) = e ™" e nas

varidveis y = In(p/py) e x = 7;t, obtemos a equagao exponencial padrao

y=e".

Tt

Coeficientes Variaveis

Considere a dependéncia temporal em ambas as taxas de crescimento intrinseca
e extrinseca, de modo que a inser¢ao e retirada de individuos na populacao
¢é dada pela equacao:

dInp(t)]

b —r(t) Ing[p(t)] + €(t), (1.61)

cuja solucao é:

p(t) = {L {1 + /0 t dt'f(t’)fc(t’)} }_W, (1.62)

em que:
() = pge[fg dt'k(t')+q [y dt'é(t')] (1.63)

com 1(0) = pl.
Considere agora um crescimento intrinseco constante x(t) = k, que nos

chamamos de modelo de Richards-Shaefer com crescimento extrinseco depen-
dente do tempo:
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dInp(7)
dr

onde 7 = kt. Esta equacao pode ser resolvida e sua solugoes é conveniente-
mente escrita em termos fungoes logaritmo e exponencial generalizadas:

= —Ingp(7) +€(7) , (1.64)

eq [e(7)]
p(T) = : (1.65)
es {lnq {66[6(0)]} eq[e(T)]e_[qu(T)]T}

Po eqle(0)]

em que

er) = l/ dr'e(t") (1.66)
T Jo

¢ o valor médio de €(7) até o tempo 7. Note que esta é uma solucdo de
um modelo bem geral (Richards) com um termo de crescimento extrinseco
dependente do tempo. Para uma taxa de crescimento extrinseco constante
€(t) = € na Eq.([1.65)), reobtemos a solu¢ao do modelo de Richards-Schaefer.
A solugdo estaciondria (7 — oo) da Eq. ([L.63) ¢ p* = p(co) = ¢€4(€) em
que € = @ é valor médio de m A extincao da populacao ocorre para
jé < —1. Esta solucao permite obter a andlise de estabilidade de modelos de
dindmica de duas espécies interagindo [?].

Usando a mesma abordagem, podemos escrever a solucao estacionaria da
populacio como p* ~ (€ —€.)"/9, where €, = —1/§ em que ¢, = —1/G. Pode-
mos também calcular a susceptibilidade y = dp*/Je ~ (¢ — €.)/7"L. Dessa
forma, independente da complexidade, das taxas de crescimento intrinseca e
extrinseca, o sistema apresenta o mesmo comportamento critico.

Se €(t) for uma varidavel aleatdria, tem-se a equacao de crescimento aditiva
estocdstica. Nesse caso, se o valor médio for nulo ¢(7) = 0 e €(m)e(m) =
020(Ty — 71) (processo Gaussiano), a funcao densidade de probabilidade de
v = Inp satisfaz a equacaop de Fokker-Planck: 0.P(v) = 0,[P(v)Ingz(v)] +
(02/2)0%[P(v)] [?,7,?]. Ruido correlacionado e tipo Lévy também sao usados
[?7,2,7]

1.5.10 Conclusoes

Colapso de dados, fungoes de escala, transicoes de fase e expoentes criticos,
sao conceitos amplamente utilizados em diferentes dreas de pesquisa. Mostra-
se aqui a aplicacao desses conceitos em modelos de crescimento populacional.
Através do colapso de dados é possivel estabelecer escala e extrair expoentes
associados a transicoes de fase em equilibrio ou fora de equilibrio. Usando
a funcao de escala, uma vasta gama de modelos podem ser escritos como

24



ALEXANDRE SOUTO MARTINEZF{sIcA COMPUTACIONAL DF/FFCLRP/USP

um modelo linear simples. Incluindo uma taxa de crescimento extrinseca
nos modelos, surge uma transicao bem determinada entre sobrevivéncia e
extin¢ao da populacao. A taxa de crescimento extrinseca pode ser vista como
uma aproximacao de campo médio na interacao com outras espécies. Por essa
razao acredita-se que colapso de dados ocorra para modelos considerando
multiplas espécies. Ao considerar modelos estocasticos através de coeficientes
com dependéncia temporal, conjecturamos que o colapso de dados persiste
em tais modelos.

Em termos de aplicacoes, verifica-se a importancia de extrair grandezas
relevantes a partir de expoentes criticos fornecidos pelos modelos. No caso
de modelos de crescimento e tratamento de tumores, constata-se que nao so6
a intensidade do tratamento é relevante, mas também o momento em que a
taxa de crescimento do tumor é maxima.

J& na area economica, usando o trocadilho substituem-se células por
cédulas, sendo que agora podemos ter valores negativos para a variavel de-
pendente. Nesse caso poder-se-ia construir um modelo que levasse em conta
fatores microeconomicos e a partir de métodos da fisica extrair fatores rele-
vantes que levam o desenvolvimento de uma economia ou o sucesso de um
investimento.

1.6 Modelos Discretos

Vamos agora considerar a discretizacao de alguns modelos que apresentamos
no continuo.

1.6.1 Exponencial: Malthus

Vamos iniciar considerando a Eq. ??: dz(t)/dt = rx(t), que usando diferencas
finitas, pode ser escrita como:

z(t + At) — x(t)

Az = rx(t)
z(t+ At) = (1+rAt)x(t)
= ra(t), (1.67)

assim consideramos o passar do tempo discretamente, ou seja, perdemos a
no¢ao do que se passa no intervalo At. Assim podemos escrever x; = x(iAt),
onde i = 0,1,2,.... A grandeza rAt = R é chamado de rendimento, que
ocorre a cada intervalo de At, por exemplo, na caderneta de poupanca At
¢ um meés. O montante no instante n depende do montante no instante
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precedente:
Ty = KTp_1 (1.68)

onde xy é o montante inicial e K = 1 + R. Neste caso podemos relacionar o
montante em qualquer instante com o montante inicial:

zr, =k"r; = (1+ R)"z , (1.69)

onde o termo (14 R)™ leva em consideragao a composigao dos juros. Observe
que se o rendimento for pequeno R < 1, entdao (1+ R)*=1+nR+ ..., ou
seja, podemos simplesmente adicionar os juros.

Considere agora que o rendimento do meés seja pago em duas vezes, de
quinze em quinze dias assim: x, = (1+ R/2)*x,_1, ou de semana em semana
r, = (1 + R/4)*z,_;, ou diariamente z,, = (1 + R/30)*x,_, observe que
neste casos os valores r,, = (1 + §tR)%sdo diferentes e aumentam a medida
que o intervalo de tempo 0t = 1/N diminiu. Este foi um problema que
preocupou por muito tempo os “matematicos”, pois se 6t — 0, eles temiam
que z,, — co. Na realidade temos aqui um limite fundamental z,, = ef'z,_;,
ou seja z(t) = ez, que é a Eq. 77 solucao da Eq. ?7?.

1.6.2 Composicao de Juros com Aportes ou Retiradas

Considere agora que no inicio de cada intervalo de tempo um aporte ou
retirada sejam feitos, assim: x; = xgk1 + hy, no segundo o = x1ky + hy =
[zok1 4 hi]ka + hy e assim por diante. No final do n-ésimo intervalo o capital

7

e:

n n n—1
xn:$0HKi+Zhj H Ki . (1.70)
i=1 j=1  i=j+1

Considerando os rendimentos e aportes/retiradas constantes k1 = kg = ... =
kn=Fkeh =hy=...=h, =h:

_1—FRr"
T, = xoR"+h Fé_
1—kK
h h
= — R" . 1.71
(xo 1—R>K+1—Fi (1.71)

Composicao de Rendimentos de um Ativo

Vamos considerar que uma aplicacao tenha um rendimento de R; no intervalo
de tempo At. Assim o capital inicial zy, apds o primeiro intervalo de tempo
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vale: 1 = xo(1 + Ry), apds o segundo 22 = z1(1 + Rp) = xo(1+ Ry)(1 + Ry)
e assim por dianteﬁ No final do n-ésimo intervalo o capital é:

n n
i=1 i=1
onde xk; =1+ R;.
Considere a situacao onde todos os rendimentos sao iguais ao valor médio
(Ri=Ry=...=R, =R, ki =ky=...= K, = k) entdo x, = 2o(1+R)" =
Tok", que comparando com a Eq. , temos: K" = [[\_, ki, que leva a:

n 1/n
R= [Hn] : (1.73)

i=1

vemos entdo a média geoméltrica emergir (surgir naturalmente) da com-
posicao de juros. O ganho relativo desta aplicagao é dado por:

Tn—T0 1o )
G,o="— 0 _Jlwi—1=r"—1. 1.74
! 7

Observe que se R < 1, entdo G, = nR. Quando se trabalha com juros, nao
use a média aritmética dos rendimentos e sim a média geométrica.

Agora vamos considerar que o rendimento seja uma variavel aleatoéria.
Consequentemente, x é uma variavel aleatéria e o capital no instante n (z,,)
segue a fungao densidade de probabilidade f(k). Coloca-se como questao:
dada f(k), qual a fungao densidade de probabilidade de ganho p(g) com

Tp -
gn = — = Ri = gn—1Fn ? 1.75
L= (179

Este processo multiplicativo pode torna-se um processo aditivo conside-
rando y,, = Inx,, neste caso a Eq. é escrita como:

lngn:yn—yozszii ) (1.76)

O logaritmo do ganho Ing, = In(z,/z() é igual a uma soma de varidveis
aleatorias. Portanto o teorema do limite central pode ser utilizado. Conside-
rando que os valores da variavel aleatoria k; sejam independentes dos valores

@ Observe que ;11 = z;(14+R;) de modo que z;41—1x; = R;x; dividindo por At e fazendo
At — 0, dz/dt = k(t)z, onde k = R/At. A solugio desta equacio é: z(t) = z(0)elo WkE).
Se k for uma constante entdao: z(t) = z(0)e*".
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precedentes (esta hipétese pode ser relaxada para um dependéncia de curto
alcance) e considerando que o segundo momento de (k?) seja finito entdo
quando n > 1, a funcao densidade de probabilidade de vy, se aproxima de
uma gaussiana

el=(=n{ln 5)) /o1, )2/ (2n)

2
\/2mof,  n

p(y) = Ny(y,05) = (1.77)

onde j = n(lnk) e o) = noy, .
Observe que: (Ink) = [ dkfin(k)k que difere da média geométrica k.
Para n > 1, el=(=nInr)/(ow )I*/(2n) 1, portanto a funcao densidade
de probabilidade é praticamente independente de y, g(y) ~ 1/v/2w0}, n.

Voltando a varidvel ganho g, p(In g)d(In g) = p(g)dg entao:
plg) = —. (1.78)
[SIMULAR ESTA SITUAQAO NO COMPUTADOR|

Composicao de Juros com Limite Inferior

Para se obter uma funcao densidade de probabilidade na forma p(g) ~
g~ com a > 0 o processo multiplicativo da Eq. deve ser modi-
ficado de modo a ter um ganho minimo g¢,,;,,. Assim a Eq. deve ser
complementada com a condicao In g; > In ¢,,:,, assim cada etapa do processo
deve satisfazer a equagao :

In g; = max(In gpin, In g1 + In k] . (1.79)

Um exemplo de limite inferior é considerar por exemplo que nao se aceita
rendimentos negativos r; < 0.
[SIMULAR ESTA SITUACAO NO COMPUTADOR]
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1.6.3 Mapa Logistico: Verhulst

Considere a Eq. dy(t)/dt = ry(t)[1 — y(t)/K], com dt = h: [yp41 —
Yn]/h = 1y (1 — y,/K), de modo que:

rhy? 1+rh
i1 = (1+7h)y, — S 220
Yn+1 (1+rh)y K 1+
= (14+rh)y, |1— Yn
— \(1 + rh)K/(rh)
’ ke
Yn+1 _ Yn [1 _ y_n]
2 P 2
—— N
Tn+1 Tn
Tpp1 = _p Tp(l—xp)
4

Termina-se este capitulo com uma férmula de recorréncia muito simples,
mas que apresenta um comportamento muito rico. Esta férmula serd tra-
tada em mais detalhes nas proximas aulas, quando estudaremos sistemas
dinamicos e rotas para o caos.

1.6.4 Modelos de duas espécies

Nesta se¢ao exploraremos problemas de dinamica populacional envolvendo
duas espécies. Com duas populacoes diversas, duas situagoes devem ser con-
sideradas: as espécies podem estar em competicao; ou uma se alimenta da
outra. A taxa de esforco, apresentada no modelo de Schaefer, faz a ligacao
entre estas duas populagoes.

Espécies em competicao

Suponha que existam duas espécies competindo por um suprimento limitado
de comida em um ambiente fechado. A constante « representa a medida de
interferéncia de uma espécie na outra. Vamos supor que a populacao de cada
espécie, na auséncia da outra, seja governada pela equacao logistica eq. 77.
No entanto, quando ambas as espécies estao presentes, cada uma vai afetar o
suprimento de comida disponivel para a outra. Este modelo é descrito pelas
equacoes:
dls—tpl =ki(1 —p1) —aaps = k1 (1 — p1 — 1p2)
, (1.80)

dIn po

Pl kﬁz(l —pQ) — QP = k‘2(1 — P2 — 72291)
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sendo v; = «a;/k;, com ky, ko, o, ay constantes positivas. Observe que as
parcelas aips e agp; tém o papel de uma taxa de esforgo, como no modelo

de Schaefer.
As solugoes estdveis sao obtidas impondo a condi¢ao dInp/dt = 0, assim:

* _ 1l—-m

Py = 1=v172
, (1.81)

x« __ 1=

Pz 1=172

onde vemos as dependéncias destas solugoes com <, embora as solugoes de
equilibrio independam de k (a taxa de crescimento intrinseco das populagoes).

Considera-se agora a situagao em que uma das espécies (predador Ny) se
alimenta da outra (presa V), enquanto que a presa se alimenta de outro tipo
de alimento. As seguintes hipOteses sao feitas:

e na auséncia de predador (N = 0), a populagdo de presa aumenta de
acordo com a lei de Malthus, Nj(t) = k1 Ny, com ky > 0;

e na auséncia de presa (N; = 0), o predador ¢é extinto Nj(t) = —koNo,
com kg > 0;

e o numero de encontros entre predador e presa é proporcional ao produto
das duas populagoes. Cada um destes encontros tende a promover o
crescimento da populagao de predadores e a inibir o crescimento da po-
pulacao de presas. A taxa de crescimento da populacao de predadores

é aumentada as N1 Ny, enquanto que para as presas a taxa é diminuida
de —OélNlNg.

Estas consideracoes nos levam ao sistema de equagoes:

dlfjfl = k1 — aip2 L)
, 1.82
% = —ka + qop;

sendo k1, ko, a1 € an constantes positivas. Estas equacoes sao chamadas de
equacgoes de Lotka-Volterra.

Nivel de Saturacao ou Capacidade de Sustentagao. Considerando
o termo logistico (Verhulst) no lugar da variagdo exponencial (Malthus),
considera-se que uma espécie nao cresga nem decresca indefinidamente apre-
sentando valores de sustentabilidade. Assim a equagoes de Lotka-Volterra
passam a ser escritas como:
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dl;ltpl =ki(1 —p1) —oups = ki (1 — p1 — 71p2)
, (1.83)
dls—tm = —/f2(1 _p2) — QP = —kz(l — P2+ 72]01)
sendo ki, ko, a1 € ap constantes positivas.
dN
i rN(1—aN® —bM) (1.84)
dM
% = SM(]_—CMq2—fN) s (185)
com ¢; e gs tendo valores no intervalo entre 0 e 1.
dN N aN P
— = rN|(l1l—-——=)— 1.86
dt " ( K) N+ /f (1.86)
dP P

Movimentacao Financeira entre Dois ou Mais Ativos

Considere dois ativos financeiros sendo <<:1ue, no instante inicial, o capital
aplicado no ativo 1 ¢ x(()l) e no ativo 2 é xOQ). Admitindo que no intervalo de
tempo At, o ativo 1 tenha rendimento R(Y) e que o ativo 2 tenha rendimento
R® . No final deste intervalo de tempo, considere aportes ou retiradas dos
ativos dados por hgl) e th), respectivamente. No final deste intervalo também

pode haver a transferéncia de capital do ativo 2 para o ativo 1 dado por J1(1’2)

e vice-versa J1(2’1). Observe que J9) € [0, 1], que representa a porcentagem
de capital transferido.

D7 KD 0 W01
2@ T [0 k@] | 2@ |

ey g 2
Jen a2 | | 2@

'h(l)]
17

h2)
onde lﬁgi) =1+ R;i), com Rg-i) sendo o rendimento do ativo ¢ no final do
intervalo de tempo jAt.

| +
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Podemos definir um vetor de rendimentos

. RM

Podemos escrever a Eq. de maneira compacta com vetores:
T=T + <RZI + Z) Ty + D (1.89)

onde R = [Rgl), RZ@)] 6 o transposto de K; e Z ¢ a matriz identidade. Po-
demos pensar no capital em ¢At em cada ativo com sendo um spin Z;, que
depende do spin no intervalo de tempo precedente ¥;_; adicionado do rendi-
mento 7 neste intervalo de tempo. A matriz J; representa a movimentacao

entre os ativos no final do intervalo de tempo iAt

—gen g2
J = Jen g2 | - (1.90)

Os aportes e retiradas deste ativo podem ser interpretados como sendo um
campo externo h aplicado ao spin 7.

Podemos pensar por exemplo que o ativo 1 é a carteira com o dinheiro
dados em reais e o ativo dois a carteira com o dinheiro em dolares. Uma
outra possibilidade é pensar no ativo 1 sendo a conta corrente e o ativo 2
sendo a caderneta de poupanca. Também podemos relacionar este modelo
economico a um modelo de dinamica populacional, onde pensamos em duas
cidades 1 e 2 e as componente de & representam o numero de habitantes, R
é a taxa de nascimento subtraido da taxa de mortalidade, J representa a
migracao entre estas duas cidades e ha populacao que vem de fora destas
duas cidades.

[SIMULAR ESTA SITUACAO NO COMPUTADOR]

Fica agora facil fazer a generalizacao para NN ativos, basta pensar em
vetores de N componente e matrizes N X N. O tnico cuidado que devemos
ter é com relagao a matriz de transferéncia J, onde a diagonal deve ser a
soma das linhas:

*Z;‘L(¢1):1 g1 J(1,2) J(1.N)
2,1 N 7,2 2,N
J( 1) 72]‘(#2):1 J(J ) J( N
. (1.91)
J(N,1) J(N, 1) 72;‘\2#N):1 JN)

onde a soma Eﬁ £k)=1 J3) representa toda a retirada do ativo k para outros
ativos. Observe que a soma de todos o elementos de cada coluna deve ser
nula, indicando que o capital nao se modificou na carteira mas que somente
houve transferéncia.
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Podemos agora elaborar estratégias de investimento. Para se ter o maior
o N (k) . .

ganho devemos maximizar a grandeza » ,_, ;. Para isto, em cada inter-

valo de tempo, devemos colocar todo o capital no ativo que terd a maior

rentabilidade no intervalo de tempo seguinte. E claro que devemos conhecer

as rentabilidades de antemao, embora na realidade nao as conhecemos.
[SIMULAR ESTA SITUACAO NO COMPUTADOR]

1.7 Complementos

1.7.1 Modelos Epidemiolégicos

A utilizagao de métodos matemaéticos para estudar a disseminacao de doencas
contagiosas vem desde 1760, quando Daniel Bernoulli realizou estudos sobre
a variola. Em anos mais recentes, muitos modelos matematicos tém sido
propostos e estudados para diversas doengas diferentes. Modelos semelhantes
téem sido utilizados, também, para descrever a disseminacao de boatos, de
produtos de consumo etc.

O Modelo SI

Suponha que determinada populagao possa ser dividida em duas partes, as
quais chamaremos de compartimentos. Em um compartimento tém-se Nj
individuos portadores de uma determinada doenca, podendo infectar outros
individuos. No outro compartimento tém-se Ng individuos que nao tém esta
doencga, mas que sao susceptiveis té-la. O ntmero total de individuos da po-
pulagao é, entao, N = N; + Ng. Devemos aqui distinguir que os individuos
infectados podem estar em dois estados: expostos ou infectioso. No estado
exposto, o individuo tem a doenca mas nao a transmite. Ja no estado infeci-
0s0, o individuo tem a doenca e a transmite. Aqui nao consideramos o estado
exposto, ou seja, todos os individuos sao infecciosos. Considera-se também
que os individuos infectados nao podem ser curados, como por exemplo a
infecgao causada pelo virus da AIDS (HIV).

Agora, suponha que a doenca espalha-se através do contacto entre in-
dividuos infecciosos (1) e saos (S) da populagdo. Suponha também que
individuos de ambos os grupos movem-se livremente entre si, de modo que o
numero de contatos é porporcional o produto N;Ng, ou seja, cada individuo
infeccioso pode encontrar, com a mesma probabilidade, com os Ng individuos
susceptiveis. A taza de disseminac¢do da doenga é proporcional ao nimero
de tais contatos, dN;/dt = SN;Ng, onde a constante  é chamada de taxa
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-
Figura 1.1: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —3NgN;/N.

de contatos. Esta situacao ¢é representada pela Figura|l.1| e implica em:

Ns = —fBN;Ng . (1.92)
dt
Seja S = Ng/N a proporgao dos individuos suscetiveis, e I = N;/N a
proporcao dos individuos infecciosos; entao S + I = 1. Os modelos mais
realistas consideram que a taxa de disseminacgao é proporcional a proporcao
de individuos infectados e nao a seu valor absoluto, assim a Eq. passa
a ser escrita como:

dNg

dt
A grandeza SN;/N = (I é chamada de for¢a da infec¢ao. Dividindo a
Eq. (1.94) por N, obtemos a equagao diferencial para as proporgoes:

N
= —f 5 Ns=~PBINs. (1.93)

as
— =-pIS. 1.94
R (1.94)
Como S =1 — 1, a taxa de disseminacao vale:
dl
— =pI(1-1 1.95

onde 8 é um fator de proporcionalidade positiva e 1(0) = Iy é a proporgao
inicial de individuos infecciosos.

A solugao estaciondria é obtida impondo-se a condicao dI/dt = 0, o que
resulta em I, = 1. Ou seja, toda a populacao se torna infectada.

A solucao completa em funcao do tempo é dada por:

1
I(t) = :
=7 + (I = 1)e o

(1.96)

de onde vemos que pode-se medir o tempo em unidades de 3, assim t' = ft.
Para t > 1/, a Eq. converge para a solucao estacionaria: I = I, =
1. Isto indica que a longo prazo (t > 1/f) todos os individuos estarao
infecciosos (com a doenca) e a convergéncia para esse estado depende da
condicao inicial, ou seja, da proporgao inicial de individuos infecciosos.
Observe a semelhanca entre o modelo epidemiolégico SI e o modelo de
dinamica populacional (modelo de crescimento) de Verhulst colocar ref..
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[Ns] = [Ne] =[]

Figura 1.2: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —3NgN;/N e .

7] - (7] - [Fa

Figura 1.3: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —FNgNp/N.

O Modelo SEI

Vamos agora considerar agora a distingao entre os individuos infectados entre
expostos (que tém uma determinada doenca mas nao a transmite) e infec-
ciosos (que tém uma determinada doenga e a transmite). Este modelo é
esquematiza na Figura (1.2}

O Modelo SP

Algumas doencas, como o tifo, sao disseminadas basicamente por portadores,
ou seja, individuos que podem transmitir a doenca, mas que nao exibem
seus sintomas. Seja Ng o nimero de individuos susceptiveis de ter a doenca
na populacao e por Np o ntmero de individuos portadores nesta mesma
populacao. Suponha que os portadores sao identificados e removidos da
populacao a uma taxa u. Tais individuos serao denotados por Ny O
nimero de individuos na populagao no instante ¢ é dado por N = Ng(t) +
Np(t) + Ng(t). Esta situacao é representada pela Figura e implica em:
(aqui ficou solto no ar!)

Considerando as proporgoes temos que P = Np/N é a proporc¢ao de
portadores que seguem a equagao:

dP
— =—vP. 1.97

Falta definir v cuja solucao é dada por:
P(t) = Pye ™", (1.98)

onde Py = P(0) é a proporgao inicial de portadores.

O numero de susceptiveis Ng depende do niimero de contatos entre os
individuos (que se movem livremente). Assim, dNg/dt = SNsNp/N ou em
termos das proporgoes temos:

as

— = BSP = BSPe™, (1.99)
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onde S = Ng/N. Desta forma, dlnS = —fFydte ", o que implica em:
In(S/Sy) = (BPy/v)(1 — e, onde Sy = S(0) é a proporgao inicial de

individuos susceptiveis a ter a doenca considerada:

eBPO/V

O[eBRoI e So(eBFo/vytre (1.100)

S(t) =

Por sua vez, o nimero de individuos que sao removidos é: Ng(t) = N(1—
Poe—yt - So(eﬁpo/u>1+e”t).

O Modelo SIR

Diferentemente do modelo SI, considere que um individuo infectado possa
ser curado (recuperado ou removido) e que fique imune a dada doenca. O
modelo SIR descreve a evolucao de doencas como o sarampo, caxumba e
catapora.

Sejam Ng(t), Ni(t) e Ng(t) o nimero de individuos suscetiveis, infectados
e recuperados, respectivamente, no instante t. Considere que a populagao
tenha um tamanho fixo , ou seja, Ng(t) + N;(t) + Ng(t) = N.

Sem Dinamica Vital

A taxa de variacao do nimero de individuos suscetiveis é proporcional a am-
bos, o nimero de individuos infectados e susceptiveis. Este produto (que
produto?) representa o nimero de contatos de um individuo suscetivel
com um individuo infectado. A taxa de variacao de recuperados é proporci-
onal ao nimero de individuos infectados. Esta situacao é representada pela
Figura [1.5| e implica em:

dNg Ny

— = —fOBNg— 1.101
dt B SN ) ( )
dNy Ny

—— = [BNg— —vN, 1.102
dt 5 SN VINT, ( 0 )
dNg

—— = vN;. 1.103
dt v (1.103)

Este modelo foi criado por Kermacj e McKendrick em 1927 (falta referéncia).
Medindo o tempo em unidades de 1 /v, temos que t = vt, chamando
razdo basica de recuperag¢ao de Ry = § = /v e considerando as proporgoes
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[Ns] = [Ni] - [N

Figura 1.4: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —SNgN;/N,
dN]/dt = /BNsN]/N — VN[ (§] dNR/dt =vl.

S = Ng/N,I=N;/NeR=Ny/N temos:

1 -
d;fs - _jI, (1.104)
din 1 .

dr; = BS—1, (1.105)
dR

A solucdo estaciondria é obtida fazendo dInS/dt = dInl/dt = dR/dt =
0. Da condicdo dR/dt = 0 obtemos que I, = 0, de modo que a condi¢io
dIn S/dl = 0 fica satisfeita. Da condicio dInl/df = 0, obtemos Sy = 1/.
Mas pela restricao 0 < 5 < 1, entao a solugao Sy = 1/5~ ¢ valida somente
para 3 > 1, caso contrdrio tém-se S, = 1. o inidice s é do estado esta-
cionario... seria legal definir Como o nimero de individuos ¢ fixo: entao

Ri=1-S5,—-I,=1- 1/5, se §>1e R, =0, caso contrario.

S, = min [1%] — min [1%] , (1.107)
I, = 0, (1.108)
R, = max [1—%,0] — max [1—%,0] . (1.109)

Sem Dinamica Vital

A taxa de variacao do nimero de individuos suscetiveis é proporcional a am-
bos, o nimero de individuos infectados e susceptiveis. Este produto (que
produto?) representa o numero de contatos de um individuo suscetivel
com um individuo infectado. A taxa de variacao de recuperados é proporci-
onal ao nimero de individuos infectados. Esta situacao é representada pela
Figura [1.5| e implica em:

dNg N;

—2 = _BNg— 1.110
dt ONs 37 (1.110)
dN; N;

W = 6NSW — VN] s (1111)
dN,

d—tR = UN;. (1.112)
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[Ns] = [Ni] - [N

Figura 1.5: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —SNgN;/N,
dN]/dt = /BNsN]/N — VN[ (§] dNR/dt =vl.

Este modelo foi criado por Kermacj e McKendrick em 1927 (falta referéncia).

Medindo o tempo em unidades de 1/v, temos que ¢ = vt, chamando
razao bdsica de recuperacdo de Ry = ﬁ g / v e considerando as proporgoes
S = Ng/N,I=N;/NeR= Ng/N temos:

dln S

T = —pI, (1.113)
In I .

d;. - BS—1, (1.114)
f% = 1. (1.115)

A solucdo estacionaria é obtida fazendo dIn S/dt = dInI/dt = dR/dt =
0. Da condicdo dR/dt = 0 obtemos que I, = 0, de modo que a condicao
dIn S/di = 0 fica satisfeita. Da condicdo dInI/di = 0, obtemos S, = 1/6.
Mas pela restrigao 0 < .S < 1, entdo a solu¢ao S5 = 1/ B ¢ valida somente
para 3 > 1, caso contrdrio tém-se S, = 1. o inidice s é do estado esta-

ciondrio... seria legal definir Como o nimero de individuos é fixo: entao
Ry,=1-S5,— ]—1—1/6,seﬂ>1eR—0 caso contrario.

&::mﬂLa:mmﬁa, (1.116)
I, =0, (1.117)
&::mwb—%q:mmk—%q. (1.118)

Com Dinamica Vital

Consideramos agora que individuos podem morrer com uma taxa g nos
compartimentos de infectados e recuperados. Para manter N constante, in-
dividuos nascem com uma taxa g no compartimento de susceptiveis. Esta
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T
2 [Ng] 2 2 [N7] [Na] -2

Figura 1.6: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —SNgN;/N,
dN[/dt = ﬁNsN]/N — VN] (§] dNR/dt =vl.

situagao ¢é representada pela Figura [1.6] e implica em:

dNg Ny

—2 = _BNg— N —N 1.119
i B SN + pu( s) ( )
dNy Ny

=L = BNg— — N 1.12
7 B SN (v+p)Nr, (1.120)
dN

d—tR = uN;. (1.121)

Medindo o tempo em unidades de 1/(v + p), temos que ¢ = (v + p)t,
chamando razdo bdsica de recuperagio de Ry = 8 = /(v+pu) e considerando
as proporgoes S = Ng/N, I = N;/N e R = Nr/N temos:

dln S ~ [T
= _BI+E g, 1.122
= 6 G~ h ( )
dinT .
= - BS—1 1.123
p 5 , ( )
dR
2 — UI—0R 1.124
7 vl — iR | ( )

onde v =v/v+pef=p/v+p.

A solucdo estaciondria é obtida fazendo dIn S/dt = dInl/dt = dR/dt =
0. Da condicdo dInI/dt = 0, obtemos S, = 1/5~ Mas pela restricao 0 <
S <1, entao a solucao S; = 1/ /3 é vélida somente para 3 > 1, caso contrario
tém-se S; = 1. Da condico dlnS/di = 0 obtemos que I, = (1 — 1/8), se
B > 1, caso contrario I, = 0. Como o nimero de individuos é fixo, logo,

Ri=1-8,—I,=1—-1/3,se > 1.

S, = min {1%] = min [1%] (1.125)
I, = max {[L (1 . %) ,0} (1.126)
R, = max {(1 — Q) (1— %) ,0} . (1.127)
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W] T [F]
S(L I

Figura 1.7: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —SNgN;/N,
dN]/dt = ,BNsN]/N — VN] (§] dNR/dt =vl.

1.7.2 O Modelo SIS com dinamica vital

Diferentemente do modelo SIR, considere que um individuo infectado possa
ser curado (recuperado) mas que nao fique imune a dada doenca, se tornando
susceptivel novamente.

O modelo SIS descreve a evolugao de doencas como a gripe.

Sejam Ng(t), Ni(t) e Ng(t) o nimero de individuos suscetiveis, infectados
e recuperados, respectivamente, no instante t. Considere também que a
populagao tenha um tamanho fixo , ou seja, Ng(t) + N;(t) + Ng(t) = N.

Suponha agora que individuos infectados podem morrer com uma taxa
11, entao para manter N constante, individuos susceptiveis também nascem
com uma taxa u. Esta situacao é representada pela Figura e implica em:

dNg Ny

— = —fONg— N 1.12
A Y (1.128)
Ny N,

Medindo o tempo em unidades de 1/(v + p), temos que & = (v + p)t,
chamando razdo bdsica de recuperagao de Ry = 8 = 3/(v+u) e considerando
as proporgoes S = Ng/N e I = N;/N temos:

ds .
= (1=p9)I, (1.130)
di;I = BS—1=301-1) -1, (1.131)

onde para I temos um modelo anédlogo ao de Schafert (referéncia)em dinamica
populacional, com o = v/v + pe i = p/v + p.

A solucio estacionaria é obtida fazendo dlnS/df = dInI/df = 0. Da
condicdo dInI/dt = 0, obtemos S, = 0, consequentemente S5 = 1 / 3. Mas
pela restrigao 0 < § < 1, entéo a solugdo S; = 1/ 3 é valida somente para
B > 1, caso contréario tém-se S5 = 1. Como o nimero de individuos é fixo:
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Tp
B
o[]S (]

%

Figura 1.8: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —BNgN;/N,
dN]/dt = 5NSN[/N — VN[ (§] dNR/dt =vl.

entao [, =1—5,=1— 1/5, se B > 1 e nulo caso contrario.

S
B

I, = max (1 - i,O) : (1.133)
5

min [1, %} = min {1, 3} (1.132)

1.7.3 O Modelo SIRS com dinamica vital

Generalizamos agora os modelos SIR e SIS. Considere que um individuo
infectado possa ser curado (recuperado) mas que alguns fiquem imunes a
doenga e outros nao, se tornando susceptivel novamente.

O modelo SIRS descreve a evolucao de doencas como a .

Sejam Ng(t), N;(t) e Ng(t) o nimero de individuos suscetiveis, infectados
e recuperados, respectivamente, no instante ¢t. Considere que a populacao
tenha um tamanho fixo , ou seja, Ng(t) + N;(t) + Ng(t) = N.

Consideramos agora que individuos infectados e recuperados morrem com
uma taxa i, para manter N constante, individuos susceptiveis também nascam
com uma taxa . Esta situagao é representada pela Figura e implica em:

AN, N
d—tS = —,BNSWI + u(N — Ng) + FNp (1.134)
dN; N,

—r = BNs — (v N (1.135)
dN

d—tf — uN;— (f + )Nk . (1.136)

Medindo o tempo em unidades de 1/(v + p), temos que ¢ = (v + p)t,
chamando razdo bdsica de recuperagio de Ry = 8 = /(v+pu) e considerando

41



ALEXANDRE SOUTO MARTINEZF{sIcA COMPUTACIONAL DF/FFCLRP/USP

as proporcoes S = Ng/N, I = N;/N e R = Ng/N temos:

% = —BSI+pa(l1-S)+fR (1.137)
din 1 -

— = [BS-1 1.138
— G (1.138)
% — M- (ft+ )R, (1.139)

onde 7= vfv+ i, fi=p/v+pe f = /vt p
Chamando S =1— S

dn S .

e 1.140
5= -8 (1.140)
dnl g (1.141)
di

A solucdo estaciondria é obtida fazendo dInS/df = dInI/df = 0. Da
condicdo dInI/dt = 0, obtemos S, = 0, consequentemente Sy = 1 / B Mas
pela restrigao 0 < S < 1, entéo a solucao S; = 1/ 3 é valida somente para
B > 1, caso contréario tém-se Sy = 1. Como o numero de individuos é fixo:
entao [ =1—5,=1— 1/3, se B> 1 e nulo caso contrario.

S, = min [1%] — min [1%] (1.142)
I, = (1.143)
R, — . (1.144)

1.7.4 O Modelo SEIR

Em muitas doenca existe um intervalo de tempo bastante longo, entre o
momento da infec¢ao e o aparecimento da doencga. Durante este periodo de
laténcia, esses individuos ficam no compartimento exposto. Esta situacao é
representada pela Figura[1.9| e implica em:

dNg N;

=5 = _BNg=L 4 pu(N-N 1.14
o 5 SN + u( s) (1.145)
dNg N;

—F = BNs%i —(u+a)Ng, (1.146)
dN

d—tf = aNg— (v+p)Ny | (1.147)
N

dd—tR = uN;— uNg. (1.148)
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2, [s] 25 [Na] - [Mi] - [Fa]

Figura 1.9: Este esquema nos permite escrever: dNg/dt = —SNgN;/N,
dN]/dt = ﬁNsN]/N — VN] (§] dNR/dt =vl.

Medindo o tempo em unidades de 1/(v + p), temos que ¢ = (v + p)t,
chamando razdo bdsica de recuperagdo de Ry = = [3/(v+ ) e considerando
as propor¢oes S = Ng/N, I = N;/N e R = Ng/N temos:

dln S - q

= B+ E g, 1.149
7 5 +5 R ( )
dln [l ~

— = BS—1, 1.150
= 5 ( )
dR
2 = PI— iR 1.151

= vl — R, ( )

onde v =v/v+puep=pu/v+pu.

1.7.5 Modelo SEIS

dN. N

—2 = _BNg=L 4 (N — Ns) +vNy, (1.152)
dt N

dNE . NI

—F = BNsT — (u+a)Np (1.153)
AN

d—tl = a,NE—(U—FyJ)N[ . (1154)

1.7.6 O Modelo de Bernoulli

O trabalho de Daniel Bernoulli em 1760 tinha como objetivo avaliar a eficacia
de um programa controverso de vacinacao contra a variola, que era, na época,
uma grande ameaga a saide publica. Seu modelo pode ser aplicado, igual-
mente bem, a qualquer outra doenca que, se um individuo a contrai e sobre-
vive, tem imunidade para o resto da vida.

Considere o grupo de individuos nascido em um determindado ano (¢ = 0)
e seja N(t) o nimero de sobreviventes ¢ anos depois, entre esses individuos.
Seja Ng(t) o numero de individuos desse grupo que nao tiveram variola até
o ano t e que sao, portanto, suscetiveis. Seja [ a taxa segundo a qual os
individuos suscetiveis contraem variola e seja p a taxa segundo a qual as
pessoas que contrairam variola morrem da doenca. Finalmente, seja seja
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v(t) a taxa de mortes de todas as outras causas, exceto a variola. Entao,
dNg/dt, a taxa segundo a qual o nimero de individuos suscetiveis decresce,

¢é dada por
dNs

o -6+ v(t)|Ns . (1.155)
Temos, também,
dN

onde dN/dt é a taxa de mortalidade de todo o grupo e as duas parcelas na ex-
pressao a direita do sinal de igualdade correspondem as taxas de mortalidade
devido a variola e a todas as outras causas, respectivamente.

Considerando a variavel S = Ng/N, pode-se mostrar que

% = —PNs(1 — uNs) , (1.157)
com S(0) = 1. Observe primeiramente que Ng(t) ndo depende de u(t).
Baseado no modelo que acabamos de descrever e usando os melhores da-
dos sobre mortalidade disponiveis na sua época, Bernoulli calculou que, se
as mortes por variola pudessem ser eliminadas, poderia-se adicionar aproxi-
madamente trés anos a vida média esperada (em 1760) de 26 anos e 7 meses.
Portanto, ele apoiou o programa de vacinagao.

O Modelo SIR para Duas Populagoes Interagentes

ds;

E = —06151]1 — 05251[2 s (1158)
dl,

% = 04151[1 + 06251[2 — 6[1 , (1159)
dR;y
— = pI 1.1

dt bh (1.160)
dsS.
d_tQ = —0435212 — 0445211 y (1161)
dl

% = Oé352]2 —+ OéQSQIl — ﬁ]g s (1162)
dRs

“ = B3] 1.1

dt /8 2, ( 63)

onde as e ay representam os termos de infeccao interpopulacionais.
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1.7.7 Modelo SIR duplo para SARS

Da Wikipedia SARS (do inglés Severe Acute Respiratory Syndrome) ou Sindrome
Respiratoria Aguda Grave, é uma doenca respiratoria grave que afligiu o
mundo no ano de 2003, cuja causa nao foi ainda determinada (provavelmente
causada por um coronavirus) mas se trata de uma grave pneumonia atipica.
Foi registrada primeiramente na provincia de Guangdong na Republica Popu-

lar da China em novembro de 2002, se espalhou sobretudo para partes do leste

e sudeste da Asia, bem como para Toronto no Canadd. A Organiza¢ao Mun-
dial de Saide (OMS) emitiu somente em 2003 um alerta global em relagao

a Sindrome Respiratoria Aguda Grave. Os principais sintomas apresentados
sao:

e Febre Alta;
o Tosse;

e Dispnéia,

Dificuldade de Respiragao;

Apresentando por vezes radiografias de téraxr compativeis com a pneu-
monia;

Muitas vezes confundida com a gripe avidria, embora nao seja a mesma
doenca, € causada pelo coronavirus (CoV SARS) tendo diagndstico a partir
de sorologia e PCR. Devido a sua rdpida disseminagao, fronteiras de todo o
mundo passaram a exibir avisos sobre a doenca, mobilizando seus orgaos de
saude para combaté-la pro-ativamente.

O virus da SARS mutou de um virus estomacal. Os individuos podem
pegar um ou outro tipo, mas nao ambos. Isto requer que tenhamos duas
variaveis para os tipos infectados, uma para cada tipo.

ds . ,

% = —@1S81] — (S92, (1164)
di . :

d_tl = (1811 — 5121 s (1165)
di . :

d—; = (gSly — 6222 s (1166)
dr , .

% = ﬁl’ll + 6222 . (1167)

No entanto, para ajustar o modelos para os dados reais é necessario intro-
duzir um atraso no virus SARS com um termo que representa os individuos
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exposto ao virus mas que ainda nao disseminam a doenca.

ds . .
o = —aishi—ysiz, (1.168)
di ) .
d_tl = 1Sl — ﬁlll s (1169)
de ,
o = sia- de , (1.170)
di .
d_t? = de — Boiy (1.171)
dr , .
t
O Modelo SIR para Duas Populagoes Interagentes
d
% = —06131[1 — 04251[2 (1173)
dl,
% = 06151[1 + 06251[2 — ﬁll (1174)
dR;
= = B] 1.1
dt bh (1.175)
dS.
d_t2 = —04352]2 — 0545211 (1176)
dl
E = 04352]2 + 06252]1 — 6]2 (1177)
dR;
— = pjI 1.1
dt /8 2, ( 78)

onde as e ay representam os termos de infeccao interpopulacionais.

Modelo SIR duplo para SARS

Da Wikipedia SARS (do inglés Severe Acute Respiratory Syndrome) ou Sindrome
Respiratoria Aguda Grave, é uma doencga respiratoria grave que afligiu o
mundo no ano de 2003, cuja causa nao foi ainda determinada (provavelmente
causada por um coronavirus) mas se trata de uma grave pneumonia atipica.
Foi registrada primeiramente na provincia de Guangdong na Republica Popu-

lar da China em novembro de 2002, se espalhou sobretudo para partes do leste

e sudeste da Asia, bem como para Toronto no Canadd. A Organizacao Mun-
dial de Saide (OMS) emitiu somente em 2003 um alerta global em relagao

a Sindrome Respiratoria Aguda Grave. Os principais sintomas apresentados
sao:
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Febre Alta;
o Tosse;

e Dispnéia;

Dificuldade de Respiragao;

Apresentando por vezes radiografias de torax compativeis com a pneu-
monia;

Muitas vezes confundida com a gripe avidria, embora ndao seja a mesma
doenga, é causada pelo coronavirus (CoV SARS) tendo diagndstico a partir
de sorologia e PCR. Devido a sua rdpida disseminacao, fronteiras de todo o
mundo passaram a exibir avisos sobre a doenga, mobilizando seus orgaos de

saude para combaté-la pro-ativamente.

O virus da SARS mutou de um virus estomacal. Os individuos podem
pegar um ou outro tipo, mas nao ambos. Isto requer que tenhamos duas
variaveis para os tipos infectados, uma para cada tipo.

ds

% —CYlS’il — CYQS’iQ (1179)
di . .

d_tl 1811 — 5121 (1180)
di . .

d_t? o Sin — Pais (1.181)
dr . .

7 Brt1 + Poig . (1.182)

No entanto, para ajustar o modelos para os dados reais ¢ necessario intro-
duzir um atraso no virus SARS com um termo que representa os individuos
exposto ao virus mas que ainda nao disseminam a doenca.

% —Q 81 — YSig (1.183)
% aisis — iy (1.184)
% ysiy — de (1.185)
% Se — Bais (1.186)
% Buiy + Bais . (1.187)
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1.8 Funcoes Generalizadas

A generalizacao das funcgoes exponencial e logaritmica podem ser obtidas
usando simples argumentos geométricos [?]. E mais, essa generaliza¢ao coin-
cide exatamente com aquela proposta por Tsallis [?]. Mostramos também
que a funcao exponencial generalizada naturalmente leva a generalizacao do
nimero de Euler.

A generalizacao com um parametro das fungoes logaritmica e exponencial
¢é bastante 1til no estudo de fungoes do tipo lei de poténcia, permitindo uma
notacao mais concisa. Também pode ser aplicada na generalizagao de mode-
los que utilizam as fungoes logaritmica e exponencial tradicionais, ampliando
as areas de pesquisa, permitindo que novas situacoes possam ser estudadas.

1.8.1 Hipérbole Nao-Simétrica

Considere a seguinte fungao:
1
fa) = 5= (1.188)
no dominio ¢ > 0. Esta funcao descreve trés regimes distintos para:
e ¢ <1, afungao decresce algebricamente [f;(t) = 1/¢*79, hipérbole] e:

— diverge na origem [f5(0) = ool;

— converge, com t — 0o [fz(00) = 0].
e ¢ =1, a fungdo é uma constante [f;(t) = 1] e:

— converge na origem [f1(0) = 1] e com t — oo [f1(0c0) = 1], continua
convergindo.

e G > 1, afungao cresce algebricamente como uma lei de poténcia [ fz(t) =
ti1] e:
— converge na origem [fz(0) = 0];
— diverge com t — oo [f;(00) = o0]. Porém, este terceiro regime
pode ser subdividido com relagao a divergéncia com ¢ — oo:

% concavo (suave), para 1 < § < 2;
x linear, para ¢ = 2;
* convexo para q > 2.

Um ponto especial nesta andlise é t = 1, ja que f;(1) = 1, independentemente
do valor do parametro ¢. Estes regimes estao representados graficamente na

Fig.
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Figura 1.10: Comportamentos hiperbdlicos e lei de poténcia da Eq.[1.188 em
funcao de ¢
1.8.2 Funcao Logaritmo Generalizada

A func@o ¢-logaritmo Ing(x) é definida como o valor da édrea debaixo de
f3(t) = 1/t'"% no intervalo ¢ € [1, x]:

Tt a7 —1
hlq(:t) = . ﬁ = ql/linq q
xd—1 ~
= 7o parag#0 (1.189)
In(xz), paraq=0

Para qualquer valor de ¢, a area é negativa para 0 < x < 1; nula para x = 1
[Ing(1) = 0] e positiva para x > 1. Esta fun¢do ndo ¢ a fungao logaritmo na
base G [log;(z)], mas sim, a generalizacdo da definicdo do logaritmo natural
com um parametro. Para esta fungao, os seguintes comportamentos sao
observados:
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e § <0, a funcao:

— diverge na origem Inz(0) = —oo;

— converge, com x — 00: Ing(oo) = |1/4].

e (=0, Ing(z) =In(x) é a funcao logaritmo usual, com uma divergéncia
marginal para ambos Ing(0) = —oo e Inz(co) = co. Esta é a divergéncia
mals suave.

e ¢ > 0, a funcao:

— converge na origem [Ing(0) = —1/g];

— diverge, com x — oo assintoticamente para Ing(z) ~ x9/qG. Porém,
este terceiro regime pode ser subdivido com respeito a concavidade
com r — 0C:

x concavo, para 0 < ¢ < 1, esta divergéncia é mais suave do que
no caso q = 1;

* linear [In;(x) = x — 1], para ¢ = 1;

* convexo, para q > 1.

O ponto x = 1 é especial ja que Ing(1) = 0. Este regimes estao exibidos na
Fig. [I.11
Como exemplo considere as seguintes fungoes:

Ing(z) = (2" —-1)/4
Ing(z) = (z*—1)/3
Iny () (2% —1)/2
Iny(z) = x—1
Inyjo(z) = 2(vx—1)
Inys(z) = 33 -1)
Ing(z) = In(x)
In_y5(z) = 3(1—a ')
In_yp(x) = 2(1—27"?)
Iny(z) = (z—1)/z=1-1/x
o) = (2" —1)/(227%) = (1 -1/2%)/2

Somente para ¢ = 0 o ¢-logaritmo do produto (razao) de dois argumentos
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Figura 1.11: Comportamentos da Eq. [1.189 em funcao de q.

é a soma (diferenga) de seus ¢-logaritmos. No caso geral tem-se:

hlq‘(l’lx'g) = lnq(.flfl) @é hlq(.fl‘g), (1190)
In, (%) = Ing(z1) S Ing(x2), (1.191)
2
hlq(l‘l ®q .1}2) = h’lq(l‘l) -+ h’lq‘(JJQ), (1192)
Ing(zq @5 x2) = Ing(z1) — Ing(zs) , (1.193)

com zo # 0na Eq.[1.191] Os operadores g-adi¢ao e g-subtragao generalizados
sao dados por:

a®z;b = a+b+qab 1.194)
a—>b
;b = b#£—1/q 1.1

a®sb = [a7+b7—1])7
aQzb = (aq—b‘j+1)1/q,

o1
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onde define-se o operador na Eq. [1.196| como:
la], = max(a,0) (1.198)

e na Eq. [1.197, a,b > 0.

Scaling e deformacao da varidvel x sao dadas por:

Ing(az?) = Blngg(a'Pz) (1.199)
de forma que para § = —1, tem-se:
Ing(a/z) = —In_4(z/a) , (1.200)

e para o caso particular, a = 1:
Ing(z7') = —In_g(z) , (1.201)

onde vé-se que a equivaléncia entre a inversao do argumento e a simetria de
reflexao da funcao é valida somente para ¢ = 0.

1.8.3 Funcao Exponencial Generalizada

A funcao g-exponencial ez(x) é definida como o valor ¢, de tal forma que a
drea debaixo da funcdo f;(t) = 1/t'79, no intervalo ¢t € [1,e4(z)], é z. Esta é
a inversa da fungao ¢-logaritmo e4[lng(z)] = x = Ingle;(z)] e é dada por:

o) = limg5(1 4+ @x)Y7 | se gor > —1
e a 0, caso contrario
= lim[l + ¢2)7 . (1.202)
q—q

Aqui o operador [a], (Eq. ¢ necessario ja que egz(x) nao é real se
gr < —1. Esta é uma fun¢ao nao-negativa ez(z) > 0 e x = 0 é um ponto
especial pois e;(0) = 1, independentemente do valor de G. Estes regimes sao
mostrados na Fig. [1.12]
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Figura 1.12: Comportamentos da Eq. [1.202| em funcao de q.

Como exemplo, vamos considerar alguns casos particulares:

4($
2($
2
1
e1/2(x

)
)
)
)
)
e1/3(x)
)
)
)
)
)

D O O
s

o
S

8

eo
e_1/3(x
6—1/2(
e_1(x

(

T

8

€2

(14 4z)t/4
(14 3z)Y/3
(1 + 2z)12
1+

(2+2)°/4
(3+xz)/27

ex

—27/(x — 3)3
4/(x —2)°
1/(1—x)
1/V/1 -2z .
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Note que tomando a superficie debaixo de fz(t) = 1/t'77 como sendo
unitaria, temos o nimero de Euler generalizado:

€~:6[j

Assim:

mm(’ommgm
Now A U O

D
ik

€_

—
~~
w

q

— = = = = = = =

— = = = = = =

AAAAAAAA/\/—\/—\A/—\/—\/\/—\/—\A/—\
—_ —
s N N T T T T e T N N N N T T N N N

C
=
—~

—
~—

(1) = 1+,

e_o(l)=1

1, 38308755427
1,43096908111
1,49534878122
1,58740105197
1,73205080757
2

2, 48832

2, 44140625
2,37037037037
2,25

2, 71828182846
3,0517578125
3,16049382716
3,375

4

(0. ¢]

1/vV/—1=—

0, 396850262993 —

1 0, 687364818499

0, 537284965912 —
1 0,537284965912 .

(1.203)

O produto e a razao de duas funcoes g-exponenciais sao dadas por:

(z1)eg(za) = ez(z1 ©g 72)
i) _ eqi (1165 x
) o

®g eg(T2) eg(z1 + 72)

Qg eg(r2) = eg(w1 — 12)
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onde os g-operadores generalizados estao definidos nas equacoes Eqs. [1.194} [1.195] {1.196
e[LI97

Uma propriedade interessante de eg(x) é

leg(x)]* = egjalax) . (1.208)

Observe que o scaling do argumento da g-exponencial corresponde a poténcia
de uma funcao g-exponencial diferente. Note que para a = —1, somente
para ¢ = 0, a inversao da fungao corresponde a reflexao (troca de sinal) do
argumento.
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