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1 Revisao

1.1 Causalidade

A teoria economica investiga o comportamento decisério dos agentes econéomicos. Em geral,
os modelos produzem relacoes entre varidveis determinadas endégenamente e outras deter-
minadas exogenamente
Yi = gi (i, 7, u;)
O conteido empirico do modelo acima depende fundamentalmente da disponibilidade
de dados. Na notacdo, y designa a varidvel endégena ao passo que x, x* e u, as exdgenas.
Por enquanto, vamos supor que y, x e x* sdo observadas e u, nao. O efeito causal de uma

mudanga de x para x’ em y é definido por
Ayi =G (l‘;, I:, ul) — G (wiv l’:, ul)

, ou seja, o efeito de uma alteragao em x sobre y, mantendo-se constante as demais varidveis.
Note que em principio poderfamos ter um efeito diferente para cada individuo.

2 dificuldades surgem na descricao acima, e no fundo originam a maioria dos problemas
econométricos descritos nos livros-texto. A primeira limitagdo é que na maioria dos casos,

um mesmo individuo nao é observado em dois estados distintos, x e x’. A segunda é que
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mesmo que observiassemos um mesmo individuo nesses dois estados, nada garante que a
varidvel nao observada u se manteve constante entre estas medigoes.

Para contornar estes problemas, costuma-se supor que (H1) as fungdes g; (.) sdo do tipo:

Gi (wi, o], u;) = po(xg, o)) + w;

, e que (H2) a média de u ndo muda se repartirmos a amostra em diferentes grupos segundo

os valores de x (E (u|x) = constante).

E(Ay) = E(yl2,2") — E(ylz,z")

= Elu(d,z*) |z, z*] — E[p(x, %) |z, 2*] + E (u|2, 2*) — E (u|x, x*)

= p (I/J*) — (xv 95*) =i ($;7$f7uz) — 0i (%‘JZ‘, Uz)

H4 duas formas de tentar garantir H2: o método experimental (modelo de Rubin) e o
método "econométrico" ou estrutural. Na primeira, o pesquisador varia aleatoriamente o
nivel de x para x’ em um subgrupo da populacao e mede a variacao correspondente em y.
Por que isso funciona? Primeiramente, se originalmente tinhamos uma amostra homogénea
em (x,x*) e a repartimos aleatoriamente em duas, a distribui¢ao conjunta de (y,x,x*,u) em
ambas deveria ser aproximadamente idéntica, de modo que se medissemos as média de y e u
em ambas, o resultado deveria ser semelhante. Como por hipétese as varidveis x,x* e u sao
determinadas fora do sistema, uma mudanca controlada de x nao deveria alterar a média de u.
Os problemas nesse caso sao que (i) raramente conseguimos realizar tal procedimento quando

se trata de agentes e varidveis econdmicas, (ii) mesmo que seja possivel, dificilmente as

condicoes laboratoriais necessérias para essa randomizagao espelharao as condigoes presentes
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quando os agentes de fato tomam suas decisoes, (iii) é possivel que u varie com a mudanga
de x, se for também endégeno ao modelo, ainda que a mudanga em x tenha sido exégena.

Quando a abordagem experimental nao esta disponivel ou se revela inadequada, a alter-
nativa é modelar explicitamente a relagao entre x e u, e o sucesso da estimagao dependerd
crucialmente do realismo das hipodteses envolvidas. A hipétese mais comum é simplesmente
E(u|x) = 0 (MQ-0). Alternativamente, pode-se argumentar que exista uma terceira varidvel
z tal que mudancas em z alterem os valores de x sem alterar os de u (IV). O impacto nesse
caso é semelhante ao experimental (o experimento pode ser visto como um caso particular
de varidvel instrumental). Uma terceira alternativa é aceitar que H2 nao vale, e modelar
explicitamente o comportamento de E (u|z’,2*) — E (u|x,z*). A essa solu¢ao dé-se o nome
de funcgoes de controle, e em geral envolve uma interpretagao rigida do significado de u e seu
papel na determinacao do comportamento dos agentes.

Nosso exemplo-candnico é a determinacao do efeito causal de um ano a mais de esco-
laridade sobre saldrios. Suponha que nosso modelo teérico proponha que as pessoas vivam
T anos, e passem S anos estudando e T-S trabalhando. Diferentes ocupagoes requerem
diferentes niveis de escolaridade e remuneram de forma diferente os trabalhadores'. O valor

presente do fluxo de renda de um individuo é, neste caso,

VP(S)= w(S)/ e dt = ——=

S T
Em equilibrio, os diferentes niveis educacionais deveriam proporcionar o mesmo valor

presente de renda, o que significa que aqueles que estudaram mais precisam ser compensados

1 S&o hipéteses do modelo que nao hé incertezas, que os trabalhadores sao inicialmente idénticos em habili-
dades e oportunidades, e que os mercados de crédito sao perfeitos.

3
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pelo tempo em que ficaram sem receber saldrios:

w (S) [e—rS _ e—rT} _ w (0) [1 _ e—rT}
T r
nw(S) — Inw(0)+rS+n|——C
nw(S) = Inw(0)+r +nm
~ Inw(0)+rS, se T for grande

Nesse modelo, os individuos sao em principio indiferentes entre os diversos niveis de
escolaridade, e serao distribuidos aleatoriamente entre os varios niveis de S, sugerindo uma

relagao do tipo:

Inw; = Inw(0)+rS;+¢;

¢; independente de S;

Como o erro da equagao acima é puramente aleatério, podemos consistentemente estimar

uma regressao do tipo:

lnwi = BO + 5151 + E;

por MQO numa cross-section, e nesse caso a interpretacao do coeficiente 3, é a de que
representaria o (log do) saldrio de um analfabeto, e 3, o retorno r obtido pelo investimento
em educagao, que nesse caso também representa o efeito causal de S sobre In (w).

O modelo alternativo é um mercado de trabalho onde as firmas usam caracteristicas

produtivas dos agentes como insumos para produzir bens, segundo a funcao de producgao

Q=Q(S,2",u) =exp by + b1 S + baul
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Em equilibrio, o saldrio serd w = w® + w* = (b; + bs) @, 0 que implica:

Inw = [by+In(by + ba)] + 1S + bou

= Bo+B1Si +uy

Note que enquanto no primeiro modelo o termo ¢; era puramente aleatério (implicando
em que E(e|z) = 0 seja razodvel), no segundo, o termo u; reflete uma caracteristica nao
observével do individuo e que pode estar correlacionada com escolaridade (e.g. habilidade).

Um terceiro modelo (Mincer, 1974) propoe ainda uma terceira forma relacionando saldrios
e educagao:

Seja F; = saldrio potencial no periodo t, w; = saldrio observado, C; = investimento em
capital humano, k; = fracao do saldrio potencial investida, p, = retorno ao investimento

realizado em capital humano.

Ct == k’Et
Ein = Ei+pCh
= (1+ ktpt) Ey

t
= H 1+kjpj 0
7=0

Suponha que na educacao formal o investimento em capital humano é méximo: k, = 1,



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

e defina p, = retorno & educagao e p, = retorno ao treinamento pés-educagao. Entao*?:

t—1
]_nEt = ]nEO—i—Sln(l—l—pS)+Pozln(1+p0kj>
Jj=s
t—1

A lnE0+sps+pOZk:j
Jj=s

Finalmente, e supondo que o investimento em aprendizado decresce a uma taxa linear

apos concluidos os estudos:

T

[ <1——>

+ K T
’ﬁpo) KPy 2

InFE,,, =~ 1nE0+pSS+</<pO+ﬁ T op

2 Expandindo In(z) em Taylor em torno de 1:

ln($)=1n(1)+(3;_1)%_ (33—21) +(m—31)

a expansao em 1% ordem fornece a aproximacao sugerida (note que In(1) = 0).
3

z = j—s

z—1
Dk = D s
z=0
z—1 r—1
= HZ 1-— % Z z
z2=0 z=1

= mc—%(xgl) 2+ (z—2)]1]
_ gy Rl
T 2
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€ COoImo

Wsqg = (1 - ks—i—x) Es—i—z
x
1 stx 1 Es LA (1 - _>
N Wey 1 + Y T

= (lnEg—/i)—i-pS—l—(/ﬁ;po—l—%—FE)

_kPo 2
or " T)”

o7

= Bo+ 5815+ Bar + 53@2

Note que agora para estimar o efeito de educagao sobre saldrios, é preciso incluir também

experiéncia em nossa regressao.

1.2 Estimacao

1.2.1 Minimizacao de fungao perda (ex. MQO)

Seja o modelo y; = p (x;, ) + w;, suponha que E (u|z) = 0, e defina como perda a fungao
L [u]. Por exemplo, se nossa intengao for a de explicar ao méximo a variacao de y com a
variagdo de x,x*, entao podemos decidir que L (u) = u?, pois esta fungao atinge o minimo
precisamente quando u = 0. Nessa estratégia, o modelo ideal deverd resolver min, F (u?) =
min,, B [(y — p (x,x*))g] , e 0 modelo estimado, min, S>~ | (y; — p (5, 27)). Note que um
caso particular de p (x;, x}) € p (2, xF) = bo+ byz; + baz}. Se supor essa forma para a funcao
w (z;, x7) for justificavel, entdo a solugao serd MQO.

1.2.2 Maximizagao da funcao de verossimilhanga

Considere o mesmo modelo acima, mas agora suponha que estejamos dispostos a assumir
que o termo nao observado, u, seja distribuido segundo uma funcao de densidade de prob-
abilidade f (.) e independente de x. Suponha que vocé escolheu um valor B* para ser seu

7
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estimador. Numa amostra com ¢ = 1, ..., N individuos, a probabilidade de que o residuo de

um determinado individuo venha da distribuicao f é:

~%
u; = Yi — xif3

Pr(u =) = (@)

K3 K3

Numa amostra aleatéria (onde as realizagdes de u; para diferentes individuos sdo in-
dependentes), temos que a probabilidade de que todos os residuos da amostra venham da

distribuicao f (.) é:

Pr(u; =uj,ug = U3, ....,uxy =uy) = Pr(u; =u])xPr(uy=1u3)z..cPr(uy =u)y)
N N
= IIfTUﬂ::IIf(%——%ﬁ)
i=1 i=1
A estratégia aqui é escolher o valor de 8 que maximiza a funcao acima, pois esse é o
valor que maximiza a probabilidade de que seus residuos estimados, u}, venham de fato da
distribuigao f. E facil mostrar que se uma funcao ¢ () atinge seu méximo em 3", entao a
funcao In g (8) também atinge seu maximo em 5*. Como é mais fécil para os computadores
maximizar uma soma do que um produto, convenciona-se usar o logaritmo da verossimilhanca
ao invés da prépria verossimilhancga na estimacao.
Um exercicio interessante é mostrar que se nossa hipétese é a de que f (u) é a densidade

V. ~MQO

A

~M
da distribuigao normal (ou gaussiana), entao /3

1.2.3 Meétodo dos momentos

Suponha novamente que y; = x;3 + u;, e acrescente as hipéteses de que E (u) =0 e E (xu) =
0. Como o primeiro elemento de x é a constante 1, a primeira condicao acima é simplesmente

8
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E(1xu) =0, e j4 estd portanto incorporada em E (zu) = 0. Sabemos que um estimador

consistente dos momentos populacionais acima é o equivalente amostral:

N
> wi(yi—mB) =0
=1

que implica em:

N
Z Ty — 13 =0

i=1

B=(x) ety =F"""

Genericamente, o econometrista supoe uma série de hipéteses sobre os momentos popu-
lacionais dos residuos, e usa os equivalentes amostrais para encontrar o estimador.

Suponha no problema acima que ao invés de E (xu) = 0 fosse suposto que E (u|x) = 0.
Ora, primeiramente temos que E (u|r) = 0 implica em E (zu) = 0, mas também implica
que para qualquer fungao g (z), E (g (x)u) = 0, o que leva em principio a uma infinidade
de condigoes sobre momentos amostrais (por exemplo, E (z*u) = 0, E (cos () u) = 0, etc).
A pergunta é entao, como lidar com esse excesso de condi¢oes? A resposta leva ao Método
Generalizado dos Momentos, que consiste nos seguintes passos:

1. construir os equivalentes amostrais para cada momento que o analista considere rel-

evante. No exemplo do parenteses acima (e considerando apenas uma varigvel explicativa
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=
B

I

<
WE

(yi — i) =0

1

~.
I

Z; (yz - xzﬂ) =0

ey
g

I

<
WE

1

~.
Il

=
H,
=

[

<
WE

%2 (y; —xi5) =0
1

<.
Il

-

E(cos(z)u) = 0:» cos(x;)(y; —a;8) =0

=1

2. escolher uma matriz positiva (semi) definida M, para dar pesos aos J diferentes
momentos. Se a matriz for diagonal, o peso de cada condicao j na estimacao final serd dado
por m;/ (my +mg+ ... +my).

3. Empilhar os momentos num vetor

S (g — @)
Soi i (yi — wi3)
Sy @ (yi — i)

Sy cos (2) (yi — i)

4. Escolher $ que minimize o critério VMV

Nessa estratégia, qualquer matriz positiva definida M que o econometrista escolha pro-
duzird uma estimativa consistente de 5. Ha contudo critérios para escolher de forma 6tima
a matriz M, de modo a minimizar a varidncia do estimador. Mais importante do que as
tecnicalidades é convencer e ser convencido de que a hipétese E (u|z) = 0 (ou qualquer outra

que seja necessdria a estimagao) é realistica do ponto de vista econémico.

10
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1.3 Identificacao

Dizemos que um modelo é identificado dentro de uma classe de modelos se, dadas as im-
plicagoes empiricas derivadas das hipéteses do modelo, nenhum outro membro desta classe
é observacionalmente equivalente ao modelo referido. Em nosso exemplo, suponha que eu

observo o logaritmo dos saldrios e a educacao, e que as hipéteses do modelo sejam:
Inw; = Bo+ P15 +e&
E(E) =0
E(Se) = 0
Dadas essas hipdteses, temos que
E(lnw) —fy— B E(S) = 0

E(lnw)—pE(S) = By

Ellnw—8y—4,5)5] = 0
E[(Slnw— 3,5 — (E(lnw) — S,E(S))S)] = 0

ES(hw—E(Inw))]-FES(S—E(S))] = 0

E[S(Inw— E (Inw))]
E[S(S - E(9))]

e finalmente:

cov (S, Inw)

var (S)
Bo = E(lnw)-

51:

cov (S, Inw)

var (S) EB(S)

11
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Note que todos os parametros do modelo foram expressos como fungoes de momentos
amostrais, que nao dependem de pardmetro algum. Isso significa que se eu tivesse toda
a populacdo em maos, poderia simplesmente medir (unicamente) os valores de f,,3;, e
nenhuma outra combinacao destes parametros satisfaria as hipdteses do modelo. Dizemos

portanto que f3,, 3; sao identificados na classe de modelos que satisfaz tais hipéteses.

1.4 Teoria assintotica

e Lei forte dos grandes nimeros (LFGN): Seja Xy = + le\il Yi,e X =limy_o £ (Xn).
Se Xy converge "quase certamente" para X (isto ¢, Xy %3 X), entdo dizemos que

{Y;} obedece LEGN. 2 conjuntos de condicoes suficientes para isso sao:

N

1
{Y;} independentemente distribuidos e E —var(Y;) < oo
i
i=1

ou

{Y;} iid. e E(Y;) existe

e Lei forte dos grandes nimeros (LFGN): Seja Xy = + SV Y e X =limy_o E (Xy).
Se Xy converge em probabilidade para X, (isto &, Xy 2 X), entao dizemos que {Y;}

obedece LFGN. Condicao suficiente para isso é:

N—oo N

N
1
lim —QZvar (Xn)=0
i=1

e Teorema de Slutsky: se Xy 2 X e g(X) é uma funcio continua, entio g (Xy) =

9(X).

12
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Convergéncia em distribuicio: Xy - X se e somente se F (Xn) 4 F (X) ponto a

ponto, onde F'(.) é a distribui¢ao acumulada de X.

Teoremas do Limite Central:

(i) Lindberg-Levy: {V;}i.id; Y = NSV Y, E(Y;) = p; var (Y;) = E(Y; — p)® =
o?. Entao: VN (Y — p) <, N (u, 0?)

(ii) Liapounov: {Y;} independentemente distribuido, F (Y;) = p ; var (V;) = 02 ; E (Y}?)

existe. Entdao vN (Y — p) % N (u,52), onde

<N

| X
o’ = ]&1_1%0 N ; o;

Corolérios de Slutsky com TLC:

(i) g (.) continua e Xy 2 X entdo: g (Xn) Ly (X)

(il) Xy 2 Yy e Yy > Y, entdo Xy > Y

Teoremas de Wald e Man: seja Xy > X e Yy 2 ¢ (constante). Entao:

(1) Xy + Yy 2 X +¢

(i) XyYy 2 Xe

(iii) O limite da distribuicao conjunta de (X, Yy) existe e é igual a distribuigdo con-

junta de (X, ¢)

. . 5. d
Comparando conceitos de convergéncia: Xy B X=Xy D X=Xy S5 X

13
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e Método Delta (escalar): seja ay uma sequéncia deterministica de nimeros tendendo a
infinito (ex: V' N). Suponha que ay (Yy — ¢) %, X, onde ¢ 6 uma constante. Considere

uma funcdo continua e duas vezes diferencigvel, ¢ (.). Entao:

g(Yn) = g(c)+g(c) Yy —0)

anlg(Yn) =g(9)] = ¢ (c)[an Yy —c)]

em particular, se v N (Yy — ¢) LX~N (0,02), entdao v'N [g (Yn) — g (¢)] Ny (c) X ~

N (0,[g (¢)o]?)

e Se g(.) e X s@o multidimensionais, e X ~ N (0,Y), entdo o método Delta se estende
para

VN g (Yy) =g ()] 5 N [0,E(V, (Y)EV, (V)]

e Aplicagdo em méxima verossimilhanga: suponha que In £ (5) é tal que no 6timo, o

parametro [, maximiza In £ (/3), isto é:

B (%ﬁ)) B (s (3 Bo) = 0

E (%) = FE(H,z (yi; 8y)) : negativo-definido

Defina os correspondentes amostrais:

1 <. 9ln £ (y;;
s = 5y TR

=1
1 <. 9%1n £ (y;;
He(y;8) = N 2 —gﬁa(g’ 2l

=1

14
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ento, se s (15 B) L s (53 Bo) & B (s (y: Bo) e He (3 B) 2 H (y: B0) 2> B (Hie (i3 60)),

temos

1 N
\/N‘S(y;ﬁo) = \/NN;SZ yuﬁo

N
1
= \/—_Zsz (vi; Bo) —>N[O Ao]
i=1

Ay = FE (5 (y; Bo) s (y; 50)/)

s <?Ji;B> = %isz (yz,3> =0 (FOQC)

2

Q

s (yz-; B) s (5 Bo) + He (y; Bo) (3 - ﬁo)
W(@—Bo) ~ [-H; (y:50)] [\/NS (yi;ﬁo)} % N[0, ByAoBy]
By = —E[H (y:5,)]
2 Escolha discreta - modelo de utilidades aleatérias
(inspirado nas notas de aula de J.J. Heckman)

A economia tem como objeto de estudo o comportamento decisério dos agentes, que tipica-
mente escolhem a melhor acao a ser tomada dentre as diversas possibilidades que compoem
o conjunto de escolha dos individuos. Dessa forma, grande parte das predigoes testaveis dos
modelos econdmicos é obtida através da andlise das solucoes dos problemas de maximizacao
dos agentes, que tipicamente se resumem em condigoes de primeira e segunda ordem.

No caso de decisoes de consumo, por exemplo, um individuo com utilidade definida pelo

parametro de preferéncias U, com renda Y e que observa precos P, escolhe quando consumir

15
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de um bem g resolvendo:

maxu (g, C;U)

9,C
st. : plg+pC<Y

e a solugao deste problema ¢g* = g* (Y, p?, p,U) fornece a demanda pelo bem g por parte
do individuo. Neste caso, as varidveis (Y, pY, p¢,U) sado determinadas fora do problema de
otimizacao e assumidas como dadas pelo agente, enquanto g é a varidvel determinada endo-
genamente. Supondo que a fungdo ¢* (Y, p?, p°, U) possa ser rescrita como g (Y, p?,p°) + U,
com U independente de Y, p?, p©, e que o econometrista tenha acesso a uma base de dados com
informacoes sobre (gd, Y, p9, pc), é possivel entao estimar o modelo comportamental acima
regredindo g¢ em (Y, p?, p°). Note neste exemplo que (1) h4 clara justificativa tedrica para
a hipétese de que as varidveis (Y, p?, p¢) podem ser classificadas como ex6genas no exercicio
estatistico, pois (segundo o modelo) os agentes econdmicos nao tem meios de afetar seus val-
ores, (2) hé clara justificativa tedrica para a fonte de aleatoriedade do modelo (parametro nao
observado de preferéncias que varia entre individuos), (3) a independéncia entre o termo nao
observével e as demais varidveis pode ser justificada (geralmente a etapa mais controversa de
qualquer exercicio), (4) as derivadas parciais dgg/0(Y, p?, p©) podem ser interpretadas, em se
aceitando as hipéteses do modelo, como efeitos causais de mudancas nestas varidveis sobre
a demanda por g.

Suponha agora que um individuo com caracteristicas observaveis, X, e nao-observiveis,
U, escolhe de maneira 6tima a agao a* € A. Caso a represente uma varidvel continua (isto é,
caso A seja denso), a solugao pode ser representada genericamente como a* = a* (X, U). No

16
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entanto, dois problemas podem surgir, cuja solugao ¢ parecida. Primeiramente, o conjunto
de escolha pode ser composto por um mimero finito e discreto de alternativas (por exemplo,
decidir se aceito uma proposta de trabalho da firma A ou da firma B, se caso com F ou
com R, se viajo para E ou para O, etc.). A segunda possibilidade é que a seja continua,
mas que observemos apenas um indicador discriminando se a* Z @ (por exemplo, um sujeito
recebe vérias propostas de emprego e tem saldrio de reserva W. Ele deve aceitar a proposta
que pagar mais, mas se em nossos dados nao houver informacao explicita sobre o saldrio

contratado, saberemos apenas que w > W).

2.1 Modelo de utilidades aleatdrias:

Suponha que A = {ay, ...,a;}. Cada alternativa a; tem associada um bem-estar u (a;; X, U),
que em principio pode variar para pessoas com diferentes caracteristicas X, U (tanto X
quanto U representam vetores, isto &, X = [1, X;,..., Xk| e U = [Uy,...,U;| de atributos
individuais que afetam as decisoes dos agentes). Defina o conjunto de varidveis indicadoras
{dj}jzl tal que d; = 1 se a alternativa j ¢ escolhida e d; = 0 caso contrdrio. Como nosso
interesse reside no caso em que as alternativas sao mutuamente excludentes, isto é, em que
os agentes podem escolher apenas uma acao dentre as J permitidas, podemos caracterizar o

problema de otimizagao como:

J
max dju(a;; X,U)
{dj}}']:1 j=1

J
s.t. Z d; =1
j=1

Dado o comportamento maximizador dos individuos, a alternativa eleita terda que satis-

17
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fazer a condicao:

di=1<u(a; X,U) >u(a; X,U);Vk#j:a, € A

Em palavras, o individuo escolherd j se e somente se esta alternativa proporcionar um
nivel de bem-estar maior que qualquer outra das possibilidades.

Suponha que as varidveis nao observaveis, U, sao compostas por um vetor de J escalares,
Ui, ...,Uy, e que apenas a coordenada j afeta o nivel de utilidade correspondente a a;, que

além disso é linearmente separdvel em X e U, isto é,
u(aj; X, U) = u(az; X, Uj) = v; (X) + U

Aceitando estas hipdteses como verdadeiras, a regra deciséria fica:

dj = 1<:>Uj(X)+Uj>’Uk<X)—|—Uk;Vk7éj2ak€A

= Uk—U]<’U](X)—Uk(X>

Nossos dados sao compostos por N individuos para os quais observamos caracteristicas X
e decisoes, {d, }}]:1' No caso geral, se estivermos dispostos a assumir alguma forma funcional
para a distribuigao de Uy, — Uj, ent@o conseguimos estimar a fungao H (X) = v; (X) — vy (X)
(mas nao podemos separar v; (X) de vy (X)). Nesse ponto, trés comentdrios sao uteis: (1)
dependendo da pergunta que se quer responder, a estimacao de H (X) é suficiente para
responder. Em particular, se nosso interesse é em predizer como a proporcao de pessoas
que escolhe a alternativa j varia quando alguma caracteristica X ¢ modificada (e.g. como
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a fragdo de consumidores de pepsi varia com a renda), nao é necessario saber v; (X); (2)
assim como na teoria do consumidor, transformagcoes monotonicas das utilidades nao afetam
as decisoes. Em particular, ¢ (Uy —U;) < cH (X) para qualquer constante ¢ > 0. Isso
significa que a escala da varidvel ndo observivel ¢ = (U — U;) tem que ser normalizada
na estimacao (isto estd implicito na exigéncia de que o econometrista defina a distribuicao
de €); (3) eventualmente observamos nao apenas as decisdes mas também as recompensas
associadas as diferentes agoes disponiveis. Com mais informacao, pode-se em geral estimar
mais pardmetros do que com menos informacao, e no caso mais abrangente, podemos inclusive
estimar separadamente v; (X) , v (X) e elementos da distribuicao de ¢ (exemplo: modelo de

Roy).

2.1.1 Caso binario

A grande maioria dos exercicios empiricos lida com situacoes onde os individuos tém apenas
duas agbes possiveis em seus conjuntos de escolha, digamos, A = {0,1}. Suponha que a
parte explicada por caracteristicas observaveis do beneficio liquido associada a cada agao

possa ser escrita como v; (X) = Xv;. O modelo entao fica:

uw(0; X,U) = Xv,+ Uy
uw(lL; X,U) = Xy, + Uy

d=1e X (v, —7)>¢

Podemos também definir § = (v; —7,), e a probabilidade de que um individuo seja
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observado adotando uma determinada agao é:
Pr(d=1]X) = Prle < Xp]

Pr(d=0/X) = Prle > X[]

= 1-Prie< X/

Por definicao, a funcao de distribuigao acumulada de uma varidvel aleatéria Z pode ser

escrita como F'(z) = Pr(Z < z), de modo que nosso modelo pode também ser representado

como
Pr(d=1X) = F(Xp)
Pr(d=0|X) = 1—-F(Xp)
Qual a interpretacao dos coeficientes 5 = [B, 51, ..., O] nesse caso? Considere uma

caracteristica especifica, k. O termo (3, X} captura a parcela do ganho liquido de bem estar
entre as alternativas 1 e 0 que pode ser atribuido & caracteristica Xj.

Para ilustrar, suponha que um individuo tenha que decidir se passa as férias em Veneza
(alternativa 0) ou na Disney (alternativa 1), e que X}, seja a idade. E de se esperar que pessoas
mais velhas tenham ganho liquido negativo de bem estar de passar da alternativa 0 para a
alternativa 1, controlado por outras caracterfsticas, e portanto 3, deveria ser negativo. Isso
significa que TODAS as pessoas acima de uma certa idade optarao por ir a Veneza enquanto
as que estao abaixo desse limite irao & Disney? A resposta é nao. O ganho liquido de ir
a Veneza com a idade pode ser mais do que compensado pela perda liquida de escolher
essa acao devido a outras caracteristicas do agente, incluindo-se af as caracteristicas nao
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observaveis, e por isso podemos acomodar o fato que provavelmente surgiria nos dados de
que algumas pessoas mais velhas escolhem ir & Disney enquanto algumas criangas preferem
Veneza.

Na préxima subsecgao falaremos um pouco de outra classe de modelos que tém a mesma
estrutura empirica do visto acima. Em seguida estudaremos como estimar estes modelos e

avaliar a qualidade de nossas estimagoes

2.2 Modelos de funcgoes-indice

A motivagao para esta classe de modelos é a seguinte: suponha que um individuo tenha
um beneficio constante garantido se ndao adotar uma ac¢ao (outside option, em inglés), e um
beneficio B (X) + ¢, se adotar esta agdo. Um exemplo é a proposta de emprego mencionada
anteriormente, onde W pode representar o saldrio de reserva do trabalhador ou um seguro-
desemprego que o agente sé recebe se nao estiver trabalhando, e w for o saldrio incluido na
proposta. Digamos que o saldrio dependa de caracteristicas observavei, tais como educacao

e experiéncia, e um termo aleatério independente dos observaveis:

lnw=X@+¢

Se o saldrio for observado, poderiamos regredir diretamente Inw em X e estimar desse
modo os coeficientes S que nos interessam, mas o problema aqui é que nossa base de dados
nao tem saldrios, mas apenas a decisao dos individuos de aceitar ou nao uma determinada
proposta de trabalho, numa amostra de individuos que receberam proposta em um dado
periodo. Um outro exemplo interessante é a estimacao de uma curva de demanda por um

21



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

dado produto, onde sabemos apenas que, aos precos vigentes, os consumidores compram se
e somente se 0s precos estiverem abaixo de sua propensao a pagar. Mas como a propensao a
pagar por um bem nao é observédvel, temos que nos satisfazer com a informacao restrita ao
fato de que os individuos compraram ou nao o bem.

Num cenério bastante simples de maximizacao, podemos supor que os individuos aceitaram
a oferta se e somente se

Inw>InW

ou seja:

d = 1l XB+e>hhW

Pr(d=1/X) = 1—F(InW — XB)

No modelo acima, o intercepto estimado representard InW — (3, e todos os demais
parametros (3, B35, ..., B podem ser estimados. Qual a perda entao em relagao a situagao
em que os saldrios também constam da base de dados? Como foi dito, na situacao descrita
acima fomos forcados a assumir uma forma funcional especifica para a distribuicao do erro,
g, enquanto antes tinhamos apenas que supor que sua média era zero (além da independéncia
entre ¢ e X). Isso porque, de novo, as decisoes observadas sao preservadas se transformarmos
monotonicamente as utilidades de todas as alternativas envolvidas. No exemplo acima,
o beneficio de aceitar uma proposta é w, enquanto o beneficio de nao aceitar ¢ W. O
proéprio logaritmo que incluimos é em si uma transformagao que nao muda a regra deciséria.
Considere uma multiplicacao de todos os termos da desigualdade acima por 3. Como a
desigualdade seria preservada, um modelo com coeficientes B =38, e=3ce W =3I W
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racionalizaria os dados tao bem quanto nosso modelo original, e nao seria possivel discriminar
qual o modelo que nos interessa. Ao supor que a distribui¢ao de ¢ ¢ fixa e dada por F'(¢),
automaticamente acabamos com esse problema, pois a distribuicdo de € nao atenderia a
hipétese de que a verdadeira distribui¢ao do modelo é F'(.). Num contexto especifico em que
F (e) & suposta como sendo a distribui¢ao normal com média 0, o modelo seria identificado se
também fixdssemos a variancia (em geral assumindo 0 = 1). Como a variancia de uma normal
é o parametro que mede sua escala, sendo sensivel exatamente a operacoes multiplicativas
da varidvel aleatéria em questao, diz-se que em modelos com varidvel dependente bindria os

coeficientes 3 sao identificados a menos da escala.

2.3 Estimacao
2.3.1 Por que Pr(d =1|X)?

Tanto no modelo de utilidades aleatérias quanto no de fungoes-indice, a varidvel dependente

é discreta, e no caso bindrio, tem a estrutura
Pr(d=1|X) = F(Xp)
Por qué entao nos preocupamos com Pr (d = 1|X)? Simplesmente porque
E(dX) = EX,d=1)Pr(d=1/X)+ E(d|X,d=0)Pr(d=0]|X)
= 1xPr(d=1|X)+0xPr(d=0|X)
= Pr(d=1|X)

Em outras palavras, a regressao (regressdo = F (y|X) por defini¢ao) de d em X fornece
exatamente I (X /3). No caso geral, e diferentemente do que foi aprendido no caso de modelos
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lineares, essa regressao nao precisa necessariamente ser linear nas covariadas. H4 inclusive
motivos fortes para nao desejar que seja! Consequentemente, os métodos de projecao utiliza-
dos para estimar modelos lineares (MQO, MQOG) raramente se aplicam nesses casos. Os
métodos mais utilizados sao os de méxima verossimilhanga e minimos quadrados nao-lineares,

e ambos requerem inicialmente a especificacao da funcao F'(.) para serem estimados

2.3.2 Especificagoes comuns

Quatro especificagoes dominam a literatura:

(a) Probabilidades lineares (MPL): Pr(d =1|X) = Xf3. Nessa especificagdo, a dis-
tribuicdo do termo aleatério € é suposta como sendo uma uniforme (0,1), que tem média
1/2 (e ndo 0, como estamos acostumados). Alternativamente, diz-se apenas que d possui

uma distribui¢ao de Bernoulli com parametro p = Xf.

(b) Probit: Pr(d=1|X) = & (Xp) = f_Xoi 5= €XD —édz. Nesse caso, € tem distribuicao

Normal padrao. Interessante notar que no caso do modelo de utilidades aleatérias, tinhamos

e = U; — Up. Se supusermos que

Uh 0 11 010
~ N :
Uo 0 010 000
entdo Uy — Uy ~ N [0, 011 + 00 — 2010], € nesse caso a normalizagao var (¢) = 1 equivale
a 011 +0’00 — 2010 =1 ou (0’11 +O’00 — 1) /2 = 010-
(¢) Logit: Pr(d=1|X) = A(Xp) = %. A distribui¢ao de probabilidades de ¢

que racionaliza o modelo neste caso é a distribuicao logistica padrao. E possivel mostrar

que o modelo de utilidades aleatérias com U; e Uy sendo ambos distribuidos segundo uma
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distribuicao de valor extremo do tipo I, gera uma distribuicao de U; — U, logistica.
(d) Modelo de complementaridade log-log: Pr (d = 1| X)) = W (X3) = 1—exp [— exp (X)].

A distribuicao de ¢ neste caso ¢ a de valor extremo do tipo L.

Decidindo que especificagao usar Cada especificacao tem vantagens e desvantagens.
(a) MPL: a popularidade deste modelo vem da simplicidade de sua estimagao, especial-
mente nos tempos em que os computadores tinham capacidade limitada e estimar modelos
probabilisticos usando grandes bases de dados era computacionalmente invidvel. Outra van-
tagem é que o computo dos efeitos marginais de mudancas nas covariadas sobre a probabil-
idade de que d = 1 é imediatamente dada pelos respectivos coeficientes (3.
O primeiro problema com este modelo é a heterocedasticidade. Para ver isso, note que

se ¢ =d — X3, entao:

e = 1— X com probabilidade X/

= —XJ3 com probabilidade 1 — X3

E a varidncia de uma Bernoulli pode ser escrita como var (z;p) = p (1 — p), o que implica:

var (e|X) = (1 - Xp) XpB

que claramente depende de X. De cara, este problema descarta a conveniéncia do uso de
MQO para estimar eficientemente os parametros 5. Pior do que isso: é perfeitamente pos-
sivel que as probabilidades preditas de que d seja 0 ou 1 para determinados individuos se

encontre fora do intervalo [0, 1], o que nao faz sentido probabilistico e ainda produz variancias
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negativas. Este problema fica ainda mais grave se nosso objetivo for extrapolar as probabili-
dades estimadas para pontos fora do suporte amostral de (X, d), que é frequentemente o caso
quando se trata de simular potenciais efeitos de mudangas nas distribuicoes das covariadas
ou no ambiente econdémico sobre a probabilidade de que d = 1.

(b) Logit versus Probit: ambas tem formato semelhante (forma de sino, simétrica em
torno de zero), com as caudas do Logit sendo ligeiramente mais pesadas. Como pode ser visto
no inicio desta subsecao, a distribuicao logistica possui forma analitica fechada, enquanto a
normal acumulada é uma integral que necessita ser computada numericamente. Isso significa
que o custo computacional de estimar o Logit é significativamente menor do que o Probit.
A vantagem tedrica da distribuicao Normal é que em muitos casos tem o Teorema do Limite
Central para justificar seu uso, enquanto a escolha do Logit pode parecer mais arbitraria.

Além disso, quando o problema envolve mais de duas escolhas é possivel mostrar que
o Logit sofre do problema de Independéncia de Alternativas Irrelevantes (Blue Bus, Red
Bus), que pode ser enunciado da seguinte forma: suponha que as escolhas relevantes para
um agente sejam .J, mas o econometrista erroneamente incluiu uma (J + 1) alternativa no
modelo, completamente redundante a alguma das ja incluidas. Idealmente, gostarfamos que
os coeficientes que descrevem a probabilidade de que as alternativas nao-redundantes que j&
estavam no modelo nao se alterassem com a inclusao da alternativa irrelevante, mas é possivel
mostrar inequivocamente que todas as probabilidades das alternativas nao-redundantes caem
com a inclusao de novas alternativas no modelo. O problema foi mostrado por McFadden

(1974), que ilustrou a situagao de um individuo decidindo se vai de carro ou de 6nibus para
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o trabalho, sendo completamente indiferente a respeito da cor do 6nibus. A especificagao
correta do problema seria portanto incluir apenas as alternativas carro e 6nibus, mas o
analista resolveu "caprichar" e colocou as alternativas carro, 6nibus azul e 6nibus vermelho
dentre as possibilidades. Como o individuo é indiferente, a probabilidade de ir de carro nao
deveria mudar com a nova especificacao, mas isso infelizmente nao ocorre no Logit. A causa
dessa limitacao é que o Logit multinomial nao deixa muita flexibilidade na determinagao dos
segundos momentos da distribui¢ao (matriz de covariancias).

O Probit tem como distribui¢ao implicita a Normal padrao, com variancia unitéria, ao
passo que no Logit a distribuigao ¢ a logfstica padrao, com variancia igual a m2/3.

(c) Distribuigao de valores extremos do tipo I: é a tinica dentre as descritas que assume
uma distribuicao assimétrica para €. Seu uso é menos frequente, mas é bastante apropriada
para casos em que a ocorréncia de d = 0 ou de d = 1 é rara (tipicamente, os modelos Probit e
Logit estimam de forma mais acurada os efeitos marginais e probabilidades preditas quando

estas probabilidades estdo préximas de 1/2).

2.3.3 Efeitos marginais

Assim como no caso das regressoes lineares, estamos interessados no efeito de uma mudanca
marginal em uma varidvel explicativa, xj, sobre nossa varidvel dependente. O problema
nesse caso é que a varidvel dependente agora é d, que é discreta, e d(d)/dxy nao é definida.
Em compensacao, a regressao E (d|X) = Pr(d = 1|X) é uma varidvel continua, e podemos
calcular o efeito (médio) marginal de xj sobre d, via dE (d|X) /dxy.

Além disso, ao contririo da regressao linear, o efeito marginal de x; nao é simplesmente
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B, como antes, pois nosso modelo agora ja nao é mais linear:

dE (d|X)  OF(Xp)dXp

= [(XB) B4

onde f (.) é a derivada da distribui¢do acumulada e denota portanto a densidade de € avaliada
no ponto XJ3. Vamos entao ver como os efeitos marginais sao derivados nos diferentes
modelos:

(a) MPL: f (Xf) = 1, e portanto o efeito marginal é simplesmente /3,

(b) Probit: f(Xf3) = 3/{—2% exp —@ = ¢ (X[), e o efeito marginal fica ¢ (X ) S,

(c) Logit: f(Xp) = % (1 — %) =A(Xp)(1—=A(Xp)). O efeito marginal
¢A(1—A)B,

(d) Log-log: f (Xf) = exp (—exp (X)) exp (X[). O efeito marginal é entao [1 + W (X 3)] exp (X5) 5,

Comparando efeitos marginais do Probit com o Logit Considerando as variancias
das respectivas distribuicoes padrao, o fator aproximado de conversao de coeficientes Logit

em coeficientes Probit deveria ser

5Logit ~ 6p7'obit
2/3 1

ﬁLogit ~ ]-7 8ﬁpr0bit

No entanto, através de sucessivas tentativas Amemya sugere que, no centro da dis-

tribuicao, o fator de conversao que melhor aproxima os efeitos marginais nas duas dis-
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tribuigoes é
BLogit ~ 1, 65probit

2.3.4 Estimacgao e teste de hipétese

O método mais popular utilizado para estimar os coeficientes 5 dos modelos de escolha
discreta mencionados anteriormente é o de maxima verossimilhanca.

Supondo que nossa base de dados consiste em uma amostra aleatéria de i = 1, ..., N indi-
viduos com informacoes sobre suas decisoes, d;, e caracteristicas que potencialmente afetam
estas decisoes, X;, podemos escrever a probabilidade conjunta de observarmos {d;, Xi}i]\;

COo1mo:

Pr({d, X}0:8) = £(9)

N
= H Pr(d;, X;; B)
i=1

N

= H Pr (d;| X;; B) Pr (X;)
i=1
N

—d; di
= [[1—FxB)] " F(Xi8)" Pr(X;)
i=1
Nosso objetivo entao é encontrar o valor de [ que maximize a probabilidade de ob-
servarmos os dados disponiveis. Sabemos que o valor que maximiza Pr ({di, Xi}i]il ; ﬂ) e
In [Pr <{di, Xi}fil ; ﬁ)] ¢ 0 mesmo, e portanto podemos escrever nosso problema como:

~MV

5 =arg ml?x{(l —d)In[l — F(X;0)]+d;In[F (X;5)]}

Dentro deste arcabouco, estaremos interessados em examinar os seguintes procedimentos
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de estimagao e teste:

A. Estimagao de B

B. Estimacao da varidncia assintética de 3

C. Estimacao das probabilidades preditas, F’ (X B) 1 —F (X B), e de suas varidncias

assintoticas
. ~ . . . dPr(d:1|X) N . . ..
D. Estimagao dos efeitos marginais, =, e de suas variancias assintGticas

E. Testes de hipétese

F. Mensuracao do ajuste do modelo aos dados

Estimacao de 3 Na maximizacao do logaritmo da funcao de verossimilhanga acima, pre-

cisamos considerar as condi¢oes de primeira e segunda ordens (necessérias e suficientes para

encontrar 0 maximo):

i. Condigoes de primeira ordem (CPOs)

dF (zB)  OF (zf3) 0z

88~ “ou8 08

= [f(=8)a
dln £ () al (15) [ (@iB)
5 - Z P T )

b3

. Y xzﬁ ] f(xzﬁ)
B Z (2:9)] F (w:B) "

=1
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ii. MPL:

= [di - 33%6] ;o
Z var (&) 0

N d;x;
z :izl var(g;)
N z;)
: :i:l var(e;)
bastante semelhante com MQG. Se valesse a homocedasticidade, o estimador se reduziria

a MQO.

i.ii. Probit: Defina ®; = F (z;0), ¢, = f (2;8). As CPOs ficam:

=1
Dado que:
_ i
E(z|z>zp) = —1_(1)'—)\10
Z‘Z<$5> - a_)\zl
temos:

N
i=1
onde \; = N\psed; =0e \; = \;1 sed; =1.

Neste caso, as CPOs nao resultam em um sistema de equacoes lineares em 3, ao contrério

do MPL.

Liii. Logit: A densidade assumida do logit ¢ F (z;8) = (1+ 6_5’”6)_1 = A;. Logo, as
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condigoes de primeira ordem ficam:

- (di — F (z:8)) f (z:3) L
2 = F (@) F@f) " "

=

Y (d - M)A (- D)
> (1—A)A, zi=0

i=1

=

N

=1

Curioso notar que ¢; = d; — A;, e que portanto as CPOs do problema ficam Zf\il gir; =0,
semelhantes as condigoes de momento dos modelos lineares.

ii. Condicoes de segunda ordem

O propésito desta subsecao é apenas mostrar que fungoes de verossimilhanga produzidas
por modelos MPL, Probit e Logit sao globalmente concavas, e que portanto as CPOs de fato
resultam no estimador desejado. Para ser concava, a func¢ao In[£ ()] deve ter a seguinte

propriedade:

0%In [£ (B)]
“opop <"
Sabemos que:
(LB _ 0 [31H[£(ﬁ)]$]3($5)
0pops’ 9(x3) | 9(xpP) op
_ ol
9 (zB) 0 (zB)'

)

_ N 0 [di — F(x;9)] f(xzﬂ)xw/
= ;a(l’zﬁ) [1— F (z:8)] F (z:8)"" :
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ii.i. MPL:

N
[di—z:8] 1
Z {[1 2] zﬁxi] zi

1 [d xzﬂ]xz - )
[[1 cAlss T ety (L 2wb)|

Mz

=1

2
di—x;
N |:[1_xig]fi5:| l’ll’; <0

WE

i=1
(usando o fato de que d? = d;, dado que d; € {0,1}).

ii.ii Probit: aqui vamos usar o seguinte fato: ¢’ (z) = —z¢ (2). Precisamos mostrar entao
que:
N N
O\
(Nix;) o = ~_xzh < 0
Z ; 9 (z:8)""
no caso de \; = A\g; = — 1_((5(2623) :
O\ - 0 [_ ¢ (z:3) }
9 (i) 9 (z:3) 1— @ (x;8)
_ wmPo(mp) ( 6 (x:8) )2
— @ (z:p) 1—®(z;8)

= _)\Oi [l’,ﬁ + )\02] <0

e no caso de \; = \j; = g((i?)
O\ _ 0 { ¢ (z:8) }
O(x:B) — 0(ziB) | @ (2:8)

 wBo@iB) (o @iB))
a [ q)(i'fiﬁ) +((I)<xiﬁ))]

= =izl + A <0

e a CSO fica:
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Il
'sz

Como todos os modelos produzem fungoes de (log) verossimilhanga globalmente concavas,
o método de Newton-Raphson deve encontrar o maximo e poucas iteragdes (convergéncia é

relativamente rapida).

Estimacao de Avar (B) Apés estimarmos os parametros do modelo, B, 0 passo seguinte é
testar sua significAncia estatistica. Tipicamente, a distribuicao de E numa amostra pequena
é dificil de ser tratada tanto analitica quanto numericamente, e os testes recorrem entao as
propriedades assintéticas dos estimadores. Aplicando o método delta e teoremas de Slutsky,

temos que:

VN (B-p) &

o (Y (524550 5 (2]

N

Sob condigoes de regularidade, satisfeitas pelos modelos aqui tratados, pode-se mostrar

que:

0RL(57)\ | 0L (B7) 0L (5)
E(aﬁaﬂ’)“E 95 L op
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e que portanto:

VR (B=p7) 4 N [o.~1(5")"

onde —I (8*)™" atinge o limite inferior de Cramer-Rao e é definido como:

1L ?£(8)
[(6%) =p lim (N 9507 )

A variancia assintética de @ é, portanto:
Avar (B) = =[N (8]
Os resultados acima sugerem 2 diferentes formas de representar Avar—* (B) :
(5

0L (8") O£ (")
BBy

e cada uma deles inspira diferente estimadores, todos baseados na convergéncia de g (5)
para g (8"), para fungbes continuas e diferencidveis de 3, conforme a amostra cresce de N
para infinito.

O primeiro destes estimadores é

2

1 N
_sz: Baﬁ d;)In[1 — F (X;8)] + d; In [F (X,;5)]

ou seja, o negativo da média das contribuigoes individuais para o Hessiano da funcao de log-
verossimilhanga, e possui a desvantagem de poder eventualmente nao ser positivo-definido

(ainda que assintoticamente deva convergir para uma matriz que o seja).
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O segundo parte da definicao de vetor de score dos individuos,

0

Sz’(ﬁ):%

(1—d;)In[l = F(x;8)] + d; In [F (x;5)]]

para definir o estimador:

1 N
sti (B) [s

=1

Este estimador foi proposto por Berndt, Hall, Hall e Hausman (1974), e é chamado de
BHHH, mas possui a desvantagem de nao ser bem comportado em amostras pequenas.
Finalmente, o terceiro estimador bastante usado na literatura é:

2

~9pof %Z ) In[l — F(X;8)] + diIn [F (X;5)]

=1

O problema com esta alternativa é que nem sempre ha uma forma fechada para esta
expressao, e mesmo seu computo numérico pode ser dificil. Se isso nao for um problema,
como nos casos tratados nestas notas, este estimador possui as vantagens de (i) envolver
apenas primeiras derivadas de médias e variancias condicionais, (ii) quando existir, precisa
ser positivo-definido, e (iii) possui melhores propriedades em pequenas amostras que os

demais.
Estimacgao de Avar [F (X B)] Pelo método Delta, sabemos que:
W(@—e*) 9 N(0,V)

entdo para qualquer fungao continua e diferencidvel do estimador, g (#), teremos que:
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VN (9(8) —g(0) % N (0.9 (0" Vg (7))
onde ¢’ (0*) = 0g (6*) /00, e o superscrito T' denota transposigao.

No caso particular de P=F (X B), este resultado sugere que:

VN (F(XB) = F (x8) % N (0~ [af (X80 1(5) " [of (X5)])

e como f (X[") é escalar:

VN (F(XB) = F(X8) % N (0, (X871 (87 2)

Um estimador natural de avar [F (X 3)} é portanto:

~ ~ 2 ~
avar [F <Xﬁ>} =f <Xﬁ> zT Avar (6) x
Note que podemos (e quase sempre temos que) estimar avar [F <X /Bﬂ para cada vetor

X = x;, que diferentemente de Avar (B), varia com X.

Estimacao de Avar [ f (X B) B] Como vimos, f <X B) B mede o efeito marginal de uma
mudanca em X sobre a probabilidade de que d = 1. Assim como no exemplo acima, esta
também serd na maioria das vezes uma funcao continua e diferencidvel de /3, e para a qual

o método Delta se aplica. Definindo 7 = f (X B) B, temos que:
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Avar (7) = (%)T avar (B) (%)

s o)

op op

— (XB) % +BXT

af (XB)
C0XB
af (XB)

= 17 (XB) + BX" 5

Vejamos como ficam essas expressoes nos modelos probabilisticos tratados:
i. MPL: Neste modelo, f (z) =1 e f'(z) =0, de modo que Avar (7) = avar (B)
ii. Probit: f(z) = ¢(2), f'(z) = —z¢(2), onde ¢ (2) = (27) 7 exp (—22/2) é a densi-

dade da distribuicao Normal padrao.

var G) = [6 (aB)] (1= (48) Be") avar (3) (1 - (B) o8")

iii. Logit: f(2)=A(1—A), f'(z)=A(1—A)(1-2A).

Avar ) = [R (1=8)]" (1= (1= 2R) 5" avar (3) (1 = (1-2R) 23")

Testes de hip6tese Na maioria dos trabalhos empiricos, os autores estao interessados em
testar uma restricao linear sobre os parametros, do tipo H3 = h, onde o rank p da matriz
H mede o nimero de restrigoes que (conjuntamente) queremos testar. Note que /3, = 0 para
algum k£ especifico é apenas um caso particular do tratado acima. H4& trés formas de testar
Hp = h que predominam na literatura:
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Teste de Wald Defina «y (5) = H5 — h. Entao:

VN |7 (B) =7 (89)] 4 N (0, NH avar (8) H)

e sob a hipétese nula, v (") = 0. Portanto:

Teste de razao de verossimilhanca Suponha que estimemos o modelo duas vezes:

uma irrestrita e outra impondo 7 () = 0. Entao, pode-se mostrar que:

£(BR> A 9
£(3) ~ X" (p)

~R
onde £ (ﬁ ) denota a funcao de verossimilhanca avaliada nos coeficientes estimados do

—21n

modelo restrito.

Teste do multiplicador de Lagrange (ou teste de Score) Uma forma de escrever o
problema de maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhanga sujeito a restrigao =y (5*) =

0 é escrever o problema como:

mas [In £ (8) = A (8~ 5]

Neste caso, a condi¢ao de primeira ordem é:
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dln £ (B)
op

e a restricao s6 sera efetiva se A > 0 (isto é, Hy : A = 0). Ora, como A é em si uma fungao

=\

de f3, teremos que:

~R\T ~ ~R\ A
A(B") avar (B) A (B7) A2 ()
onde \ (BR> é a funcao) avaliada no valor restrito dos coeficientes. Este teste é usado

principalmente em situacoes onde a estimacao do modelo irrestrito é dificil.

Teste de restricoes nao-lineares Uma variante do teste de Wald disponivel para
restrigoes genéricas do tipo H (3) = 0 é aplicar diretamente o método delta e obter a estatis-

tica:

w = (3)" [wutt (3) war (3) vt (3)'] 1 (3)
onde VgH (ﬁ) denota o Jacobiano da funcdo H (.) com respeito a [ avaliado em B O

método sugere que:

WNX(QJ

onde ¢ é o rank da matriz jacobiana de H (.) avaliada em B

Medindo o ajuste do modelo aos dados H4 trés medidas bdsicas do ajuste de um
modelo com varidvel dependente discreta aos dados:
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Logaritmo da fungao de verossimilhanca avaliada no parametro estimado
Comparagao direta do logaritmo da funcao de verossimilhanca em um modelo estimado
onde o dnico regressor é uma constante (intercepto), com o logaritmo desta mesma fungao
quando todos os regressores sao incluidos. Mede a contribui¢ao da inclusao dos regressores
para a fungao de verossimilhanga (e portanto o aumento na probabilidade de que os dados
tenham vindo de um mundo relativamente bem descrito pelo modelo versus um mundo sem

modelo algum).

Indice da raziao de verossimilhanca Guarda similaridade com o R? em uma re-
- ) . In £(B) . :

gressao linear, e é definido como 1 — IVIOR Se o modelo tem um ajuste perfeito, a proba-
bilidade de que os dados tenham vindo de um mundo descrito por ele é £ (B) =1, o que
implica que o indicador fica 1 — 0 = 1. Por outro lado, se o0 modelo explica muito pouco do
mundo, a inclusao das covariadas muda pouco a funcao de verossimilhanca, e o indicador se
aproxima de 0. No Stata, essa estatistica ¢ chamada de pseudo-R? (e em alguns livros, de R?
de McFadden). Devemos ter cuidado, contudo, pois parte da literatura usa outra defini¢ao

para pseudo R? (ou R? de Amemya), inspirada no mesmo principio mas com férmula distinta:

o 1
1 142(In £(B)—1In £(0)) /N’

Tabela de acertos e erros Para cada individuo, defina como c/l\Z =1 [F (xﬁ) > p},
para algum valor p definido pelo econometrista (usualmente 1/2). Com isso queremos dizer
que, para um individuo com caracteristicas x;, a probabilidade predita de que tome a decisao

d=1¢F (1’[@) Se esta probabilidade ultrapassar um certo nivel p, dizemos que a agao
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predita para ele pelo modelo é c/l; Na tabela, comparamos as decisoes preditas com as
efetivamente tomadas para julgar quao bem o modelo se ajusta aos dados. O problema com

essa estratégia é que o valor p é arbitrdrio. Mais detalhes em Greene, pg.652.

2.4 Escolhas simultaneas

Ainda que tenha sido mencionado que o modelo de utilidades aleatérias pode em principio
motivar a andlise de um problema com muiltiplas escolhas disponiveis, quase toda a nossa
andlise esteve concentrada em situacoes onde os agentes decidem entre duas opgoes. Dentre
as principais caracteristicas do modelo, vimos que nao é possivel identificar simultaneamente
a funcgao-resposta H,;, (X) = v; (X) — v; (X), que associa caracteristicas observéveis & rec-
ompensa associada a decisao j, e a distribuicao dos residuos, F. (¢; X,d) = Pr(e < ¢|X, d),
e tipicamente optamos por assumir uma forma funcional especifica para essa distribuicao®.
Com miiltiplas escolhas, nem sempre ¢é facil determinar que objetos conseguimos identi-
ficar, ainda que nos modelos mais conhecidos essa questao ja tenha sido respondida. Além
disso, veremos que a estimagao do modelo pode simplificar enormemente se pudermos supor
que os elementos nao observiveis associados & recompensa de cada alternativa sao indepen-
dentes entre si. Finalmente, maior atengao serd dada ao Logit multinomial, por ser o modelo

mais utilizado na literatura, e a comparacoes deste com outros modelos.

4 A rigor, h4 situa¢oes em que se pode identificar parte da distribui¢do de € sem abrir mao da identificagao
de Hjj (X;), mas néo é o que ocorre na maioria dos modelos convencionais. Em particular, se houver um
regressor X, € X tal que (i) o suporte de X}, contém o suporte de ¢, e (ii) a funcdo Hjj € do tipo Hj (X) =
hje (X—i) X ou Hjj, (X) = hji (X—x) + X, onde X_;, denota o vetor X sem a k-ésima coordenada, entao
podemos identificar simultaneamente A, e a distribuigao de €.
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2.4.1 Elementos do modelo

- J alternativas, cada uma com recompensas v;; + U;; = v; (X;) + U;; = BQXZ- + U, onde U;;
nao é observado pelo econometrista.
- J — 1 varidveis dummy representando as decisoes dos agentes. Definindo uma escolha

como padrao (digamos, a escolha J), temos que
dij=1s (8, — ﬁk)lXi > Usp, — Ui Vk #

0 que significa que novamente nao podemos em geral estimar separadamente (3;, 5, mas
apenas v, = (Bj —-p k) Na verdade, tendo a alternativa J como referéncia, podemos sem
perda de generalidade dizer que os J — 1 vetores v; = (ﬁ ;=08 J) sao identificados (basta ver
que se 7 € 7y sao identificados, entao v; = 7, — v, também o &, e que qualquer v, pode
ser recuperado com informagoes de v;, vy, fazendo v, = v, — v)- Do mesmo modo, para J
alternativas precisamos nos preocupar apenas com a distribui¢ao do vetor de nao-observaveis
de dimensdo J —1, ¢ = [¢}], onde ¢; = U; —U;. Com isso temos o resultado geral de que para
cada J possibilidades, a dimensao de nosso modelo é sempre uma dimensao menor, e isso se
deve ao fato de que decisoes sao sempre tomadas de modo relativo (ou em outro contexto,
que escolhas econémicas sao tomadas sempre por comparagoes, e exatamente por esse motivo
transformagoes monotonicas de preferéncias sao inécuas do ponto de vista decisério).

- Dados: tipicamente, o econometrista tem acesso a caracteristicas dos agentes, X;, e
decisoes, d;;. Em principio, poderfamos dizer que também caracteristicas das escolhas podem
ser observadas, mas examinaremos esta variante do modelo quando tratarmos dos modelos

de escolha condicional.
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(2)

&
L

¥i

- Conteido empirico do modelo: E (d;|X;) = Pr <51 <egj+ (%- — vl)lXi,sg <egj+ (7]- - yz)le-

y €5, ...,5(]71) d€1d€2, -y €4y ...dé‘],l

[eS) +('yjffyl)/X¢ E’j+(’}’j7’y‘]_1)/X’L'
= / / / f(€1,€2,...
—00 —00

= 9F
= / 9. (53‘ + (v, - 71),X2'75j + (v - ’Yz),Xz' g+ (- ’YJ—1)/Xz‘> de;
oo Og

- A figura abaixo ajuda a visualizar as regioes de integracao para as probabilidades de

cada escolha no caso J = 3 :

- Caso particular: (€15 ...,£5_1) independentes (e eventualmente identicamente distribui-
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dos):

J-1
Pr lmax {¢; < 7;-Xi}} = H Pr(e; < v,X;)
j ,
7=1
2.4.2 O que podemos identificar com diferentes tipos de dados?

- Proporgoes agregadas e market share (proporgoes de agentes que escolhem uma dada al-
ternativa)

- Proporgoes agregadas em subamostras definidas por categorias das vardveis observaveis
(homens, pobres, moradores de Brasilia, etc.).

- Probabilidades preditas de que um individuo com determinado conjunto de caracterfs-
ticas faga uma dada escolha

- Variacoes nessas mesmas probabilidades num cendrio contrafactual onde as caracteris-
ticas do individuo sejam exogenamente alteradas

- Efeitos marginais

- Alguns parametros (estruturais) do modelo: +'s (mas nao 3's. De outro modo, se for
plausivel normalizar os coeficientes associados a recompensa de uma dada agao, por exemplo

fazendo (3, = 0, entao os demais 3’'s seriam identificados); parte da matriz de covariancias

2

0p Oo1 -+ OoJ
2
Modelo estrutural: >y =
(U’s)
2
O'OJ ) ) O'J
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Op Oo1 0o0J
~ ~2
_ 001 0'1
somente comparagoes: . =
(e;=U0—Uj)
~ ~2
O'OJ IR IR O'J

~2 _ 2 2 .
0; =0+ 05— 200;

~ 2
O'jk = Ujk+00_0'0j — 0ok

No conjunto de desigualdades que caracterizam as escolhas, d; = 1 <

€j < ’Y;X

gj—e < (7j — 71)/X

ei—es < (v,—v,) X

Claramente, se dividirmos todas as desigualdades por uma constante positiva ¢, nenhuma
delas se altera, de modo que observacionalmente €/c e € s@o indistinguiveis e a normalizagao
de uma das entradas de Y. se faz necessaria. Note contudo que o fato de que as demais
coordenadas de Y. sejam identificadas ainda nao implica que possamos determinar unica-
mente as coordenadas de X7, pois estas envolvem mais pardmetros do que .. Tipicamente,
depois da normalizacao inicial sobramos com um sistema de J [(J — 1) /2 + 1] equagdes para
(J +1)[J/2 + 1] incégnitas, de forma que ao menos (J +1)[J/24+ 1] - J[(J —1)/2+ 1] =
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J+1 normalizacoes de coordenadas de X;; sao necessdrias para recuperar os demais paramet-

ros originais. Em geral, opta-se por fixar a diagonal principal de ¥y em 1.

2.5 Logit multinomial

No caso da distribuicao logistica multivariada, a distribuicao padrao supoe independéncia
entre as coordenadas, o que implicard em propriedades nao desejaveis para os resultados
do modelo (ver discussao abaixo sobre a independéncia de alternativas irrelevantes). Nao
obstante, este é o modelo mais usado para estimar decisoes multiplas simultaneas, espe-
cialmente devido a simplicidade computacional (no caso geral, e no probit multivariado em
particular, a integral miltipla descrita acima nao apresenta solucao analitica ou "fechada",
e deve ser calculada numericamente, o que costuma ser computacionalmente pesado).

No logit, cada coordenada do vetor de nao observaveis do modelo de utilidades aleatérias

U,

e ¢ 7. A

é suposto seguir uma distribuigao de valores extremos do tipo I: f(U;) = e Ui
média ¢ E (U;) = 5772 (constante de Euler), e a variancia ¢ var (U;) = 7%/6. Devido a

independéncia entre as coordenadas, a integral miltipla mostrada acima simplifica para:

o0 ki

!
00 e 1+Ek¢j6(6j76k) Xi:|
= / e Vise
—0oQ

e se definirmos \;; = In [1 + Zk#e(ﬁj—ﬂk) Xz} :

~Uj;

dU;
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Dj (Xz) = / e_Uije_ei(Uijikij)dUij

—Xij

I+ Ek#je@f_ﬁk),xi
B Xi

1+ %7_ efeX

Claramente, a funcao de verossimilhanca fica:

£ = HH e
Inf(B) = szijln [p; (X5)]

7 1

1y

Note que a fungao sofre apenas alteracoes menores se estivermos em uma situacao onde o
conjunto de escolha difere entre agentes (isto ¢, supondo que alguns decidem entre J opgoes,
outros entre L opgoes e assim por diante). Em particular, se N; agentes possuem J; escolhas,
Ny agentes possuem .Jo escolhas, e assim por diante até completar os N,; tipos de agentes

em nossa amostra, teremos

Ny Ny

£(B) = H [pj (Xi)]dm * ..k H [pj (Xi)]difM

i=1 =1
Ni+Ny+ ...+ Ny =N

2.5.1 Propriedades

e Forma fechada (distribuicdo acumulada néo envolve integrais)
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e Sem perda de generalidade, podemos rescrever o modelo como p; (X;) = ————+
2

1+5)_je o

Assim como no caso bindrio, o reescalonamento nao ¢é identificado e leva as mesmas

relacoes observadas nos dados. No entanto:

lim p; (X;) = 1/J, sugerindo que as probabilidades de escolha passam a independer de X;

g—00

lim p; (X;) = 1, se e somente se EQXZ» > 3, X;;Vk # j. Probabilidades degeneradas

o—0

e Independéncia de Alternativas Irrelevantes (IIA): % = o (B8 ’“>IX", o que inde-
pende das utilidades médias (3}, X;) das demais alternativas h # j, k. Via de regra,
essa propriedade limita a substitutibilidade entre alternativas, se uma alternativa se
tornar menos atrativa (por exemplo, devido a um aumento de pregos ou introducao de
novas opgoes no mercado). Em termos dos pardmetros que poderiamos identificar nos
dados, a hipétese de independéncia entre os nao-observaveis impoe que a matriz de
covariancias seja completamente determinada com elementos diagonais igual a 72/3, e
os demais fixados em zero, jogando fora parte da informagao presente nos dados. Por
outro lado, hé na literatura generalizacoes da distribuicao logfstica multivariada que
tentam incorporar correlagoes nao-triviais entre as coordenadas, mas em geral o que

ocorre é que nesses casos a resultante deixa de ter a simplicidade e a solucao analitica

do logit.

Example 1 Suponha que o individuo deseje comprar um carro e que as opgoes Se-
jam sedan = 0 ou esportivo verde= 1, ambos com a mesma utilidade média, que por
conveniéncia chamaremos de —v;, isto é, 31X = —v; = —vy = B, X. Desse modo:

e~ v

po(v) = ——— =

1
cwren g )
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Qual a interpretacdo de v nesse caso? Em termos da decisao de comprar o carro sedan
e transformando utilidade em reais, v representa o preco de reserva que o vendedor
pode cobrar do sedan de modo que este ainda seja vendido®, e vy o preco efetivamente
cobrado. Na decisdo das familias, se —vy > —vy entdo o sedan € o escolhido, e em caso
contrario, nao.

Um novo tipo de carro, esportivo vermelho, é entdo introduzido na economia. Supondo
que o agente seja indiferente com respeito & cor do automdvel, devemos esperar que

V] = Vg, e messe caso py (v) =py (v) = ps (v) = % =1/3.

Conclusio: o market share (fragio de consumidores que escolhem uma dada alterna-
tiva) do sedan caiu de 1/2 para 1/3, com a introdu¢do de uma op¢do que somente
deveria competir pela fatia esportiva do mercado. A razao é que, ainda que esportivos
verdes e vermelhos tenham mesma utilidade média, o componente nao-observado é su-
posto ser independente entre eles.

Suponha agora que X; sejam as caracteristicas do automdvel e que no modelo tedrico (3,
sejam os pregos das caracteristicas que compoem o carro que os consumidores estariam
dispostos a pagar, de modo que o pre¢co mdzrimo que uma firma pode vender o carro (e
ainda encontrar compradores) seja v;. Computando as elasticidades, temos que:

ey = —(1=p;(v))

Epjor — Dk (?})

ou seja, a elasticidade (pj,vy) (que pode ser interpretada como elasticidade-prego) so
depende do market share da alternativa cujo vy é alterado, independentemente do nivel
em que se encontram os demais v;. Suponha agora que o autor do estudo seja uma
firma monopolista de carros desejando estabelecer o preco dtimo dos seus produtos. Se
o nimero de consumidores é m, entdo a demanda pelo carro do tipo j é mp; (v). Se
o custo de produgao do carro for constante, c;, entao o lucro obtido com uma unidade
adicional de carro produzido do tipo j é:

T = (vj — ¢;) mp; (v)

o problema do monopolista é precificar o bem de modo a mazximizar lucro. As condigoes
de primeira ordem nesse caso ficam:

pj(v) 1
'Uj — Cj = — I =
_33(;)) ]. — pj (’U)

Dessa forma, o mark-up sobre o custo marginal depende apenas do market share, e
de modo crescente! A implicacdo é que em mercados especializados sem substitutos
proximos, 0s mark-ups seriam pequenos, ao contrdrio do que seria esperado.

5 Trata-se apenas de uma normalizacdo da funcao utilidade, que como sabemos, tem interpretacdo apenas
ordinal.
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2.6 Contornando a Independéncia de Alternativas Irrelevantes

2.6.1 Probit multinomial

No caso geral, evita o problema de ITA por permitir correlagbes nao triviais entre os nao-
observaveis. O custo deste procedimento é ter que computar a distribuicao acumulada con-

junta dos nao-observaveis, avaliada no ponto coerente com as decisoes dos agentes:

/ 0J

d;
Pr(di; = 1|1X;) = H}Izlq) [(71 - ’Yj)/Xz’ (72 - 'Yj) Xiyoons (”YJ - 'Yj)/Xi;A;ZaAj

¢ [(71 — ;) X (v2 =) X oos (v — ) X5 AQEEAJ}

()X ) , , ,
= / / ¢ [('71 - Vj) Xi, (72 - 73‘) D, (’VJ - Vj) Xi§AjZaA;] dey, ..., deg

oo o0
onde A; é uma matriz com 1’s na diagonal, -1’s na coluna j, e zeros nas demais coordenadas.
A principal dificuldade é computar a integral multipla acima, e tipicamente nao se con-
segue estimar um modelo destes por méaxima verossimilhanca num computador caseiro, se
houver mais de 5 escolhas simultaneas (ou até menos, se a base de dados for grande. Grosso
modo, o custo computacional cresce exponencialmente com o nimero de escolhas e linear-
mente com o nimero de observagoes). Alternativas a méxima verossimilhanga incluem (i)
utilizar métodos menos precisos de aproximagdo numérica da integral acima (comumente,
utilizam-se quadraturas gaussianas) podem aumentar a capacidade ao custo de menor acura-
cia, (ii) métodos que involvem simulagao como Maxima Verossimilhanca Simulada ou Método

dos Momentos Generalizado Simulado demandam em geral menos capacidade computacional,
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mas perdem acurdcia e eventualmente produzem estimadores inconsistentes, (iii) métodos
Bayesianos baseados em simulacao, que além de tudo evitam maximizacao. Recentemente
o simulador de probabilidades GHK parece ter resolvido boa parte dos problemas, ofere-
cendo acuricia a um baixo custo computacional, expandindo a dimensionalidade factivel do

problema para mais dimensbes (mas nao muitas mais).

2.6.2 Logit sequencial ou em niveis (nested logit)

O modelo de decisoes sequenciais pode resolver o problema anterior mudando a estrutura
decisoria dos agentes. No exemplo acima, imagine que os agentes primeiro decidem se querem
um sedan ou um esportivo, e para aqueles que escolherem o esportivo surge outro né decisério
onde tém que optar entre verde e vermelho. Desse modo, podemos inserir alguma correlacao
entre os nao-observaveis sem fugir do setup tratdvel do logit. Em termos da probabilidade

conjunta dos nao-observéaveis, a hipotese central do modelo ¢ a de que:

sifeattey \71 (eqpatetes, |72 _((STm—atr ey \ M
o1 e 72 e M

F(ey,...,e5) =exp— ei<

No primeiro momento, o agente decide um dos M subconjuntos de escolhas, ao passo que
no segundo momento ele escolhe uma das escolhas dentro do grupo (o modelo generaliza para
mais niveis). Uma forma alternativa de escrever as probabilidades do modelo a partir dessa
estratégia é criar uma varidvel categérica C' = 1,..., M denotando as opcoes no primeiro

estdgio, e escrever (por simplicidade, omiti o fato de que todas as probabilidades abaixo
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est@o condicionadas nos observaveis, X).

Pr(dj=1)=Pr(d;=1|j € cC C)Pr(c)

Para utilizar esta estratégia, é necessario fazer algumas normalizagoes adicionais.

Se

considerarmos somente as alternativas disponiveis dentro de um determinado grupo c, temos:

Vi1e

Vje

definindo ;. = ;. — B4, :

Vic

Vje =

Neste caso, as duas componentes da probabilidade que formam Pr (d; = 1) sdo:

Pr(dj=1]jecCC)

B1X

o /
- JCX

X

(ﬁlc + ’ch)/ X

exp (ﬁ;cX/ac)
ngzl exp (ﬁ;cX/ac)
HXloeexp (21, X/

ePreX/oe Z‘j]gzl exp (VSCX/O-C)
€xp (fY;cX/O-C)
Z}Iizl exp (7 X/0¢)
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onde ;. = 0, e essa passa a ser mais uma normalizagdo necesséria (ou em outras palavras,
podemos identificar ,., definido em termos de uma alternativa de referéncia dentro do grupo

¢, implicando em ¢ normalizagoes ao invés de apenas uma).

eo'clc“l‘ac

ZM 1 eo'c[c+0¢c

c=

/
o= |y 220

o
JEc ¢

Q. = Z%CX

JE€c

2.7 Modelos condicionais

Até o momento, supusemos que os beneficios liquidos associados a cada escolha, V;; (X;, U;;)
dependiam apenas de caracteristicas individuais, isto é, agentes com caracteristicas ob-

servaveis (X, U;;) optavam entre uma de j = 0, ..., J escolhas segundo o critério

dij = 1& Vi (X;,Uy) > Iilng;k (X5, Uir)
J
Vij (Xi, Uij) = i (Xi) + Uy

v (Xi) = BiX;

J

Em muitas situagoes, contudo, observamos nao apenas caracteristicas dos individuos mas
também atributos das escolhas. Se nosso problema por exemplo for modelar a escolha de
meio de transporte de um individuo que tem que se deslocar de casa ao trabalho, uma variavel
que pode ser fundamental na decisao é o tempo gasto por cada meio de transporte, e essa
tipicamente é uma caracteristica da escolha e nao do agente. Similarmente, caracteristicas
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do agente que afetem os beneficios liquidos de apenas uma das escolhas envolvidas podem
ser modeladas como sendo caracteristicas da escolha, ji que é alguma particularidade da
escolha que faz com que aquela caracteristica seja importante para ela e nao para as demais
opgoes (por exemplo, na escolha de carreira profissional suponha que temos as opgdes médico
e engenheiro, e que uma das caracteristicas do agente seja uma dummy indicando se o
individuo ¢é filho de médico. Podemos tanto dizer que essa é de fato uma caracteristica do
agente - ter nascido filho de médico - , quanto uma especificidade da carreira de medicina,
que é a tnica para a qual ser filho de médico tem alguma importancia).

A forma de modelar caracteristicas da escolha num modelo condicional é:

V;j - (SIZZ']' + Uij

Note que, neste caso, os coeficientes nao variam entre alternativas, mas os regressores,
sim. Desse modo, no exemplo da escolha de transporte, temos duas varidveis distintas para
"duragao da viagem de 6nibus" e "duragao da viagem de carro", mas apenas um coeficiente
capturando a desutilidade marginal de demorar um segundo a mais para chegar no trabalho.
No caso da escolha profissional, a varidvel "ser filho de médico na carreira de medicina" é
uma dummy, a0 mesmo tempo que essa varidvel nao entra no computo do beneficio liquido
associado a engenharia.

A primeira diferenca que pode ser notada entre varidveis inerentes a escolha e varidveis
comuns as escolhas é que no primeiro caso o coeficiente § pode ser diretamente estimado (a

menos da escala) num problema de escolha discreta, ao passo que no caso de 5 podemos

95



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

apenas estimar y; = (3; — 3y, para alguma alternativa de referéncia 0.

Antes de prosseguir nossa analise, vale ressaltar que nada impede o analista de incluir
ambos regressores especificos da escolha e regressores especificos do agente no modelo, tendo
como caso geral:

V;‘j = ﬁ;Xz + 5,Zij + Uij

A segunda caracteristica importante (e de onde surge o termo "condicional") é que a
forma de estimagao é baseada em log-verossimilhanga condicional. Condicional em que?
Originalmente estes modelos foram propostos para lidar com bases de dados longitudinais
("em painel"), onde um mesmo agente é observado por diversas vezes fazendo mais de uma
escolha. Nestes modelos, é comum supor que ha ao menos um componente nao-observavel do
agente que persiste ao longo do tempo, gerando correlagao entre as decisoes. Uma das formas
de lidar com este componente persistente é tentar encontrar alguma varidvel observada que
seja estatistica suficiente para ele, isto é, uma varidvel tal que, uma vez que a funcao de
verossimilhanca esteja condicionada nela, o componente persistente nao-observavel deixa de
afetar as decisoes dos individuos. No caso mais comum, o do logit condicional, a estatistica
suficiente é a soma de 1’s nas decisdes dos agentes (isto é, o nimero total de vezes que
o agente decidiu em favor da opc¢ao 1 em detrimento de 0). Alternativamente, poderia-se
condicionar na média da varidvel dependente d, que é simplesmente a soma de 1’s dividida
por uma constante (o nimero de vezes que o individuo aparece na amostra).

O problema é que condicionando no nimero de decisdes nao-nulas do agente, todos os

regressores que nao variarem entre alternativas se cancelam na fungao de verossimilhanca, de
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modo que fica impossivel estimar os coeficientes associados a eles. Para ver isso, vamos con-
siderar dois casos: (i) uma escolha bindria repetida duas vezes no tempo, e (ii) uma escolha
entre trés alternativas em um ponto do tempo (no caso de uma escolha bindria observada
uma tnica vez, é trivial ver que se condicionarmos no nimero de vezes em que d = 1, o mod-
elo fica degenerado e prediz perfeitamente a varidvel d, sem precisar da ajuda de nenhum
outro regressor. No caso de mais alternativas/ periodos a generalizagdo ¢ automética)

(i) suponha que observemos o agente duas vezes, e queremos estimar a probabilidade de
que na primeira observagao a escolha tenha sido 0 e na segunda 1, condicional no fato de

que em ao menos uma das observacoes a escolha foi 1. Usando a regra de Bayes, temos:

Pr [dzl =0 & dig — 1|d21 + di2 e I,X]

! ! I3
eV Xit eV Xty Xy
14-e7 Xit 14eY Xit+7' X

como no caso do logit Pr(d;; = 1|X) = (onde as varidveis com a barra

sdo aquelas que nao variam no tempo):

Pr [dzl =0& dig = 1|d11 + dig = I,X]
1 eV X7 X
14V Xi1 7' X 147 X2 +7'X;

1 eV Xio+7'X; 1 eV Xi1+7' X
14V Xi1+7' X 147 Xiot7' X, 147 Xio+7 X 147V X1 +7' X
Ix, +7/X
6’7 2T 7

eV XtV Xi 4 o7 Xa+7'X;
7' X e Xiz e Xiz

T Xi eV Xiz 4 VX eV Xiz 4 7' Xan
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(ii) No caso de multipla escolha, para seguir o mesmo raciocinio devemos definir as

variaveis

dy = 1[1}1‘|‘U1>UQ+U0}
dy = 1[U2+U2>00+U0}

d3 = 1[U2+U2>U1+U1}

e condicionamos portanto em » ;dj. Posto dessa forma,

Pr (dig =1X,) d; = 2)
J

Pr (82 - 1|X> Pr (d’}, - 1|X)

Pr (Jl - 0|X> Pr (JZ - 1|X> Pr (5[3 - 1|X>
+Pr (51 - 1|X> Pr (Jz - 1yX) Pr (5[3 - 0|X>
Pr (Jl - 1|X> Pr (JQ - 0|X> Pr (83 - 1|X>

e algebra similar ao exemplo anterior mostra que somente os termos associados a varidveis
que nao sao constantes entre escolhas permanecerao na verossimilhanga apés o condiciona-
mento.

E importante notar, contudo, que no caso de multiplas escolhas podemos "driblar" a
"multicolinearidade" decorrente do cancelamento no numerador e denominador dos termos
invariantes, através de um truque simples. Primeiramente, definimos novas varidveis como
sendo interagoes dos regressores invariantes com as dummies referentes & escolha. Assim, se
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as escolhas sao "Viajar para Veneza", "Viajar para a Disney" ou "Viajar para Nova Iguaci",
e o regressor invariante é idade, construimos novas varidveis como "idade, caso viaje para
Veneza", "idade, caso viage para Nova Iguagu", etc.

Como previsto, um modelo estédtico condicional usando estes truques deveria fornecer
resultado semelhante ao que terfamos caso estimédssemos diretamente um logit multinomial,
e de fato é isso que ocorre. Essencialmente, os modelos condicionais desempenham papel
importante quando usamos explicitamente a longitudinalidade dos dados, permitindo como

foi dito controlar para efeitos nao-observiveis persistentes.

2.8 Probit e logit ordenados

H& um caso particular de escolhas miiltiplas em que existe um critério 6bvio para "ranquear"
as opgoes disponiveis, de modo a simplificar a estimacao para um conjunto particular de
hipéteses adicionais.

Considere o caso em que um individuo tem que escolher entre 3 loterias, onde todas
oferecem a mesma recompensa média, mas podem ser ordenadas segundo o risco envolvido
(a primeira com variancia pequena, a segunda com variancia média e a tltima com variancia
grande). Suponha ainda que o componente individual nao-observado seja o grau de aversao
a risco dos individuos, e que o custo dos bilhetes destas loterias seja decrescente no risco.
Formalmente, seja a o prémio médio pago por cada loteria, ¢; o custo (ndo-observado e
constante) de participar da loteria, e U; o grau de aversao a risco do agente. O o problema

pode ser representado da seguinte forma:
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V1T = Oé—Cl—O'lUi
Vo = a_CQ_UQUi
vy = Oé-Cg-O'gUi
C2 — (1
01— 02
C2— (1 C3 — C2
di = 2 ———<U; < —=
01— 09 09 — 03
€3 — C2
di = 3& —=<U;
09 — 03

Se em nosso modelo a distribuicao de U; é Fy, temos que:

Pr(d;=1) = F (ﬂ)
01— 029
Pr(dy=1) = F (M) _F (M)
09 — O3 01— 02
Prdy =1) — 1_F(u) _F<@)
01— 029 09 — 03
_ . -
" (2=
o1—029
N i@
£ = c3—c - c2—c i@
@ = 11| [F(e=2)-r(==2)]

e podemos estimar as combinacoes de parametros

malizagoes das varidncias.

=1

€3 —C2

1—d;1—d;2
P () - F ()]
L o1—029 o9—03 ]

c2—C1

c2—C1
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De um modo geral, podemos incluir heterogeneidade observada também no modelo (jun-
tamente com a heterogeneidade nao observada expressa em U;), desde que este possa ser

rescrito da seguinte forma:

Uij = O[j—f—BIX‘i‘UZ‘

_ *
diy = 1<:)>’U;<j§060
di = 1< o <’U;~kj <o
diJ = 1<:>OZJ<U;;~

A funcao de verossimilhanca nesse caso é:

F (ap — B'X)™ «

£8) =TT | TLIF (@ = 55) = F a1~ FX)"

1-327 20 dij
-2 Fleo-sx)] T

2.9 Outros comentarios

2.9.1 Sobre a normalizagao de coeficientes

Vimos que de um modo geral, os objetos que podem ser identificados numa estimacgao de
um modelo com varidveis dependentes discretas sao as diferencas de utilidades normalizadas,
Hji (X;) = [v; (X;) — v, (Xi)] /o;. Isso porque (i) no processo decisério dos agentes apenas a
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diferenga entre recompensas importa para a tomada de decisoes, e tudo o que observamos sao
as decisoes (na se¢do seguinte veremos o que acontece quando também podemos observar
algo sobre as recompensas), e (ii) o sinal da diferenca de recompensas nao se altera se
multiplicarmos esta diferenga por uma constante positiva, o;.

H& contudo um caso interessante que merece ser analisado com mais detalhe. Suponha
que para cada escolha j, a utilidade v; represente um beneficio liquido associado a escolha j,
e que este seja do tipo v; = 7; — ¢;, com 7 capturando o beneficio liquido (que pode ter uma
parte medida em reais, como por exemplo o lucro associado a esta escolha, e outra parte nao
monetdria - mas passivel de ser transformada em reais - como por exemplo a satisfacao ou
status de pertencer ao grupo dos que fizeram a escolha j), e ¢ medindo os custos de escolher j.
Ora, se ¢; (ou ¢; — ;) for observavel, entao podemos de antemao fixar o coeficiente associado
a esta varidvel em 1, e isto implicitamente determina uma escala de normalizacao, de modo
que neste caso podemos estimar ¢; conjuntamente com os demais parametros do modelo.

Em outras palavras, através da variacao de uma determinada covariada X;;, podemos em

Vik
gj

geral estimar 7, = ( > ;v; = Bj — By, para alguma alternativa de referéncia 0. Se em

nossa regressao soubermos de antemao que 7y;, = 1 para a varidvel X; = ¢; — ¢, entao

quando analisarmos o coeficiente estimado %-(cj = %, teremos determinado o valor de
E J

—CO)
_ Vjk .
Yi(es <o)

Eventualmente serd necessdrio restringir o coeficiente :?j(c]-—co) para ser positivo em nossa

0j, € a partir disso podemos inferir todos os demais valores de v, fazendo 7, =

regressao, ja que a variancia nao pode ser negativa ou nula neste caso (alternativamente

podemos impor jd na fungao de verossimilhanga que v, y = 1, e maximizar também em

cj—co
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o).

2.9.2 Previsoes

Grosso modo, hé duas formas de utilizar as estimativas de um modelo de escolha discreta para
fazer previsoes. Considere o resultado de um modelo que visa estimar Pr(d; = 1|X; = ),
com decisdo bindria e um unico regressor X; (a mesma logica vale para miiltiplas escolhas
e regressores). Chame a probabilidade predita de Z/5Z (z). O modelo prediz portanto que o

nimero de individuos que escolhem d = 1, é:

N
Ny = g w; P; (50 + 51%)
i=1
onde w; é o peso amostral da observacao 7. A partir deste fato, ha dois tipos de exercicios de
previsao que podem ser feitos. No primeiro, gostariamos de saber qual o nimero de pessoas
que escolheriam d = 1 caso a populacdo se mantivesse constante (isto é, caso os pesos
amostrais nao variassem), mas a distribuigdo das caracteristicas que determinam a escolha
dos agentes (neste caso X), sim. Neste caso, cujo exemplo visto em sala foi aumentar em
1 ano a escolaridade dos homens, e a varidvel dependente sendo a decisao de participar da

forca de trabalho, devemos calcular:

N
A~ 0 ~ ) ) —~
Nl( ) = Zwipz‘ <50 + 51%)
i=1
onde T representa a nova variavel aleatoria. Note que a previsao pode ter como objetivo tanto
avaliar o efeito de uma mudanca natural em z (por exemplo, envelhecimento, mudangas na

estrutura da pirdmide demogréfica, eliminacao gradual da indexacao apds estabilizagao de
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pregos), quanto o efeito causado pela introdugdo de uma politica (piblica, empresarial, fa-
miliar, etc) sobre z. Neste tltimo caso, ha que se ter cuidado com (i) a possibilidade de z
ser determinado endogenamente ao modelo, em decisoes que levam em conta x e d simul-
taneamente, e (ii) a possibilidade de que o impacto da politica sobre z nao seja plenamente
conhecido (neste caso pode-se trabalhar com cendrios).

A segunda forma de previsao se dd sobre mudancas nos pesos amostrais, que em geral sao
baseados completamente por algum outro conjunto de varidveis, z, de nossa amostra. Em
uma pesquisa domiciliar, tipicamente sexo, regiao, e eventualmente escolaridade e raca po-
dem estar entre os componentes que definem os estratos amostrais, de modo que w; = w (z;).
Assim como fizemos anteriormente, calculando nossa previsao baseado em transformagoes
na distribuicao de z mantendo a distribuicao de z constante, poderiamos fazer o oposto,
alterando a distribuicao de z e mantendo a de x constante.

Observacao importante: em geral, x e z nao precisam representar o mesmo conjunto de
varidveis, mas nada impede que haja componentes de x que também pertencam a z e vice-
versa. Um exercicio que tenha como ingrediente a mudanca na distribuicao de uma varidvel
que pertenca aos dois conjuntos deve acomodar transformacgoes tanto nos pesos quanto nas
probabilidades preditas.

Por tltimo, hd um parametro diferente dos demais numa regressao: o intercepto, que
mede basicamente a média dos efeitos nao-observados sobre a varidvel dependente (e gragas
a isso podemos normalizar a média do residuo para zero sem perda de generalidade). Ao fazer

previsoes, contudo, podemos querer nao somente ajustar as distribuigoes dos observaveis, mas

64



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

também a média dos nao-observaveis. Se apds a previsao tivermos acesso a dados da regiao
de previsao, um exercicio interessante pode ser estimar qual a parcela da mudancga de N; para
N7 que pode de fato ser atribuida a mudangas em x. Uma forma de recalibrar o intercepto de
modo a capturar ajustes do intercepto simultaneos a ajustes nos observéiveis é usar a diferenca

entre a variacao prevista pelo modelo, ]VI(O)

, € a variagao observada na realidade, /N{, para
ajustar o modelo como se o erro de previsao pudesse ser entao integralmente atribuido a
mudancas na média dos nao-observaveis. Um algoritmo simples que faz este trabalho para
nos é:

(i) defina um critério de convergéncia, €

~(1 ~
(ii) sugira um valor alternativo para o intercepto, 6(() - By + In (N* N(0)>

(iii) estime o nimero de individuos que escolheria d = 1 caso o modelo fosse P, (50 + 06 1@)

Zw, Z<BO +61x1>

(iv) compare ]/\\71(1) e Ny. Se a diferencga for menor que €, pare o algoritmo e redefina o
. ~1) . . ~2) A0 e
intercepto como 3, . Caso contrdrio, sugira um novo valor 3, =,  +In(N;/N;" ), e
repita as etapas (ii) e (iii) até que ﬁf’”) — Nf <e.

Finalmente, utilize o modelo ajustado Pr (d; = 1|X; = z) = F (B(()m) + le> para estimar

a contribuicao efetiva de mudancas em x para as mudancas em N, fazendo

S (A (374 - (47 + i)
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3 Modelo de Roy de vantagens comparativas

3.1 Motivacao

Considere uma economia com duas ocupacoes, 0 e 1, e com dois tipos de habilidade, Sy
e 51, distribuidas na populagao segundo f (sg, s1) no suporte dos reais positivos. Os prego
associados a cada tipo de habilidade sao mg, 71, € um individuo com (Sy, S1) = (¢, $1) escolhe

a ocupacao que maximiza seus rendimentos:

d=1&ms > TpSo

A proporc¢ao de individuos que escolhe o setor 1 pode ser escrita como:

%) T181/70
Pl = / / f(so,sl)dsodsl
0 0

Enquanto na populacao em geral a distribuicao de habilidades do tipo 1 seria

fi(s1) = /Ooof(smsl)dso

, em nossa amostra poderfamos observar apenas

1 w181/ mo
friald=1 =57 [ F o) dso

Da mesma forma, para saldrios definidos como w; = 7;s;, terfamos a densidade marginal

COomo:
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g1 (wr) = f (jf—)

e a condicional (observada):

1 w1/mo w
gi (wqld =1) = / f (SO, —1) dso
m P 0 T

Ao problema relacionado ao fato de ndo observarmos g; (w;) diretamente nos dados dé-se

o nome de problema de seletividade (pois nao observamos a distribui¢ao incondicional de w,
mas sim a distribui¢ao condicional no fato de que w; s6 é observado para os individuos que
se auto-selecionaram no setor j). De forma andloga, estimativas de momentos populacionais
Mj; (w;) baseados na hipétese de que a distribuigdo g; (w;) é diretamente observada, sao
potencialmente viesadas se a distribui¢ao realmente observada for g7 (wy|d = 1). A esse viés
dé-se o nome de viés de selecao.

A densidade observada de saldrios é dada por:

g (w) = Pigy (wi|d =1) + (1 = P1) gg (wo|d = 0)

Na versao simplificada, supde-se que f (sg, s1) € log-normal, isto é:

In 54 Ko 000 001
~ N ,
In 54 251 001 011
—_——— —— ———
L H 2y |
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Como compatibilizar essa notacao com o que tinhamos visto antes? Ora, neste caso
p; = X'B; (sem intercepto) e s; = p; + Uj, onde U ~ N (0,%). O log do saldrio pode ser

escrito como:

Inw; =Inm; +X'6j +U;

O problema neste caso é que o termo nao observado nao apenas nao tem média zero na
amostra (pois sua média é zero somente na distribuigao incondicional, mas o que observamos
ja é condicional na escolha realizada), como tampouco é independente (ou independente-em-
média) de X, pois mesmo que incondicionalmente o seja, quando condicionamos no evento
d =1 (ou d = 0), ele deixa de ser (pois X estd entre os determinantes de d).

Como proceder neste caso?

Defina:

g = Ul —U(]
o* = ywvar(e) =+oe — 2010+ 011
¢c = In (ﬂ) + X'(B1 = Bo)
o
. c
C = -
o

P = Pr(lnw; >Inwy) =1—-&(—c") = (")

Temos entao que:
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Elnw|lnw; > Inwy, X] =1Inm + X'8, + E[Ui|Inw; > Inwsy, X]

Como resultado da normalidade, temos ainda que (Uy, €) sao distribuidos segundo uma

normal bivariada, e que:

Ui = ame+V;

Ccov (Ul,ff) o 011 — 001

var () (0%)?

Vi~ N (0,00 (1~ p))

a, =

B cov (Uy, €) _0u— 0o
/1 Vwvar (e)var (Uy) o*\/o1

Mais do que isso, essa decomposicao garante que V; é independente de € (e portanto, inde-

pendente de d, j4 que d = 1[e > —¢|). Nossa equagao de regressao fica assim:

E[nw|lnw; >Inwy, X] = Inm + X'8, + a1 Flele > —]
= Inm + X8+ " E[z]z > =]
= 1n7r1+X'51+%E[2|z > —c]
onde z denota uma varidvel aleatéria normal padrao. Usando estratégia semelhante, podemos

mostrar também que:

var [Inw|Inw; > Inwe] = o1y [plvar (z|z > —c*) + (1 — pi)]
Alguns fatos sobre distribui¢des normais:

69



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

2
o Flzlz>c] = % = A(c) = £=9

~—
(V]

e var (zlz >c)=14cA(c) — [A(c
o lim. ., A(c) =00; lim.,_xA(c) =0

e 0< 22U _ N () =X(e)[A(¢)=d <1

dc

O(c)
dc

— 1.1 () _
=1; lim., o 5> =0

e lim,.

9%\ (c)
Oc?

e 0 <

Ovar(z|z>c)

e 0> dc

o lim. . var(z|z >¢)=0; lim._var(z|z >c¢c)=1
e Meédia de z > Moda de z (condicional em z > ¢)

Elnw|lnw; > Inwsy, X] =Inm + X5, + M)\(—c*)

0—*
3.2 Implicagoes do modelo
1. Nao pode ocorrer de ambas as varidncias serem menores que a covariancia.
o o
0< (ﬂ) <ﬂ) <1
011 000

2. Considere um aumento em 7;. O efeito deste aumento sobre a média condicional das

habilidades nos dois setores é indeterminado:
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OF [In s1|Inwy > Inwy] o111 — 001 ., .
- Ty
Olnm, (0%)
011 —Oo1

E possivel que haja até mesmo diminuicdo no saldrio pago em ambos os setores, se o efeito-
composicao superar o efeito-preco. No efeito-composicao, parte das pessoas se deslocam do
setor 0 para o setor 1. Se parte significativa dos que se deslocarem tiver elevada habilidade
do tipo 0 e habilidade nao tao grande do tipo 1, o saldrio médio se reduzird nos dois setores
(mas nao a média salarial na populagdo como um todo). Este serd o caso se:

gu — 901

N(=c)>1

0—*

o que é implicado por ogg < 0g1.Além disso, se essa condicao valer teremos que a auto-selecao

faz com que a média de habilidade no setor zero seja menor do que a média incondicional,

Lo Esse caso é denominado "nao-usual", e nao pode ocorrer em ambos os setores simultane-
amente (pela implicagao 1)

3. Uma economia de Roy possui menor varidncia de saldrios que uma economia com

a mesma quantidade de pessoas em cada setor, porém distribuida aleatoriamente (segue

de andlise da equacdo da variancia condicional e dos fatos sobre distribuigdes normais).

Além disso, a auto-selegao reduz tanto a dispersao (medida pela varidncia do log do salério)

agregada quanto a dispersao em cada setor da economia, se comparado a alocagao aleatoria

de trabalhadores.

71



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

4. A cauda da distribuicao de saldrios na economia de Roy é menos pesada que a cauda
de uma densidade de Pareto.

5. Auto-selecao eleva a média de habilidade no setor j se ooy > g1

6. Um aumento de 7, faz com que a variancia do log do saldrio no setor 1 aumente e no
setor 2 diminua.

7. No caso "usual", a distribuicao do log dos saldrios serd assimétrica para a direita

(similar a log-normal). No caso "nao-usual", a assimetria serd para a esquerda.

3.3 Identificagao

No modelo de Roy, todos os pardmetros 3;,% podem ser identificados se os dados disponiveis
contiverem observagoes sobre (i) saldrios, (ii) setor em que os agentes trabalham, e (iii)
covariadas X.

Se nao observarmos o setor em que as pessoas trabalham, podemos identificar os paramet-
ros mas nao seus subscritos (isto ¢, ndo conseguimos saber se um determinado vetor B cor-
responde a [3; ou 3, 0 mesmo ocorrendo com as variancias).

Se observarmos apenas os saldrios em um dos setores e as decisoes dos agentes de partici-
par ou nao daquele setor (por exemplo, wy|w; > wy e Pr (w; > wy), entdo podemos identificar
B1,011, 001, € By/00 (ou outras combinagoes de 3, e gq).

Com dados em painel, pode ser possivel identificar mais parametros, dependendo das

hipdteses feitas sobre o comportamento decisério dindmico dos agentes.
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3.4 Estimacao

No caso do modelo de Roy, héd basicamente duas formas de estimacao comumente usadas. A
primeira repete o que foi visto anteriormente no curso, e consiste em maximizar a funcao de

log-verossimilhanca, que neste caso é:

£(9) = Hh(di,wil,wig)

(

[91 (wi1|Xi7di = 1) Pr (dz‘ = 1|Xi)]di

- N [90 (wio| X, d; = 0) Pr (d; = O’Xi)]lidi

[ o (x50

7X£(ﬁ1*50

®(—X;(61=Fo)

A [1— (¢(X'£BO) =24 (ﬁl—ﬁo)ﬂrdi

N
= [[exiB)" ¢ (XiB)"™

i=1
Um caso interessante ocorre quando observamos w; se d = 1, mas nao observamos wy

quando d = 0. Neste caso, a verossimilhanca fica:

N

= Lo (xi™ 11— @ (X168 — B

=1

A forma alternativa é inspirada no método dos momentos e consiste em dois estagios.
No primeiro estdgio, estima-se um probit com a probabilidade de que o individuo escolha a

alternativa 1 como alvo, isto é, estima-se
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B (—cf) = [—Ui <ln (Z—;) + X (8, — 50))} .

Note que a partir desta estimativa podemos inferir também ¢ (—c}), que é simplesmente
a derivada da primeira expressao com respeito a c¢*, e também A (—cj).
No segundo estégio, incluimos Z; = A\ (—c}) como regressor em nossa equacao de saldrios,

sabendo que

11 — 001
— 7

Elnwi|Inw; > Inws, X] =Inm + X'B; + c

O—*

Ora, este é um momento amostral predito pelo modelo, e que pode ser diretamente
utilizado para estimarmos os coeficientes #1=20, 3, Inmy, utilizando, por exemplo, OLS.
Este método em dois estdgios é computacionalmente muito "barato", e permitiu a estimacao
de modelos de selecao mesmo nos anos 70, quando o estigio tecnologico dos computadores
era relativamente atrasado se comparado aos dias atuais. Pela simplicidade, tais modelos se
tornaram populares, e ganharam o nome de modelo de correcao de Heckman, em homenagem
ao seu propositor.

H4& contudo uma importante dificuldade com a estimagao do modelo de Roy em 2 estagios:
no caso mais comumente estimado, observamos apenas o saldrio em um dos setores (em geral
o saldrio dos que trabalham), e as escolhas dos agentes. Nesse caso, a varidncia no setor
nao observado deve ser normalizada para identificagao, e nada garante que o coeficiente de
correlacao implicado pela estimacgao separada de 011,091 com ooy normalizado para 1 fique

no intervalo [-1,1]. No modelo estimado por maxima verossimilhanca, essa restri¢ao pode ser
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imposta diretamente na estimacao, e esse problema nao ocorre.

3.5 Modelo de Roy generalizado

No caso generalizado, permite-se que as escolhas sejam feitas com base em critérios mais
amplos que simplesmente a escolha do maior saldrio. Pode-se por exemplo imaginar que cada
escolha envolva um custo Cy; = X{;, capturando o desprazer de exercer uma determinada

profissao ou a distancia do trabalho, etc. O modelo generalizado propoe que:

Uio 0 000 Oo1 001
Ui ~ N 0 |>| oon o o1r
Ul 0

i Oor 011 Ogr

w; = XiB; + Uy

O raciocinio seguido para propor e resolver o modelo de Roy serve plenamente para o
caso do modelo generalizado de Roy, exceto que neste é necessério a normalizagao de o7 (em
geral para 1), a menos que particularidades do modelo permitam identificar este parametro.
Note que as varidveis presentes em Z e X nao precisam coincidir, ainda que seja comum
haver uma interseccao entre estes vetores. Assim como antes, modelo permite isolar a parte
de Uj; correlacionada com Xj;, via projecao de U;; em Uz, e usar os momentos condicionais
derivados do modelo para fazer a estimacao (ou alternativamente estimar tudo por maxima
verossimilhanga).
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3.6 Tipos de amostra

Em nosso curso, focamos a andlise na comparagao entre dois tipos de amostra: (i) amostragem
aleatéria (pura e estratificada), e (ii) amostragem baseada em escolha. Suponha que na pop-
ulagao estejamos interessados num conjunto de varidveis aleatérias com distribuicao f (X)
Numa amostra aleatéria pura, cada membro de uma dada populacao tem a mesma proba-
bilidade de ser amostrado, e os sorteios que definem quem serd amostrado sao independentes
entre si. Na amostra estratificada, divide-se a populacao em estratos e sorteia-se aleatoria-
mente individuos dentro de cada estrato. Neste caso, individuos de um mesmo estrato tém
a mesma probabilidade de serem amostrados, mas pode haver estratos subamostrados ou
super amostrados. Uma variante das amostras aleatérias sao as amostras pseudo-aleatorias.
No caso da PNAD por exemplo, a populagao é dividida em estratos e, dentro de cada
estrato (composto por um conjunto de aproximadamente 100 domicilios chamado de setor
censitario), sorteia-se apenas o primeiro domicilio a ser entrevistado e depois segue-se a regra
de pular 7 domicilios e entrevistar o oitavo (numa rua, prédio, etc.). Se acreditarmos que a
regra de entrevistar os miiltiplos de 8 é independente das varidveis investigadas na pesquisa, a
amostra terd propriedades semelhantes s de uma amostra estratificada. No caso da amostra
aleatodria simples, cada individuo representa uma realizacao de X = x, obtida com probabil-
idade f (x). Na amostra estratificada, sabemos de antemao qua a probabilidade de que um
individuo pertenca a um estrato é Pr (E), e recuperamos f via fg (z|E)Pr (F) = f (x).
Um segundo tipo de amostragem tem como base um subgrupo da populagao que possui

uma dada caracteristica definida a partir do comportamento dos participantes. Assim, uma
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pesquisa eleitoral feita por telefone restringe a amostra aos donos de telefone, e se essa
caracterfstica nao for independente das informacoes que se quer coletar, as propriedades da
amostra nao se assemelharao as de uma amostra aleatoria, e correcoes deverao ser feitas para
que seja possivel inferir algo estatisticamente deste grupo. Vimos que mesmo numa amostra
aleatodria nosso exercicio pode estar restrito a um subgrupo amostrado de forma nao aleatoria,
tal como o de pessoas ocupadas quando se quer fazer inferéncia sobre determinantes salariais.
A abordagem de funcoes de controle fornece uma possivel forma de correcao. Tipicamente,
individuos nesta amostra foram sorteados a partir de fp (z|D (z) = d), e possibilidades de
corre¢ao dependem de quao razodveis sao as hipéteses sobre a relagao d ().

H4 ainda outros dois tipos de amostra frequentemente encontrados: (iii) amostras trun-
cadas e (iv) amostras censuradas.

No caso das amostras truncadas, observamos individuos sorteados a partir de uma amostra
truncada do tipo fr (a < X < b), onde [a,b] C supp (X), isto é, parte das possiveis realiza-
¢oes de X simplesmente nao é observada. Lidar com este caso também requer habilidade em
modelar a truncagem. Em geral, se soubermos qual a classe a qual a distribuicao f (X;6)
que deveria originar os dados pertence, a menos dos parametros ¢ (por exemplo, classe de
distribuigoes normais, onde § = (u, X)) nao é conhecido), e se soubermos também os limites

de truncagem (a, b), podemos recuperar a distribuicao original via

fr(a <z <b)+[F(b) = F(a)] = f ()

Se nao soubermos nada sobre f, toda a inferéncia serd baseada em fr, e existe obviamente
uma infinidade de possiveis distribuicoes f coerentes com fr, com diferentes ponderagoes

7



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

dentro da parte do suporte fora do intervalo de trncagem (f genericamente nao identificada).

Finalmente, temos as distribuicoes censuradas, que diferem das truncadas pelo fato de
observarmos nao apenas fr (a < x < b), mas também a proporg¢ao da amostra fora dos lim-
ites de truncagem. A diferenca é sutil mas fundamental, pois neste caso podemos estimar
conjuntamente fr (a < x < b),a eb, além de observarmos F' (b) , F' (a). Amostras censuradas
surgem em dois contextos: (i) observo X se a < X < b e observo o nimero de observagoes
fora do intervalo (por exemplo, numa amostra aleatéria de recém-contratados e seguida por
10 anos em observo a duracao do emprego para aqueles que foram demitidos antes de 10 anos,
e o nimero de pessoas para as quais a durac¢ao ¢ maior que 10), ou (ii) observo a < X < be
F (a), F (b), se por exemplo eu comegar a medir a vida ttil de uma amostra de lampadas e

fixar uma regra do tipo "parar de medir quando 80% das lampadas queimar".

3.6.1 Modelo Tobit

Suponha que uma determinada varidvel Y estd relacionada aos observiveis, X e nao-observaveis,

U, via

Y = @, + u;

e que seja valida a hipétese de que:

UlX ~ N (0,0°)

Numa base de dados sem censura, a estimacao de (3, o) resultaria de uma simples apli-
cacao do método de MQO. O modelo Tobit surge quando em nossa amostra observamos
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apenas a varidvel

y, sey >0

Osey <0

Um caso tipico ¢é o da distribuicao de saldrios, num modelo alternativo ao de selecao visto
na ultima aula, onde da mesma forma observamos apenas os saldrios dos ocupados mas o que
determina estar ou nao empregado é a lucratividade das firmas, de modo que individuos muito
pouco produtivos nao encontram emprego simplesmente porque contraté-los nao poderia ser
vantajoso para as firmas. Assim, enquanto y captaria a produtividade marginal do trabalho,
associada a caracteristicas produtivas (X, U) dos individuos, y*, a renda, s6 seria igual a
produtividade do trabalho para os individuos minimamente produtivos.

Neste caso nossa funcao de regressao fica:

E(ylz) = Ey'lz,y"=0)Pr(y*=0)+E(y"|z,y" > 0)Pr(y* > 0)

= E(y'|lv,y" > 0)Pr(y" > 0)

= E(az'ﬁ+a—\x,—>—£) Pr (E —:U/—ﬁ)
g g g g

(i)

e [, o(F)
- () e
= o () e (7))

g g
ool

g ag
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Se estivermos interessados no impacto de um aumento de X} sobre Y, temos:

IF (ylz)

z'B
oun Br + By <;>

i ﬁk{l—A(Tﬁ) (5 ()]

Como o termo em colchetes é positivo, conclui-se que o sinal da derivada da funcao de

regressao com respeito ao regressor k£ tem o mesmo sinal que (3.

4 Parte II Andlise de dados longitudinais

Notation 2 Z! = (7,1, ..., Z;;) representa a historia de realizagoes de Z para o individo i.

Considere o modelo linear relacionando uma varidvel dependente y com uma ou mais
explicativas, (X,U) = (1, Xy, ..., Xk, U), onde X contém as varidveis explicativas observadas
pelo econometrista, e U é uma varidvel (neste caso escalar) nao-observavel. No caso mais

simples, supomos que a relagao g é linear, isto é:

y:ﬁ0+ﬁ1X1+...+ﬁKXK—I—U

A estimacao de um modelo deste tipo depende essencialmente das hipéteses que o anal-
ista estd disposto a fazer a respeito do comportamento do componente nao observavel U, e
de sua relagdo com os demais determinantes de y, X. A solugao mais comum (mas nao nec-
essariamente correta) para o problema acima é supor E (U|X) = 0 (ou ainda mais forte:
UlX ~ N(0,0%)), que permite a estimagao consistente dos parametros [ por minimos
quadrados, bem como da distribuicao de U.
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Infelizmente, a suposigao F (U|X) = 0 é irrealista para grande parte das situagoes em
que estaremos interessados. Dentre as possiveis complicacoes, com frequéncia nossos da-
dos refletem uma situacao de equilibrio, onde as varidveis explicativas envolvidas nao sao
completamente exdgenas ao sistema, mas sim fruto de decisoes dos agentes econdmicos, que
podem ou nao levar em conta a decisao (posterior ou simultanea) envolvendo y. No exemplo
canodnico, y seria o (log) do saldrio de uma amostra de trabalhadores, e uma das explicativas
seria a escolaridade. Se nossa base nao permitir a mensuragao de habilidades nao-observiveis
tais como inteligéncia, iniciativa, etc., entao a varidvel U serd de algum modo uma combi-
nacao de todas essas habilidades (por exemplo: U = by + bihy + ... + bphy). Neste exemplo,
é plausivel imaginar que as mesmas varidveis que sao diretamente precificadas na equacao
de saldrios afetem também a determinagao do nivel de escolaridade, se por exemplo pessoas
mais inteligentes tiverem mais facilidade (e menor custo) de aprender, ou mesmo que isso nao
seja verdade, se escolaridade e inteligéncia forem insumos complementares na determinacao
da produtividade individual (ex: U = by + b1hy.S).

Como entao lidar com situagoes onde E (U|X) # 0?7 Na primeira parte do curso, vimos
uma possivel solugao, através da modelagem explicita do processo de determinagao das var-
idveis explicativas observaveis que podem ser endogenamente determinadas, incluindo-se af
o papel de U na determinacao desta varidvel.

Na segunda parte do curso, exploraremos outra possibilidade, valida para uma classe
mais restrita de modelos (a linearidade serd quase que necessdria para a maioria das nossas

conclusoes), mas menos sujeita a especificagao da forma como X é determinado como fun¢ao
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de U, onde a teoria pode nao corresponder a realidade.
Inicialmente, suponha que haja uma decomposi¢ao de U em uma parte fixa no tempo, v,

e umchoque temporal, ¢:

Ui = v; + i

Para ser mais preciso, escrevemos o modelo como:

yir = X106+ vi + ei

No modelo acima, v; é comumente chamado de efeito/componente nao-observado, varigvel
latente, heterogeneidade nao-observével e, se o exercicio envolver individuos, efeito individual

ou heterogeneidade individual. Ja o termo ¢;; ¢ denominado distirbio ou erro idiossincratico.
4.1 Definicoes

Exogeneidade fraca Seja um modelo econométrico paramétrico, descrito pela dis-

tribuicao conjunta

Qe = (Y1, Xy)

Qi ~ f(Qt|Qt—1§9)

Em palavras, observamos um conjunto de varidveis (); para cada individuo num deter-

minado ponto do tempo, e a relagdo de causalidade Y; = ¢, (X;, U;;0) pode depender da
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histéria pregressa de @); (em nosso caso Markoviano, apenas o periodo anterior importa) e
de parametros 6. A distribuicao f depende da distribuicao de U.

Reescrevendo a distribuicao f, temos

f(Qt|Qt—1;9) = f(Yt|XtaQt—1§9y> f(Xt|Qt—1;9x)

Exceto pela hipétese Markoviana de que do passado de ) apenas ();_1 importa para ex-
plicar o comportamento de (), nada mais foi assumido, e a igualdade acima é genericamente
valida. 6,,0, C 0 sao particoes de 6.

Suponha que nosso interesse seja estimar ¢,. Se (i) p, = g (0,); e (ii) 0, 0, puderem ser

variados independentemente, isto é,

(02,0,) €0, x O, :0, € 0,.0,€0,

entao dizemos que X; é fracamente exdégeno para ¢,. Em termos préaticos, esta definicao
permite que estimemos ¢, usando informacio apenas de f (Y| Xy, Qi-1;0,), jé que neste

caso f (X;|Q¢-1;0,) ndo serd informativa sobre ¢,,.

Exogeneidade estrita E em geral enunciada como

Xz’tﬂé?z‘s; Vi, s

Em termos préticos, o principal resultado da exogeneidade forte é que:
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E[yit|Xi17~-~7XiT>Ui] = E[Z/it|Xit,’Ui]

= XiB+u

Esta hipétese diz que toda a correlacao existente entre os determinantes observaveis e
nao-observéaveis de y; se encontra na correlagao existente entre X; e v. Uma forma mais rigida
de exogeneidade estrita ¢ E [y;| X1, ..., Xir| = E [yi| Xit] = X[,3, que claramente implica a
hipétese anterior, sendo portanto mais forte e provavelmente menos realista. Em particular,
Elyu| Xa, ..., Xir] = X[,6 + E [v;| X1, ..., Xir], € a menos que E [v;|X;1, ..., Xir] = E [vy], as
duas versoes da exogeneidade estrita diferirao (basta haver correlacao entre X e v para que
difiram).

Num contexto linear, exogeneidade estrita implica que se:

B+ C(0)Qm-i=Ui

(gzn) L (gan)

g < n relagoes comportamentais

entao:

rank (B) =g

Causalidade de Granger Dizemos que X causa Y no sentido de Granger se defasagens
de Y nao predizem X:
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f (Xt|Qt—1§9x) = f (Xt|Xt—17Xt—27 ooy Xo; Qz)

Em geral, essa propriedade ¢ 1itil se estivermos interessados em previsao. Para estimagao

e inferéncia nao ajuda muito.

Predeterminagao Semelhante a exogeneidade forte, exceto que:

Xitﬂgis;w, s>t

Agora, apenas os €'s futuros sao independentes de X;.
Em termos de estimacao, exogeneidade estrita e predeterminacao tem forte implicacao
na formacao de momentos amostrais que possam ser utilizados em aplicacao do método dos

momentos generalizados.

Painel balanceado versus desbalanceado Num painel balanceado, observamos @);;
para todos os individuos e periodos de tempo, ao passo que num painel desbalanceado,
nao. Dependendo da estrutura do problema, a presenca de missing values para varidveis
explicativas X pode nao acarretar perda alguma de informagao (no caso de X ser invariante).

Note que ao considerarmos o caso de painéis desbalanceados, estaremos sempre supondo
que o motivo para o desbalanceamento (isto é, para o fato de que alguns individuos nao
sao observados em todos os periodos da amostra) é ndo correlacionado com nenhuma das

varidveis explicativas do modelo. O caso em que o desbalanceamento é correlacionado com
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as varidveis explicativas leva a um problema de seletividade da amostra, e potenciais solugoes
devem incorporar explicitamente este aspecto do problema.

4.1.1 Exemplos de modelos em painel com efeitos nao-observaveis

Avaliagao de programas de requalificagao profissional suponha que os saldrios indi-

viduais possam ser descritos por
Inwy = ay + 2,8 + 01 (progis) + vi + €

onde (7,t) indexa individuos e tempo, respectivamente. O intercepto pode variar no tempo,
e X sao varidveis que afetam saldrios e potencialmente a participacao no programa. FEm
principio, nada impede que v; seja também um dos determinantes da decisao de participar
do programa (por exemplo, se capturar habilidade), levando a um problema de auto-selecao.
Este primeiro dilema coloca a questao: serd que poderfamos assumir que nossa varidvel
explicativa, prog é nao correlacionada com o erro e aplicar minimos quadrados? Refletir
sobre a hipoétese mais apropriada a respeito do comportamento do nao-observavel é sempre
a principal tarefa num xercicio econométrico.

A segunda questao diz respeito a plausibilidade da hipdtese de exogeneidade. Pode
parecer razodvel aceitar que realizacoes futuras de € nao afetem a decisao de participar do
programa hoje, mas serd que realizagoes passadas de £ também o sao? Nao seria razoavel que
justamente as pessoas que sofreram mais choques negativos de renda estao mais propensas
a ingressar em um programa de requalificacao?

Finalmente, o exemplo permite ainda investigar a terceira questao geralmente relevante

neste tipo de exercicio: serd que o efeito de prog sobre saldrios se esgota em um perfodo? E se
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o programa durar mais de um periodo, serd que o efeito se acumula ou aquilo que se adquire
em um dado periodo tem magnitude prépria? A resposta a estas perguntas deve indicar sobre
a conveniéncia ou nao de se incluir defasagens de prog na equagao de saldrios, duragao e/
ou permanéncia do individuo ¢ no programa como varidvel explicativa, etc., caracterizando

a dindmica do efeito do programa sobre rendimentos.

Modelo de defasagens distribuidas de concessao de patentes (Hausman, Hall
e Griliches(1984) O objetivo dos autores é relacionar investimento em pesquisa com

obtencao de patentes:

patentesit = Ot + l';tﬁ + 60 (Rth) + (51 (RDitfl) + ...+ (55 (RDit75> + (5 =+ Eit

Neste caso, os gastos tem um efeito cumulativo nao-linear sobre o nimero de patentes
conquistadas, e X inclui varidveis tais como o tamanho da firma (medido por vendas ou
nimero de empregados), qualificagdo dos empregados, etc. v; é neste caso caracteristica nao-
observavel da firma, que provavelmente estd também associada & decisao de investimento
em pesquisa, ja que firmas com v elevado tém mais chances de ser bem-sucedidas e gerar
retorno ao investimento. O interesse maior é sobre o padrao encontrado na sequéncia de §'s,
o que determina quando e como gastar num projeto (e mais importante: quando parar caso
o projeto pareca invidvel). Adicionalmente, as questoes levantadas no exemplo anterior se
mantém. Por exemplo, as possibilidades de éxito de futuras patentes podem depender de

patentes obtidas hoje (se estas forem insumo para a epsquisa futura); a lucratividade que
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permitird fazer futuros investimentos também pode depender do sucesso no presente, e assim

por diante.

Variavel dependente defasada Num modelo simples de dindmica salarial, suponha que:

In Wit = 61 In Wit—1 -+ (5 + Eit

O objetivo deste tipo de modelo é em geral determinar o grau de persisténcia salarial,
uma vez controlado por efeitos nao-observaveis (interpretados aqui como produtividade in-
dividual). Neste caso, exogeneidade estrita claramente nao vale, e métodos que dependam
desta hipétese nao se aplicam. Este é tipicamente o caso de painéis dindmicos, onde técnicas
de efeitos fixos e aleatérios devem ser substituidas por estimagoes por método generalizado

dos momentos calcadas em suposicoes de predeterminagao.

4.1.2 Estimagao por Minimos Quadrados Empilhados

Suponha que no modelo

i = X0+ (vi + eir)
~—
Uit
a hipétese de que E (X/,Uy) = 0 seja plausivel. Uma vez que nossas hipdtese bdsicas
geralmente garantem que E (X[,e;) = 0, a suposi¢do realmente restritiva (e controversa)
é E (X/,v;) = 0. De cara, essa hipdtese nao pode valer se por exemplo X incluir defasagens

de y, ja que por definicao neste caso y e v estariam correlacionados em todos os periodos.

Ainda que F (X[,U;) = 0, os residuos de nossa regressao estariam correlacionados (por
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qué?), e uma matriz robusta deveria ser utilizada para a obtengao de variancias dos esti-
madores de 5 (ainda que MQO seja consistente). Além disso, como a varidncia do erro
nao necessariamente decai com o espacamento das observacoes, as condigoes necessarias a
inferéncia baseada em 7" indo a infinito nao valem, de modo que as propriedades assintdticas

dos estimadores residem fortemente em N indo para infinito.

var (B) — (X' X)) (X9 X) (X' X) !
4.1.3 Modelo de efeitos aleatdrios

Assim como nos minimos quadrados empilhados, o modelo de efeitos aleatérios coloca o

componente persistente nao-observavel no residuo, supondo portanto que:

E (5it|Xiu Ui) =0 (RE 1a)

onde X; = (Xj1, ..., X;7). Evidentemente, se juntarmos as duas hipéteses temos F (Uy|X;) =
0, mais forte portanto que E (X/,U;) = 0 requerida anteriormente. A primeira linha é
simplesmente a hipétese de exogeneidade estrita de X com respeito a ¢, ja feita anteriormente.
A segunda, que torna o modelo mais restrito, permite derivarmos algumas propriedades
interessantes. Em particular, poderemos utilizar Minimos Quadrados Generalizados para
estimar consistentemente (3, melhorando a eficiéncia do estimador.

Os dados empilhados agora podem ser descritos por y; = X3 + U;, onde U; = ¢;¢; + €5,
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e t; representa o vetor de 1’s para observagoes correspondentes ao individuo i. A matriz

incondicional de variancia ¢ Q = F (U;U), e necessita da condigao de posto:

posto E(X/Q7'X;) = K (RE. 2)
KzK

Com as hipdteses acima,

B=(x07'x) " X0y

Um caso particular segue sendo o mais utilizado em anadlises de efeitos aleatérios ainda
hoje. As hipéteses, ainda mais restritivas, sao as de que todos os termos nao-observéveis sao
homosceddsticos, isto é, E (v?) = 02 e F (%) = 02, além de E (g;6;5) = 0, para todo s e t.

€9

- 2\ _ 2 2
Com isso, E (U3) = 0.+ 02, e

2 2 2 2
UU + 08 UU UU
2 2 2
o, o, +0:
Q0 =
2
O-’U
2 2 2 2
O—’U o O—’U UU —"_ O_E

ou
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Qi = O'?ILL/‘FO'?:]T
= o2 (Q+0(Ir - Q))

Q = Ipr—T"

2 g2 2
0 = Lzav:1+TU_;’
O-E UE

onde ¢ é um vetor de dimensao T composto por 1’s, e I é a matriz identidade de dimensao

T. A matriz de covaridncia pode finalmente ser escrita como:

Q, 0 0
0 9
0=
0
0 0

Ao invés de depender de T'(T — 1)/2 parametros, as hip6teses acima reduziram a 2 os
parametros que caracterizam (). A correlacao entre os residuos de um mesmo individo em
dois pontos do tempo é constante neste caso: p = 02/ (62 + 02), e mede a importancia relativa
do componente persistente na formagao do erro de um determinado perfodo. Podemos

formalizar as hipdteses necessdrias para os resultados acima como:

E <€i€;|Xi,'Ui) = O'2IT (RE 3&)

£

E (X)) = o (RE. 3b)

(2
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A estimagao do modelo se dd por Minimos Quadrados Generalizados Factiveis. Suponha
que tenhamos estimadores consistentes para o,,0., 0,,0.. Entao, poderfamos construir

-~

N2y ~92 . . .
Q=0,u +0.Ip, e a partir disto:

N -1/ N R
— <Z X;Q—1Xi> (Z X{Q_lyi)
=1 =1

A forma mais comum de obter 7,0, é em dois estdgios. No primeiro estdgio, estima-se
o modelo por Minimos Quadrados Empilhados (ja4 que as hipéteses de efeitos aleatérios sao
suficientes para que as de MQE valham). A partir disto, temos uma estimativa de ﬁit para

cada individuo/ periodo, e podemos construir:

. =0-+0o° = NT_ KZZUZ%

=1 t=1

Se agora somarmos apenas os produtos cruzados dos residuos, sabemos que estes nao

sofrem influéncia de ¢, ou seja:

E (U,LthLS) = O'2

e podemos assim construir

N T-1 T

ai:NT( —1/2— ZZZU”U

i=1 t=1 s=t+1

~92 ~9
e finalmente fazer 0. = o,

~9 .- . ~92
— 0,.Na prética, ainda que raramente, pode ocorrer o, < 0, o
que deve ser interpretado como forte sinal de autocorrelacao negativa forte de U, sugerindo

que a hipétese RE. 3a nao ¢ védlida. Em geral, esse problema desaparece com a inclusao de
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dummies de tempo no modelo. Se ainda assim o problema persistir, outra forma de estimacao

deve ser tentada (por exemplo, Minimos Quadrados Generalizados Factiveis Irrestritos).

Teste de hipétese usando varidncia robusta (método de White) Se nao estivermos
seguros de que RE.3 valha, ou se quisermos fazer inferéncia a partir de Minimos Quadrados
Empilhados, devemos usar uma matriz de variancia que acomode a possibilidade de hetero-
cedasticidade e autocorrelagao, E (U;U/), que pode ser construida a partir de um estimador
consistente de 3 via

i) Ui =y — X,

(ii) § = ﬁ Zit ﬁitﬁz{ta

(iii) A

(iv)

(v)

£, XIS1X,,

~

Avar(B) = %.

B = ﬁ Zz X{S\flﬁiﬁggilXﬂ
V=

Podemos a partir disto testar entao a hipdtese de que R/B = r, usando a estatistica de

Wald:

(RB- r)l (RVR) B (RB=r) ~ By

Minimos Quadrados Generalizados Factiveis Apés estimar um primeiro estdgio de

MQE, construimos
NN _ N 13 73
Q=N ! Zi:l Ui,MQEUz‘/,MQE

(i) Broar = (X’§*1X> - <X’§*1y>
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MQGEF serd consistente se RE.1 e RE.2 forem vilidas e, se £ (UU’|X) = 2 assintotica-
mente é tao eficiente quanto B 14, mesmo quando RE.3 for vélida. A razao pela qual podemos
preferir usar o estimador de efeitos aleatérios ao invés do estimador MQGF ¢ a significativa
perda de graus de liberdade envolvida em MQGF (em particular, quando a dimensao N nao
é enormemente superior a T, pois Q tem T(T-1)/2 elementos a serem estimados). Casos
intermedidrios, por exemplo envolvendo a suposicao de uma determinada estrutura auto-
regressiva para o termo nao-observado, podem restringir €2, tornando a perda de graus de

liberdade menor, mas generalizar as hipéteses restritivas de RE.

Testando a presenca de efeito nao-observiavel persistente Num contexto de efeitos
aleatérios, equivale a testar se 0, = 0. Uma forma simples é testar se os residuos sao auto-
correlacionados, ja que sob as hipdteses do modelo apenas v; causaria autocorrelacao. Este
teste tem pouco poder, fazendo com que frequentemente nao se possa rejeitar a nula.

Usando diretamente o estimador de o,, construa:

N T—1 T .
Zi:l Zt:l Zs:t-i-l UitUz‘/s
A \2
N T—1 T
|:Zi_1 < t=1 Zs:t-‘rl UitUils> }

e proceda com teste unicaudal de o, > 0, com z ~ N (0, 1).

c= 1/2

4.1.4 Modelo de efeitos fixos

Suponha agora que a exogeneidade estrita de X com respeito a ¢ é vdlida, mas que nao
podemos afirmar que o mesmo valha para X com respeito a v. Neste caso, os métodos vistos

até agora nao poderiam ser utilizados, pois a correlacao existente entre X e v tornaria nossas
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estimacoes viesadas. Como resolver o problema neste caso?

Veremos nesta secao duas formas inspiradas no mesmo principio para contornar a en-
dogeneidade de X. Ambas utilizam implicagoes diretas do modelo teérico estimado, onde
transformacoes da equagao de regressao eliminam a dependéncia de v. Para isso, vamos

lembrar nosso modelo e continuar assumindo que X ¢é estritamente exégeno com respeito a

Yie = PBXiu+vit+en
gitﬂXis; Vl, t? S

e 1.1.d.(i,b)

Estimacgao em primeiras diferengas Na primeira solu¢ao, chamada de modelo em difer-
engas, computamos as primeiras diferencas de todas as varidveis envolvidas. Vamos antes
chamar de X? os elementos de X que nao variam no tempo (sexo, raga, etc.), e de X! os

que variam. O modelo fica:

Yit — Yior = B (Xilt - Xiltfl) + it — Cit—1

Uw = BXL+E,

Para as varidveis transformadas, (ﬂit, Xit, Eit> , vale a propriedade de exogeneidade estrita
de X;; com respeito a £; (consequéncia da mesma exogeneidade assumida anteriormente),
e do fato de g; ser i.i.d, conclui-se que var (£) = 202. Evidentemente, podemos no modelo
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transformado estimar 8' e 02 pelos métodos conhecidos de minimos quadrados ordindrios.
Qual o ganho e qual a perda?

A principal vantagem deste método é nao precisar usar a hipotese forte de que v; e Xj;
sao nao correlacionados. Por esta estratégia, v; simplesmente desaparece do modelo. Como
vimos, na maioria das aplicacoes microeconométricas em cross-section a interpretacao mais
aceita para a presenca de um componente aleatério no modelo é a de que representaria
determinantes nao-observados de ¥, tais como inteligéncia ou destreza numa equacao de
saldrio, habilidade gerencial numa equacao de lucratividade das firmas, ou grau de aversao a
risco e/ ou propensao a fugir do contrato, num modelo de concessao de crédito. Na estratégia
acima, sé precisamos assumir que este componente persistente nao-observivel é constante
no tempo, deixando flutuagoes em torno desta constante para um choque aleatério (que
na maioria das vezes é interpretado como um erro de expectativa ou simplesmente sorte).
Problemas surgem quando o componente persistente também varia no tempo ou - bem mais
complicado - quando esta variagdo depende das decisoes dos agentes no presente (no caso,
dos valores das varidveis endégenas do modelo no presente).

O principal custo para nés é que se nossa pergunta principal envolver a estimacao de 52,
isto é, dos coeficientes associados aos regressores que ndo variam no tempo, entao ao tomar
as primeiras diferencas veremos que estes coeficientes desaparecem da equacao impossibili-
tando sua estimagao. Além disso, o intercepto nesta regressao deve ser interpretado como
o coeficiente de uma tendéncia temporal linear em uma regressao em niveis, ja que o inter-

cepto em niveis também desaparece. Note contudo que a exigéncia de variagao temporal nao
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precisa ser necessariamente satisfeita para toda a amostra, mas para ao menos parte dela
(apenas as que apresentarem variagao contribuirao para a estimagao, de modo que se poucas
pessoas preenchem este requisito o ceoficiente pode ser estimado mas com pouca acurécia).
Um comentédrio importante é que podemos interagir atributos invariantes no tempo com
dummies temporais e/ ou tendéncias temporais. Neste caso, ainda que nao seja possivel
medir o coeficiente "estatico" associado a esta varidvel, é possivel saber se o efeito da mesma
estd crescendo ou nao no tempo. Um exemplo comum é o diferencial salarial entre homens
e mulheres, caso em que o painel nao nos permite estimar um diferencial controlado em
nenhum ponto do tempo, mas ainda assim podemos medir se este diferencial estd crescendo
ou nao e a que taxa.

Adicionalmente, note que ao tomar a primeira diferenca de nossas varidveis tivemos que
descartar um periodo inteiro de observacoes, com consequente perda de graus de liberdade

na estimacao dos coeficientes.

Estimagao do efeito em um individuo médio da populagao Nosso modelo de
efeitos aleatérios pode ser estimado de dois modos distintos: No primeiro, podemos sim-
plesmente usar MQGF apds estimar em um primeiro estdgio a matriz de covaridncias dos
residuos supondo a estrutura RE como sendo verdadeira. No segundo, construimos a fungao
de verossimilhanga a partir das hipéteses de que | X,v ~ N (0,0?) i.i.d., e de que v|X ~

N (0,02):
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L (y, X|B,02,00) o< f (yie| Xit, B, 02, 0)
= N (X/B+7,02402) (MLE1)
= [ (v Xt vi, B, 02, 00) (03| Xie, B, 0, 00)
= N [X/B+v;,02| N (v,07) (MLE2)

N T
£(y7X|Bao-an-v) = HH£it(y>X|Bvo-870-U) (1)

i=1 t=1

A partir deste formato, podemos tanto estimar a totalidade dos parametros usando MLE
1, quanto estimar o efeito para um individuo médio da populacao, escolhendo os parametros
que minimizam:

N T

H/ Hf(y|X’U’6’O-5’O-'U)f(U|X;6,O'5,O'U) dv

i=1 7 supp(v) 31

Neste caso, contudo, 0, nao pode ser estimado, e deve ser normalizado (o padrao é 1).

Estimagao por efeitos fixos Apesar de compartilhar exatamente as mesmas hipoteses
que a estimacao em primeiras diferencas, o método conhecido por efeitos fixos usa uma trans-
formagao diferente do modelo original. Inicialmente, note que da mesma forma que tomamos
a primeira diferenca do modelo para fazer nossa inferéncia no caso anterior, poderfamos ter
tomado a diferenca de todos com respeito ao primeiro periodo de observacao dos agentes,
ou ainda a diferenca com respeito ao perfodo intermedidrio, ou de um modo geral, com re-

speito a qualquer média ponderada das observagoes disponiveis de cada agente, que ainda
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assim conseguiriamos desaparecer com o efeito fixo e estimar consistentemente os parametros
relativos as caracteristicas individuais que variam no tempo.

No caso dos efeitos fixos, escolhemos uma particular média para ser subtraida de cada
linha de observacao dos agentes: a média aritmética. Sabemos que cada agente é ob-
servado T vezes no painel. Se tomarmos a média de cada varidvel para cada agente,

Y, = % Zle Yir; X = % Zthl Xit, teremos como resultado do modelo que:

g = BXituitE
_ -1 _
yie =7 = B (let - Xi) + (e — &)
Evidentemente, para todas as varidveis fixas no tempo a média iguala o valor das mes-
mas em cada ponto do tempo, e portanto desaparecem quando tomamos a diferenca (do

mesmo modo que no casa anterior). A variancia do residuo ¢ também 202, e ambos os casos

correspondem a situacoes particulares do modelo geral

?izﬁ?ﬁ'era‘

= T .. 4o T
onde Z; = ) ,_, mzy, para uma varidvel genérica z ponderada por pesos m; @ »,_, ™ = 1.
No caso da estimacgao em diferencas, o peso integral é dado & observacao imediatamente

anterior, a0 passo que na estimacao por efeitos fixos m, = 1/7. Em todos os exemplos, a
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variancia do residuo é:
r T
var (5“ —Ei) = wvar |&g; — g TsEis
L s=1

T
= ovar Zws (€is — €it)

L s#t

T
_ 2 2
= 20; E T

sF#t

. L. . : T 2 _ -1

e pode-se mostrar que atinge um minimo se os pesos forem todos iguais (3, 75 =T7).
Da mesma forma que antes, ao tomar a diferenga entre o modelo original e uma média

ponderada das observagoes individuais perdemos sempre uma linha de observagoes, o que

se traduz em perda de N graus de liberdade nas estimacoes. Se chamarmos z; = z;; — Z;,

teremos o modelo

Yit = BlXilt + €t

e novamente podemos estimar os parametros (ﬁ L 08) consistentemente por MQO.

Estimador intra-classes e entre-classes O estimador de efeitos fixos também recebe
o nome de estimados intra-classes (within estimator) na literatura, em oposi¢ao ao estimador
entre-classes (between estimator). A idéia é a de que no estimador intra-classes, a fonte de
informacdo é a variagdo de caracteristicas (dependentes e explicativas) dos individuos ao
longo do tempo em torno de uma média individual (e portanto desprezando a variacao
existente entre as médias de diferentes individuos), ao passo que o estimador entre classes

toma as médias dos individuos como unidade de andlise, desprezando a variacao observada
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entre as observagoes de um mesmo individuo. Mantendo a notacao anterior

Sob as hipéteses de exogeneidade estrita de X com respeito a v e € (e portanto com
respeito a U), ambos os estimadores fornecem estimativas consistentes dos parametros de-

sejados, mas se X for estritamente exdgeno apenas com respeito a € entao o estimador
entre-classes serd viesado.

Usando um pouco de algebra linear, sabemos que

1=/ ’ - 19/ i
Bw = ng _I—%_ [I—%]XZ) gxz[f—%] {I—%]yz
l [ 0] R '
= ;X{ _I—T_ XZ-) ;X; [1—7] yi
N -1 N
Bg ZX{LL’Xi) ZX{LL'yZ
- w _11:1 w!
= ;X{TXZ') ;X{?yz
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onde na passagem da primeira para a segunda linhas usamos o fato de que [ — %] é
simétrica e idempotente.

Como tltima observacao, o estimador de efeitos fixos produz estimativas idénticas as
que seriam obtidas caso incluissemos dummies individuais no modelo em niveis, ao invés de
subtrair a média num modelo transformado (o que ¢ um bom exercicio para fazer em casa).
A anélise envolve construir uma matriz Z = [X, D], onde D é um conjunto de N dummies
individuais, e mostrar que (2’72 )71 Z'y produz coeficientes associados a X' idénticos a 3y
Na demonstracao, usamos o teorema de Frisch-Waugh-Lovell para regressoes particionadas.
Tal como antes, é possivel ver que as varidveis constantes no tempo desaparecem, por serem
perfeitamente colineares com as dummies individuais.

No entanto, suponha que tirdssemos da regressao todos os atributos invariantes no tempo
(inclusive o intercepto), e regredissemos y nas varidveis restantes e dummies individuais. A
pergunta é: os coeficientes das dummies tém neste caso alguma interpretacao? A resposta
¢ nao. Em principio, poderfamos imaginar que estes coeficientes estariam de algum modo
capturando o proéprio efeito fixo ou compinacoes deste com os pardmetros associados as
caracteristicas invariantes, mas este claramente nao pode ser o caso uma vez que todas as
propriedades dos estimadores obtidos estao suportadas pela andlise assintética fazendo N
ir a infinito. Os parametros de efeitos fixos obviamente utilizam somente observacoes de
um mesmo individuo, nao satisfazendo portanto as condigoes assintéticas necessdrias para

a consisténcia do estimador. Dito de outro modo, suponha que v; seja uma realizagao de

v ~ f(v), e que numa subamostra homogénea em caracteristicas invariantes, usdssemos o

102



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

percentil do coeficiente da dummy individual para inferir o valor de v. Esta nao poderia
ser uma estimativa consistente, pois se a amostra aumentasse e mantivéssemos o mesmo
percentil, o valor estimado subiria ou cairia dependendo apenas do verdadeiro valor de v
estar acima ou abaixo da mediana de f. A esta inconsisténcia dé-se o nome de problema dos

pardmetros incidentais.

Variancia assintética Da andlise assintética convencional, segue que:

VN (Bre—5) = (Nzxx) VLﬁ<zx)

onde a segunda igualdade resulta da idempoténcia mostrada anteriormente. Consequente-

mente:

~ JURPUNE |
VE (Bre-0) ~ & (0.02[£(¥X)]7)
3 % [5(XX)]
war (Brs) = 5 [£(XF))
Para poder fazer inferéncia baseado em nosso estimador, a peca que falta é uma estimativa

nao-viesada de 0., que pde ser obtida através de:

¢ N(T-1)-K
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Aqui vale uma observagao importante. Ao longo da anédlise de efeitos fixos, usamos duas
hipéteses crucial, a exogeneidade estrita de X com respeito a € e a independéncia de ¢;; tanto
entre diferentes individuos quanto entre periodos. Além destas, impusemos uma hipdtese
simplificadora que pode ser flexibilizada, de que F (e¢’) = o2Ir. Se tal suposigao for falsa
(mas as demais verdadeiras), ainda assim podemos estimar consistentemente os coeficientes
de nossa regressao por efeitos fixos, mas temos que tomar cuidado com a varidncia. O
mais comum ¢é termos nestes casos autocorrelagao dos residuos, o que pode sugerir alguma
persisténcia também no componente €.

A forma de corrigir o problema é novamente utilizar uma matriz robusta:

war (Brs) = [B (X' %)) B (X2X) [B(X'%)]

que pode ser estimada via

-1 (N - -1
(X X) Y XA, (X X>

i=1

Assim como no caso de efeitos aleatodrios, se a matriz de covaridncia do termo idiossin-
cratico nao for diagonal a varidncia robusta acima apenas corrige os desvios que devem ser
usados conjuntamente com B rp para inferéncia, mas nao suprime o fato de que BFE nao é
eficiente. O estimador eficiente serd novamente uma versao de MQG do estimador de efeitos

fixos:
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Brpars = ZX{Q_I)NQ Z)N({ﬁ‘lﬂz

i=1 =1

N
=~ _t A
Q = N E €iE;

onde ?—:A\Z é o residuo obtido em um primeiro estdgio usando E pp tradicional.

Finalmente, foi dito anteriormente que, sob a hipétese de que E (e€’) = %I7, o estimador
de efeitos fixos produz estimativas mais eficientes que o estimador de primeiras diferengas.
Se esta hipétese nao for verdadeira, este resultado nao serd necessariamente correto. Em
particular, o estimador em primeiras diferencas produz melhores estimativas se os residuos
idiossincraticos apresentarem autocorrelacao de primeira ordem. No caso de termos apenas

2 perifodos, os dois estimadores sao idénticos.

4.1.5 Comparando efeitos fixos e aleatérios

No modelo de efeitos aleatérios, vimos que a matriz de varidncia pode ser escrita como:

Q 0 0
0 €
0 —
0
0 -~ 0 O
Q = o2 +oily

e que o estimador se resume a uma versao restrita de minimos quadrados generalizados com

105



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

Bre = (X1071X,) 7 X107y,

E fécil mostrar que:

_Qf 0 0_
-1 0 O
0
0 0

e que:

Q' = g +polr

P
Y1 = -
' (1—=p)(1—=p—Tp)
B 1
Yo = 7 P
Voltando ao estimador de efeitos aleatérios e usando o fato de que );3@ = X, e de que

— = —/
!/ / .
XX, = X' X;, temos que:

/ -
Xi_lfyi = Xi—LLj)fz
al N o/ al o/
ZXz{Xi = ZX; (IT_T) XH-ZX{ (T) X;
i=1 i=1 i=1
N N
= S (=i X) (X = X) + TS (K (X))
i=1 i=1
W;X B;(rx
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N
XX, = ) XX,
i=1

N N
XZ{LLIX,‘
= oT) “te ) XX
=1 =1
= ¢, TBxx + ¢y (Wxx + Bxx)

= eWxx + (.7 + ;) Bxx

Similarmente, podemos rescrever X/~ 1y; como

X0y, = 0.Wxy + (0T + ¢5) Bxy
N
—\/
WXY = Z (Xz - LXZ') (yz - Lyz)

=1

N /
Ll

=1

de modo que:

BRE = [Wxx + 93}(}(]_1 (Wxy + 0Bxy]

= [Wxx+ QBXX]_1 [WXXBFE + eBXXBBE

g — (01T + @)
%)

Em linguagem matricial, o estimador de efeitos aleatérios é uma espécie de média entre

o estimador de efeitos fixos (within, Bz5 = WxxWxy) e o estimador entre-classes (between,
Bpr = By Bxy)
BE — PXXPXY)-

107



Notas de aula de Econometria Aplicada MEST 141

Quando p = 0, temos ¢; = 0 e § = 1, caso em que B re € simplesmente nosso estimador

de Minimos Quadrados Empilhados.

Quando p = 1, ©; se torna singular e Q;* nio existe.

Quando todos os regressores sao fixos no tempo, Wxx =0 e Bpp = Bpr

Quando T — oo e p # 0, temos que € = 0, e nesse caso BRE = BFE Isso sig-

nifica que testes de consisténcia do estimador de efeitos aleatérios tendem a rejeitar a

inconsisténcia confirme o painel se torna mais longevo.

Finalmente, se estivermos interessados em testar a presenca de covaridncia nao nula entre
o efeito fixo e as covariadas, podemos fazé-lo da seguinte forma:

Se a covariancia for nula, entdao tanto o estimador de efeitos fixos quanto o estimador
entre-classes devem fornecer estimativas nao-viesadas do verdadeiro paradmetro 3, mas se a

covariancia nao for nula, apenas o estimador de efeitos fixos seria nao-viesado:

N /
~ _ L
~ N v
= BiA § X | = | U;
/BBE 6_’_ XX p 7 (T)

sob Hy : cov (ﬁ res BB E) = 0. O teste se baseia entao em estimar o modelo primeiramente
usando efeitos fixos e depois o estimador entre-classes, e por fim testando a correlacao entre

os residuos dos dois modelos.
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4.2 Apéndice: o que faz o comando xtreg do stata

Considere o modelo linear de nosso interesse e suas variantes:

vy = o+ XPB°+ X8+ v +eu
U= a+ XY+ X i+
(Wit —U;) = Y= <X11t - 7;)'51 + (it — &)
(o= 03) = (1-0) (04 XPB) + (X} K1) 8+ (1— 0wy + (e - 02)
Os estimadores vistos em classe sao essencialmente regressoes baseadas em uma das

férmulas acima. Por exemplo:

e Se acreditarmos que X é estritamente exégeno com respeito a v e €, podemos estimar
[ simplesmente empilhando os dados e rodando minimos quadrados (generalizados ou
nao, dependendo da crenga na autocorrelacao e heterocedasticidade de €) na primeira

equacao

e Se além disso impusermos uma estrutura de correlagoes coerente com a hipétese RE.3,
podemos estimar a quarta equacdo por minimos quadrados (ordindrios, apdés obter
estimativas de 6 a partir de MQE ou do estimador entre-classes em um primeiro estagio)
e obter o estimador de efeitos aleatérios (alternativamente, poderiamos estimar /B RE

por méaxima verossimilhanga).

e Tomando as médias das varidveis dependentes e explicativas, e acreditando na exo-
geneidade estrita do X com respeito a v e €, podemos rodar um estimador de MQO
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na segunda equacao e obter o estimador entre classes
» M RE

e Finalmente, se estimarmos a equacao em desvios da média, tal como mostrado na

terceira equacao, MQO produz B FE-

Duas questoes surgem a partir das variacbes do modelo original expostas acima. A
primeira questao ¢ sobre a utilidade de usar o estimador entre-classes em qualquer situagao,
visto que sob as hipdteses necessdrias para que este estimador seja nao viesado, ha outro esti-
mador (MQE ou RE) mais eficiente disponivel (exatamente por utilizar a variagdo temporal
observada entre as varidveis envolvidas para cada individuo, adicionalmente & variacao das
médias entre individuos). A esse respeito, suponha que estimemos os modelos entre-classes
e intra-classes e que estes difiram estatisticamente. Ora, sob as hipéteses de exogeneidade
necessdrias para estimar o entre-classes, ambos seriam consistentes, entao uma possivel ex-
plicacao para a diferenca encontrada seria a de que X é exégeno com respeito a £, mas nao a
v, e que o estimador entre-classes nao é consistente (e por isso diferente). Outra explicagao

¢é a de que o verdadeiro modelo seria especificado pela equagao:

_ Y
yit = a+ X704 <X}t—Xj) 4 v+

Neste caso, o estimador entre-classes computa:

Yp =« +7;70 + v; + &

enquanto o intra-classes computa:
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Yit = Y = (let - 7;>171 + (et — Eit)

Neste caso, mesmo que a hipdtese de exogeneidade estrita com respeito aos dois compo-
nentes nao-observaveis seja vdlida, os estimadores intra-classes e entre-classes serao distintos.
Um exemplo deste caso seriam compras de um determinado bem, y, onde X seria a renda.
Bens supérfluos poderiam ser mais sensiveis a variacoes transitorias de renda, enquanto bens
durdveis e/ ou necessarios (ex: comida) seriam mais determinados pela renda permanente,
melhor capturada pela média de renda ao longo do painel. Se nosso estudo tenta demonstrar
este fato através da estimagao de uma série de regressoes para diferentes bens, em cada
regressao nao deverfamos esperar os coeficientes das duas rendas idénticos.

A segunda pergunta se refere & presenca de varidveis que mudem sistematicamente ao
longo do tempo mas nao entre individuos (ex: idade, num estudo de coortes, ou varidveis
macro tais como inflagdo, PIB, etc, num estudo de firmas ou familias), e seu impacto nos

estimadores entre-classes e intra-classes. Escreva o modelo:

Yo = a+0Z 4+ XYB% 4+ XY 4 v+ ex
= (a+02)+ XY+ X, B + v+
— —1 !/ _
Wi =7:) = 0(Ze~Zua) + <X}t - Xz‘) B+ (e — &)
Agora, constatamos que na estimacdo entre-classes é impossivel distinguir §Z de a, pois

ambas sao capturadas pelo intercepto da regressao.
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R? Usamos as seguintes definicoes:

Up = Q-+ X{ﬁ (be,re, MQE)
’

PR 1 -~
= yi—i_(Xilt_X;) B+ i (fe)

Ui = a+X,0 (bere,MQE)
= 1 . —1 I ~1 . Q'
= Y; Xy— X, ) B it (fe)
~ N~ _
git = (X'th - le) 61 + (glt - /{5\1) (be’re;MQE)

- (XZ{f —73)/31 + % (fe)

R2(ovemll) = corr? (yita @t)
RQ(between) = COTTZ (yw /y\z>
R2within) - _ 02 (@t,@t)

O principal comentdrio aqui é o de que o R? natural de cada regressao varia: Nos esti-
madores e efeitos aleatérios e MQE, R2v™@) fornece o equivalente ao R? da regressdo (o
préprio, no caso de MQE). No caso de estimador entre-classes, R2(t¢"e) & o R? original da
regressao, e para o estimador de efeitos fixos o R? da regressao é o within. Nao surpreende,
portanto, que em geral R2*¢“ween) geja maior no estimador entre-classes do que nos demais,
ou que o R2Within) geia maior no estimador intra-classe, pois no primeiro caso o estimador é

desenhado exatamente para maximizar R2(*¢®we”) e no segundo, para maximizar R2(Within),
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Finalmente, vale notar que a transformacao utilizada para recuperar y;; no modelo de
efeitos fixos nao é tnica. Em particular, sabemos que o modelo em niveis com dummies
individuais produz exatamente os mesmos coeficientes que o modelo em desvios com respeito
a média. Desse modo, uma forma alternativa de computar o R? seria rodar a regressao
linear incluindo dummies individuais e medir a correlacao entre o valor predito de y nesta
regressdo e o préprio y. Fazendo deste modo, é possivel verificar que o R2(v¢re) cresce
significativamente, e de certo modo podemos dizer que o R representa o ajuste do
modelo de efeitos fixos desconsiderando a contribuicao dos préprios efeitos fixos para a reta

de regressao.
4.3 Painéis dindmicos

Até o momento, estudamos o modelo:

Yy = a+3'Xy+ Uy
Upr = viten

que pode ser identificado e estimado (i) por MQE/ MQGF/ RE se X;||Uis; Vi, t, s, ou (ii)

por FE/ primeiras diferengas se X;||e;s; Vi, t, s. Nesta segdo, consideraremos o caso em que:

Yir = o+ YYi—1+ BoXit + S1Xi—1 + Ui
Uwr = vi+eu
€it = PEit—1 T €t
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H4 neste caso duas novidades: a primeira é que agora os residuos sao serialmente cor-
relacionados, e a segunda é que a varidvel dependente defasada surge entre as varidveis
explicativas da regressao.

Inicialmente, note que

Ur = vi+eu
= U1+ (it — €it—1)

cov (U, Uy_1) = o>

v

e que portanto a autocorrelagao do resfduo por si sé6 nao prejudica a consisténcia dos es-
timadores de minimos quadrados, se estiver garantido que X;; é estritamente exégeno com
respeito a U;, para todos os "leads" e "lags". A presenca de autocorrelagao de ¢ da mesma
forma nao produz inconsisténcias na estimacao de (3, mas seus desvios precisam ser corrigi-
dos para incorporar a autocorrelacdo (e se quisermos estimar 5 de forma eficiente, entao
devemos incorporar esta correlacao e a respectiva matriz de covaridncias diretamente na es-
timacao, via MQGF). Da mesma forma, corregoes de White (covariancias robustas) e MQGF
acomodam possivel heterocedasticidade dos residuos.

Com varidveis dependentes defasadas dentre as explicativas, é facil ver que a exogeneidade
estrita de X com respeito a € nao implica em exogeneidade estrita de 3;_; com respeito a e.

Em particular:

2

cov (Yir—1, S| X7, vi) = 02
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e nao vale portanto a exogeneidade estrita de (y;;_1, X;z) com respeito a &, contrapartida da
situacao anterior com y;_; entre os regressores.

A pergunta entao é: a exogeneidade estrita de X tem neste caso algum poder de identifi-
cagao e impoe alguma restricao nos coeficientes que seja 1til para a estimagao dos mesmos?
A resposta é sim.

Inicialmente, note que se Xy ||e;s; Vi, t, s, entdo

Xit|_|A5is; VZ, t, S

Agis = E€is — Eis—1

e que portanto :

E(Aey|X) = 0

Reescrevendo o modelo, sabemos que:

Az = Ayi — YAyi—1 — BoAXiy — S1AXi
0 = E(AgpX]) =
0 = E[(Ayi — vAYu—1 — BoAXy — B1AX 1) Xis] ; Vs
Temos com isto K21 momentos que emergem como implicagoes diretas do modelo e que

podem ser utilizados para a sua estimacao pelo método generalizado dos momentos. Como
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queremos estimar os K coeficientes relacionados aos X's e mais o coeficiente da varidvel
dependente defasada, e como perdemos um periodo de observagoes ao tomar a primeira
diferenca das varidveis, o modelo é exatamente identificado se nosso painel tiver ao menos 3
periodos, e é superidentificado se houver 4 ou mais periodos. Com 3 periodos, a estimagao
do modelo é um MQO (ou MQGF) da equagao em primeiras diferencas.

Note contudo que ha uma importante diferenca em relacao ao modelo anterior: com y_4
entre as varidveis explicativas, nao mais podemos assumir que o conjunto das explicativas é
estritamente exégeno com respeito a v e €, de modo que toda e qualquer estimacao deve en-
volver a eliminagao (ou tratamento apropriado) para o efeito fixo na equagao a ser estimada.
Tomar primeiras diferencas é apenas uma das possiveis formas de fazé-lo.

Até agora, grande parte da nossa discussao envolveu hipéteses de exogeneidade estrita de
X com respeito a um ou mais dos componentes nao-observaveis. Nos casos de MQE e RE,
X era efetivamente determinado fora do modelo, ao passo que no caso de FE e primeiras
diferengas admitiu-se a possibilidade de que o elemento persistente do residuo contribuisse
na determinacao do nivel mas nao da variacao de X.

Num modelo mais ambicioso, contudo, a endogeneidade de X deveria ser considerada
integralmente. Para ser mais preciso, assumiremos a partir de agora que X é pré-determinado

(Wooldridge chama esta hipdtese de exogeneidade sequencial) com relagao a e:

E (x| X}y ') =0

o que significa que choques € correntes e futuros nao sao correlacionados com valores passados
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de y e valores presentes e passados de X, mas que choques passados podem ter influenciado

escolhas a respeito do nivel de X (e y_;) atualmente observados.

Example 3 Individuos aversos ao risco montam seus portfolios com base na utilidade es-
perada:

1=y

> c
max F [ a—
{akt}y,e ' tz; L—x

K
s.t.cp = Yy + E ThtOgt—1 — Akt
k=1

A solucao do problema pode ser expressa pelas equacoes de Fuler:

c s
<—t ) Tkt|[t1] =0
Ct—1

Instrumentos vdlidos neste caso sao atributos Z, 1 € I,_1, pois estao em principio cor-
relacionados com X; (neste caso ¢;) mas nao com o choque €.

E

E ¢, TuZi1] =0

A pergunta entao é: como a hipétese de predeterminagao se relaciona com a de exogenei-

dade estrita? Em termos de momentos:

Agy = Ayz‘t - 'YAyit—l - BOAXit - ﬁlAXit—l
0 = E(AepX]) =

0 = E[(Ayi —vAyi—1 — BoAXiy — B1AX 1) Xis] Vs < t

ou seja, descartamos todos as relagoes de ortogonalidade anteriormente obtidas para s > t.
Momentos adicionais podem ser obtidos se usarmos transformagoes de X (se X for predeter-
minado/ estritamente exégeno, e pos consequeéncia para algum para t,s valer £ (Ae; | X;s) =
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0, entao nao apenas E (Ae;X;5) = 0 mas também FE (Ae;g (X;s)) = 0, para qualquer fungao
continua g). Outra potencial fonte de momentos sao hipéteses adicionais sobre a estrutura
de correlacao serial dos residuos. Se por exemplo soubermos que F [Ae¢;Aeg;_;] = 0 para

algum j, entao sabemos que:

(Ayz‘t - ’YAyitA - BOAXit - ﬁlAXitfl) *

(Ayit—j - VAyz‘t—j—l - 50AXz‘t—j - ﬂlAXz‘t—j—l)

Note que mesmo que o erro siga uma média mével de ordem (finita) J, momentos adi-

cionais serao obtidos para defasagens de ordem superior a J.

Estimacgao por Método Generalizado dos Momentos Como regra geral, lidamos
com o problema de varidvel dependente defasada primeiramente tomando a primeira difer-
enga do modelo (para encontrar uma forma reduzida que nao contenha os efeitos fixos), e
em seguida construindo momentos amostrais correspondentes aos momentos implicados pelo
modelo tedrico.

Nossas hipéteses de exogeneidade e predeterminagao fornecem os momentos desejados,
que podem ser somados a outros implicados por hip6teses de homocedasticidade (E (vZ) =
02, E (¢2) = 02), resfduos serialmente nao-correlacionados (F (g;¢;—;) = 0), entre outros.

Tanto nos momentos implicados pela predeterminacao/ exogeneidade quanto pelos de-

terminados pela auséncia de autocorrelacao, a forma geral encontrada é

E[(Ayit — vAyi—1 — BoAXy — B1AX51) Zy) = 0
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para alguma funcao Z dos dados, W1 = (yT, X T). A partir deste ponto, a construcao do
estimador segue 0os mesmos passos de um estimador linear de varidveis instrumentais padrao,
com Z sendo o instrumento e B = [VV’ZH‘IZ’VVT1 W'ZH'Z'y, onde Wy = (X, yir—1) €
B = (B,7), para alguma matriz positiva-definida de ponderadores, H. Por esta razao, com
frequéncia termos como "instrumento", "condigoes de ortogonalidade", entre outros estao
presentes na literatura de estimadores lineares de painel por GMM.

Também dentro do espirito de varidveis instrumentais, a superidentificagao do modelo
pode ser acomodada pela escolha de uma matriz apropriada de ponderadores (que nada mais
faz do que ponderar a importancia que cada momento tem na obtencao do estimador. Uma
vez que com mais equagoes do que incégnitas nada garante que E (Aeg’Z) = 0 para todo Z,
esta matriz confere importancias distintas para os desvios destes momentos da meta nula).
A principal diferenca surge quando se tenta definir eficiéncia neste contexto. Enquanto em
grande parte dos problemas envolvendo varidveis instrumentais o pesquisador conhece (ou
determina) qual o conjunto de instrumentos vélidos, - e nesse caso é possivel mostrar que ha
uma matriz de ponderacao 6tima que combina os instrumentos de forma a minimizar o erro
quadratico médio do estimador - no caso dos modelos lineares em painel uma mesma condicao
de ortogonalidade em geral d4 origem a uma vastiddao de momentos (instrumentos) vélidos.
Por esta razao, quando se define "eficiéncia" no contexto de GMM o respectivo conceito
¢é sempre condicional em um conjunto de momentos determinados pelo investigador como
sendo os mais relevantes para a estimag¢ao. Para momentos lineares, a matriz de ponderacgao

. . e N
mais comum em estimadores de 1 estdgio ¢ H = 2’2 = + >." | Z!Z,.
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Ainda relacionado ao paralelismo existente entre estimadores de varidveis instrumentais e
GMM, é possivel construir testes andlogos ao de Hausman para validade e superidentificacao,
assim como construir estimadores em dois estdgios. No caso de 2 estdgios, primeiramente
utiliza-se uma matriz positiva-definida qualquer para obter estimativas consistentes de B,

~

B*, e a partir deste, constréi-se os residuos:

A\&t = Ayit - B,AWit

e a matriz de ponderadores,

N
~ 1 — —
H= > ZAeyAc, Z;
i=1
e por fim, utiliza-se esta matriz para estimar o novo valor de B. Um cuidado importante
com a linguagem é que o estimador de 1 estdgio é o andlogo ao tradicional estimador IV,
que pode ser derivado de duas formas distintas, uma delas sendo o 2sls (minimo quadrado
de 2 estdgios)®. No caso de GMM, dois estdgios nao é o mesmo que 2-sls.

Finalmente, hd um inico momento que emerge diretamente da equacao em nivel, e que

nao requer instrumentos. Trata-se da simples esperanca incondicional de Uy : E [yir — vyir—1 — X,0] =

0.

Heterogeneidade versus dependéncia intertemporal (state dependence) Em

ambos os casos, os dados revelarao correlacao entre os valores presente e passado da varidvel

6 19 estdgio: OLS de W em Z, coleta W.
29 estagio: OLS de y em W.
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dependente. Note que ao contrario da andlise de séries temporais, a inferéncia neste caso é
toda baseada com N — oo, sendo portanto dispensédveis as exigéncias de estacionariedade
e ergodicidade comuns aquela literatura. Em particular, nenhuma restricao precisa ser im-
posta ao valor absoluto de v neste caso. Enquanto dependéncia intertemporal resulta de
algum mecanismo externo a relagao entre y e seus determinantes contemporaneos que causa
persisténcia intertemporal (e é passivel de ser modeloado como um mecanismo gerador de
persisténcia dentro do modelo), a autocorrelagao gerada pela heterogeneidade é intrinsica ao
individuo, e faz parte da determinagdo conetmporanea de y (e cuja detecgao é sintoma de

omissao de varidveis relevantes).

4.4 Pseudo-painel e cross-sections repetidas

Com frequéncia, os dados disponiveis estao organizados em uma sequéncia de cross-sections
que nao formam um painel. Se as hipéteses de exogeneidade estrita de X com respeito a v e e
forem vélidas, podemos simplesmente rodar nossas regressoes, de MQE ou efeitos aleatérios,
nas cross-sections empilhadas, pois obteremos estimadores consistentes. Com respeito a um
painel, a unica diferenca serd na modelagem da autocorrelagao dos residuos, que terd que
ser suposta nula (eventuais controles de heterocedasticidade, contudo, podem ser feitos).
Na presenca de efeitos fixos, contudo, as estimativas se tornam inconsistentes, e esti-
madores de efeitos-fixos ou primeiras diferencas nao sao factiveis para corrigir o problema.
A solucao proposta por Browning, Deaton e Irish (1985) e Deaton (1985) era a de mod-
ificar a unidade de andlise de individuos para coortes de individuos. Uma coorte é definida

como um grupo de individuos com pertinéncia fixa, e cuja elegibilidade para a coorte pode ser
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identificada através das informagoes disponiveis. Um exemplo é a coorte dos nascidos entre
1965 e 1970. Para grandes amostras, pesquisas consecutivas produzirao amostras aleatérias
de membros de cada coorte. Outras caracteristicas inatas tais como sexo, raca, etc. podem
ser utilizadas para ampliar a amostra e aumentar a acuidade da identificacao de coortes.

Considere a regressao entre individuos:

yir = B'Xu—+vi+ e

E(git|Xit) = 0

Seja g uma varidvel aleatéria que discrimina a coorte a que o individuo pertence, dadas

suas caracterfsticas, Z;. Tomando esperancas condicionais em g, o modelo acima fica:

E (yilgi) = B'E (Xitlgi) + E (vilgs) + E (€4t 9:)

ou

* / * * *
Ygt = s th + Yg + gt
A hipétese central é a de que a composi¢ao e o tamanho das coortes é estaciondrio, de

modo que o efeito-fixo-coorte, v}, seja constante no tempo (hipStese andloga a usada no caso

anterior, de DID). Usando o reciproco amostral de médias populacionais, nosso modelo fica:

ygt - ﬁlygt + 5g + ggt
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Qual o problema que surge nesse caso? Sabemos que uma parte (possivelmente signifi-
cante) da variabilidade de y e X ocorre intra-coortes, e ao tomar médias, estamos ignorando
essa variabilidade na estimacao do efeito de X em y.

Mas pior que isso, a estratégia de coortes induz a um erro de mensuracao que pode
ser potencialmente grande, viesando as estimativas em direcao a zero. O problema surge
porque nossas hipdteses dizem respeito a momentos populacionais, F (Z]|g), ao passo que no

exercicio utilizamos contrapartidas amostrais, Z. Se escrevermos:

Ygr = y;t‘i‘fgt

7gt = ;t + €§t

entdo os termos (£, &;,) capturam o erro de medida. A forma de resolver o problema ¢é
utilizar varidveis preditas para estimar a matriz de covariancia dos erros de medida, e utilizar
essa estimativa para corrigir o estimador dos coeficientes de interesse. Suponha inicialmente

que as observacoes individuais satisfacam o sistema:

— * Yy
Yit = Yg T E3

o * x
Xt = gt T €t

e que:
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Y '

€5 - 0 00 Opp
~ 1ud ;

xr xr

Nesse caso, estimativas de e¥, e* podem ser obtidas via

/\y [r—

€t = Yit =Ygt
/\$ =y
€t — Xit — th

Finalmente, podemos estimar conjuntamente os efeitos-fixos-coorte, Uy, € 08 coeficientes

de interesse, (3, via:

-1

3 A | X d, XXy - S T | X d, - o,

Neste caso, as provas de consisténcia de E consideram GT indo para infinito.
Collado (1997) propos alternativamente tirar a primeira diferenga das equagdes em coorte,
para eliminar o efeito-fixo-coorte, e entao lidar com o problema de erro de medida através

do uso de varidveis instrumentais. Incluindo os erros de medida, nosso modelo fica:

— * ~N z\/ *
Ygt — Szt = v, + (th - fgt) B+ Egt
AG, = AX,B+ Awgy

com o problema de que, nesse caso, Awy ¢é correlacionado com AX, e portanto precisa
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ser instrumentalizado. Candidatos a instrumento sao, em geral, defasagens suficientemente

distantes do préprio Ygt.
4.5 Modelo de diferencas em diferencas

O modelo de diferencas-em-diferengas tem como inspiracao uma situacao em que queremos
analisar o impacto de uma politica especifica ocorrida em um determinado ponto do tempo,
t*, e temos em maos um painel com t = 1,..., T perfodos tal que 1 < t* < T. Tipicamente,
a politica de interesse afeta apenas uma subamostra N* < N das observagoes disponiveis,
e podemos portanto, construir uma varidvel dummy D que separa tratados e nao-tratados
pela referida politica.

Formalmente, o objetivo é medir o impacto de um regressor especifico:

1, se o individuo 7 recebe o tratamento
Dy =

0, caso contrario

sobre uma determinada varidvel y, cuja determinacao se d4 da seguinte forma:

Yit = 0Dy + 0y + v; + e

Modelo de efeitos fixos com tratamento bindrio Por simplicidade, iremos primeiro
analisar o caso em que D é o unico regressor da equacao. No modelo acima, ¢, captura
um efeito-fixo temporal e v; mede o efeito-fixo individual. Assim como no caso dos painéis

dindmicos, o primeiro passo é tomar a primeira diferenca:
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Ayir = ¢AD;y + (04 — 0p—1) + Aeyy

O efeito de tratamento ¢ pode entao ser consistentemente estimado via MQO (sem con-

stante e com todas as dummies temporais).

Diferencas em diferencas Suponha agora que tenhamos apenas 2 periodos, e que o
tratamento ocorra apenas no periodo 2 (o que significa que D;; = 0 para todo 7). Nosso

modelo agora fica:

Ay, = ¢D; + o+ u;

Agora temos duas opgoes para estimar ¢: a primeira é rodar uma regressao de Ay em
um intercepto e uma dummy indicando o tratamento.

A segunda forma envolve separar a amostra em duas: tratados e nao tratados, e, para
cada uma delas, estimar a média de y antes e depois de t* (nesse caso, nos periodos 1 e 2).

Chamemos essas médias de 71" e 7, para tratados e nao-tratados, respectivamente. Agora:

gg: Aytr _ Aynt
a técnica pode ser estendida ao caso de repetidas cross-sections, com a utilizacao de hipéte-
ses mais fortes. Em particular, o uso de repetidas cross-sections deve nesse caso permitir

identificar a elegibilidade para o tratamento, tanto antes de t*, quanto depois de t* para os

nao-tratados.
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Hipdéteses implicitas em estimadores DID A primeira hip6tese em que devemos acred-
itar é a de que os efeitos temporais, J;, sao comuns a todos os individuos. Se por exemplo y
for renda e o perfil etdrio dos rendimentos diferir para homens e mulheres, entao nao devemos
misturar em um mesmo exercicio DID homens e mulheres.

A segunda hipétese é a de que as composicoes dos grupos de tratados e nao-tratados
é estdvel antes e depois do tratamento. No caso de dados em painel, a primeira diferenca
elimina o efeito-fixo (e a estabilidade da composicao é tao mais crivel quanto mais balanceado

for o painel). No caso de uma sequéncia de cross-sections, ao tomar as médias teremos:

yir — ¢+5t+@§r _{_Eir
uo= ot T
o = (W5 —9)— (W' —7t") +

—tr —tr —nt —nt
(U2 —Ul) - (v2 —vl)—l—u

e a consisténcia de ¢ dependera de

plim [(vy — o)) — (05" —v7")] =0

Covariadas A inclusao de covariadas neste caso pode ser feita de duas formas. A primeira
consiste em dividir a amostra em células homogéneas nas covariadas, e rodar um DID em
cada uma delas. Se por exemplo quiséssemos incluir controles para sexo, raga e regiao,
nossas células seriam grupos de homens brancos no Nordeste, mulheres brancas no Nordeste,
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homens negros no Nordeste,...,Mulheres Negras no Sul. A vantagem desta estratégia é que é
plenamente flexivel no impacto das covariadas e na interacao destas com o tratamento que
queremos investigar. A desvantagem é que é computacionalmente mais intensa, e, se parte
das covariadas for continua, técnicas nao-paramétricas de interpolacao serao necessdrias para
a implementagao.

A segunda possibilidade parte da observacao de que ¢ pode também ser estimado por

MQO em uma regressao do tipo:

Yit = By + B1Dia + ada + ¢d2Djo + €44

e, portanto, poderfamos incluir regressores fazendo:

Yit = (Vo + 11 Diz + ads + $02Djo) (1 + ' Xy) + it

ou numa versao simplificada:

Yit = Yo + V1 Dia + ada + ¢02Din + B Xy + €t

Exemplos de utilizacao de DID em trabalhos empiricos incluem:

- Impacto de mudangas de saldrio minimo em New Jersey sobre o nivel de emprego (Card
e Krueger). Controle: Pennsylvannia (composigao da forga de trabalho similar).

- Efeito de imigragao em massa de cubanos para Miami (crise dos balseiros) sobre em-
pregabilidade e saldrios dos nativos (Card, 1990).Controle: LA, Tampa, Atlanta e Houston

(grandes proporgoes de negros e hispanicos e tendéncias similares de emprego).
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4.5.1 Logit em painel

Como veremos a seguir, o logit em painel é apenas uma aplicagao do logit condicional anal-
isado na primeira metade do curso.
Suponha que observemos individuos fazendo escolhas sobre um mesmo objeto ao longo

do tempo, e que o problema decisério seja satisfatoriamente descrito por:

vy = B'Xu+vi+en

€ ~ stlogistic, ii.d.

e que ao invés de observarmos y;;, apenas informacao sobre 3, = 1 (y; > 0) esteja disponivel.

A probabilidade de que em um dado ponto do tempo o individuo possua y, = 1 é:

, exp (B’ X + v;)
A(B'X; ) =
(' Xia +vi) 1+ exp (BIXit + v;)

0 que nao permite aplicar diretamente maxima verossimilhanca, pois nao observamos v;.

Seguindo a estratégia do logit condicional, construimos uma nova varidavel, C; = Zthl dyt,
e condicionamos nossa funcao de verossimilhanca em C;. Obviamente, se C; = 0 nés sabemos
de imediato que em todos os periodos d; = 0 com probabilidade 1, o que significa que
condicionar em C' explica plenamente o comportamento dessa subamostra que nao pode
desse modo contribuir para a estimacao de 3. Da mesma forma, se C; = T sabemos que
todos os periodos foram de d;; = 1.

Tomando o exemplo com t = 2 :
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Pr [d,l =0 & dig = 1|d11 + dig = 1,X]

1 eBIXiZ'H’i
_ 1+eB Xi1tvi 148 Xiotv;
o 1 B Xio+v; B Xi1+v; 1
14eB' Xi1+vi 1B Xiatv; 14-eB' Xi1+v; 146’ Xia+v;
eﬂ'XﬂJrvi eﬁ’Xiz

eB' Xiztvi - oB'Xirtvi  oB'Xiz B X

e de modo andlogo,

Pr [dzl =1& dig = 0|dl1 + dig = 1,X]
eB,Xil

eB' Xiz 4 B Xia

Obviamente, assim como o efeito fixo foi eliminado quando condicionamos nossas prob-
abilidades em C, todos os regressores X que nao apresentam variacao temporal também
~ " . . - f .
sao na pratica eliminados. Para ver isso, separe X;; = <Xl-, 4], o que significa que
~ . Iy, fryf v/ frxf
B'Xy = 7' X! + 3V XY, Nas expressoes acima, e/ Xt = 6 Xi 6" Xl e colocando ¢#”'%! em

evidéncia, vemos que:

G/B’L)/‘)("Z)2
X 1 X
8"/ X

eﬁv/XZE + efBUIX;Jl

Pr [d,l =0& dig = 1|d11 + di2 = 1,X] =

Pr [d’Ll =1& dig = 0|d11 -+ dig = 1,X] =

Como fica entao a fungao de verossimilhanga condicional nesse caso? Se multiplicarmos

ao longo de todos os individuos, i, sabemos que para aqueles com d;; = d; = 1, teremos
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C; = 2 e a probabilidade condicional serd 1 (assim como para aqueles com d;; = djs = 0), e

suas contribuicoes desaparecerao no produto. Ficaremos entao com:

N (6”8U,X2)2)Zi (eﬁulxlpl)l—zi

Lo =1

1=1
Cz;’é 071}

onde z; = 1 (dn = 1|C; = 1).
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