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Os pontos de uma rede 3D (2D) podem ser visualizados como dispostos em uma série
de planos (retas) paralelos(as) e espacados(as) de um distancia d. A escolha desses
planos pode ser feita de varias maneiras escolhendo-se 3 pontos quaisquer nao
colineares. Devido a simetria translacional da rede, cada plano contera, obriga-
toriamente, infinitos pontos. O deslocamento destes planos (retas), em uma direcao
perpendicular a si mesmo(a), da distancia d, reproduzira toda a distribuicdo de pontos
da rede. Definimos uma familia de planos como sendo um conjunto de planos (retas)
paralelos(as) contendo todos os pontos da rede.
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Para se obter os indices que determinam uma certa familia de planos em um sistema
cubico, chamados indices de Miller, toma-se, em unidades dos vetores primitivos, a
que distancia da origem um particular plano corta os eixos. Chamando essas distancias
de s, s, € s5, tomamos 0s seus inversos (1/s,,1/s,,1/s3) e reduzimos as fragdes
ao minimo denominador comum, abandonando o denominador. Se o plano for paralelo
a um eixo, supomos que 0 corta no infinito e o indice referente a esse eixo € zero.
Assim, os indices de Miller (hk£) sdo numeros inteiros, sem fator comum, que séo
obtidos multiplicando-se (1/s4,1/s,,1/s3) por um mesmo nimero. Para ilustrar esse
procedimento, vamos calcular os indices de Miller do plano da figura abaixo, que corta
0S eix0s nos pontos s; = 3,s, = 3 e s; = 2. AsSim

24 (1/s1,1/s,,1/s3) = (1/3,1/3,1/2)

l minimo denominador comum

(2/6,2/6,3/6)
indices de Miller
22) [
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Diversos tipos de planos para uma rede cristalina cubica, de parametro de rede a,
todos paralelos ao eixo z. Os planos estéo indicados pelos seus respectivos indices

de Miller. A distancia entre dois planos paralelos consecutivos tende a diminuir a
medida que os indices aumentam.

(310)  (110)

= a d;10 = 0,32a
= 0,7la dyy = 0,26a
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1. Estabelecer uma origem para o sistema
2. Determinar os pontos de interseccao do plano

3. Determinar os valores inversos

4. Caso necessario, racionalizar os indices para numeros inteiros (hk?)

Rede cristalina clbica de parametro de rede a.

Z

Intersepta
Z em o

X y Z
1 1 o0
= 1/1 1/1 1/
(13
" | _ 1 1 0

Plano (110)

Intersepta y
yem1

x Intersepta
xeml
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A figura abaixo mostra os indices de Miller de importantes planos para uma rede de
Bravais no sistema cubico. O plano (100) é paralelo ao plano (100). Em cristais
cubicos, a direcdo [hk¥] € perpendicular aos planos (hk¢) e uma familia de planos
equivalentes € designada por {hk#}. Assim, as seis faces de um cubo séo a familia de
planos {100}. A distancia entre dois planos consecutivos, para uma estrutura CS, de
parametro de rede a € dada por

dpie =

O plano (200) so
existe nas redes
CCC e CFC
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Sistema de Indices para os Planos Cristalinos

Diferentes familias de planos de uma rede de Bravais CS: duas
maneiras diferentes de representar a rede como uma familia de
planos

LucyV.C.As8ati



Z /Plano (110) em

relagéo & origem O

Representagdo de uma série
de planos cristalograficos
para uma rede de Bravais no
sistema cubico

Z  Plano (001) em
relacéo a origem O
/ v J ’e Qutros planos (110)
v equivalentes

Z Plano (111) em
/relagéo a origem O

Qutros planos
----- (001) equivalentes

\Outros planos)
(111) equivalentes
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Estabelecer uma origem para o sistema

Determinar as coordenadas da base do vetor direcao

Determinar as coordenadas da ponta do vetor direcao

Subtrair as coordenadas: ponta - base

Caso necessario, racionalizar os indices [hk+¢] para nUmeros inteiros

ok~ wdE

Rede cristalina clbica de parametro de rede a.

0,1,1 = ponta 1,1,1 = ponta 0,1,0 = ponta
—0,0,1 = base —0,0,0 = base —1,1,1 = base _
0,1,0 = [010] 1,1,1 = [111] ) ) 1,0,—1 = [101]
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No caso dos cristais hexagonais, usa-se, freqlientemente, um outro sistema de
indices, que utiliza quatro numeros em cada conjunto de indices. Esses sdo
chamados indices de Miller-Bravais. Sao quatro indices para tornar mais evidente a
relacédo entre os indices e a simetria da rede hexagonal. A célula convencional
hexagonal pode ser descrita em relagdo a quatro eixos, como na figura abaixo. Os
trés eixos da, d,, d; estdo contidos na base do hexagono (plano basal), formando
entre si angulos de 120° e o quarto eixo, ¢, € perpendicular ao plano basal.

Os indices de Miller-Bravais de um plano deste sistema

f/ | sdo representados por h,k,i e £, escritos entre parén-

' teses (hkif). Estes indices sao 0s inversos dos intercep-

tos sobre 0S eiXos a4, d,, ds € ¢, respectivamente. Como

no caso dos indices de Miller, os inversos sao racionaliza-

dos para nimeros inteiros. Como apenas trés eixos nao

¢———-"i’f‘~~\ coplanares sdo necessarios para especificar um plano no

DL ' ( ] espaco, 0s quatro indices ndo sado independentes. A

\ condicéo adicional a que seus valores devem satisfazer e
i =—(h+k).

Sel
~
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Sistema de Indices para os Planos Cristalinos

Representacdo de uma seérie de direcdes e planos cristalograficos para
um sistema hexagonal

(1011)

LucyV.C.As8ati



Estruturas Cristalinas: Rede+Base

A estrutura cristalina do cloreto de césio é
uma rede de Bravais CS com uma base de
dois atomos: um ion Cl™ na posicéo
(0,0,0) e um ion Cs* na posicdo
(1/2,1/2,1/2)a. A rede de Bravais do
cloreto de cesio € CS pois o vetor
a/2(1,1,1), que leva o C1I~ no Cs™, ndo
e um vetor de translacdo da rede, pois
Cl~ # Cs™. Cada ion de Cs™ tem como
primeiros vizinhos, na rede, 8 ions de CI~,
posicionados nos vértices de um cubo,
enquanto que cada ion de CI™ tem como
primeiros vizinhos, na rede, 8 ions de Cs™.
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

1.

Cada atomo de uma espécie se

WV
N,
>

encontra no centro de um cubo
, .)' formado por atomos da especie

oposta. A estrutura cristalina do CsCl
- pode ser imaginada como duas re-

des CS, de parametro de rede a,
deslocadas de metade da diagonal do
cubo, cada uma delas com atomos de

uma especie em seus Vvertices.

— A

Vetores primitivos 4 g; = a?, a aj, as = ak

Coordenadas dos |
atomos da base

rol- = b1a1 + lads + C3as

_ch+ = (b1 + 2)d1 + (b2 + 3)d2 + (3 + 3)ds
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Cristais que apresentam estrutura
cristalina do cloreto de césio

Cristal a (A) Cristal a (A)
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

) AP B Na+  ESta estrutura pode ser imaginada como duas
» SRS redes CFC, de parametro de rede a, des-
; - locadas de metade da diagonal do cubo, cada
ﬁ\/o uma delas com atomos de uma espécie em
seus pontos de rede. A celula convencional
CS possui 8 atomos na base.

A rede de Bravais do cloreto de sodio ndo é CS,
pois CI~ # Na™. Cada ion de Na™ tem como
primeiros vizinhos, na rede, 6 ions de Cl—,
posicionados nos vertices de um octaedro
regular, enquanto que cada ion de CI™ tem como
primeiros vizinhos, na rede, 6 ions de Na*.
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base
2.

A célula primitiva CFC possui 2 atomos na
base, um ion de Na* na posicdo (0,0,0) e
um ion de C1~ na posicdo (1/2,1/2,1/2)a.

+
Vetores primitivos ¢ dy = a/2(7 +
1+

Coordenadas dos | Tna+ = ¢1a1 + ot + V303
atomos da base ro- = (61 + 1/2)6_7:1 + (62 + 1/2)(_1:2 + (63 + 1/2)6_7:3
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Cristais que apresentam estrutura
cristalina do cloreto de sédio

Cristal a (A) Cristal a (A)
MgO 4,20

NaCl 5,63
PbS 5,92
KBr 6, 59
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

Existem dois modos de agrupar esferas rigidas em camadas
regulares e alinhadas a fim de se minimizar o volume do espaco vazio
(intersticial). Um dos modos conduz a uma estrutura cuja rede ja foi
descrita: a rede com estrutura CFC, também conhecida como
estrutura cubica com agrupamento compacto (f = 0,74). O outro
modo conduz a uma estrutura com simetria hexagonal, denominada
estrutura hexagonal com agrupamento compacto (hcp), que tambéem
tem f = 0,74
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

A figura mostra uma camada com agrupamento compacto de esferas rigidas, com
seus centros nos pontos A. Uma segunda e idéntica camada de esferas pode ser
superposta a esta, com 0s seus centros colocados nas posicoes marcadas pelos
pontos B. Existem, entdo, duas possibilidades, ndo equivalentes, de se empilhar
uma terceira camada de esferas: centradas nos pontos A ou centradas nos pontos
C. Se 0s centros estiverem em C, a sequéncia serda ABCABCABC... e a estru-
tura sera uma rede CFC (familia de planos {111}). Se centradas em A, a sequen-

- A A cia sera ABABAB ...e a es-
B 4B B trutura sera hexagonal com
NA (A A agrupamento compacto (hcp).
A A A Em ambos tipos de empi-
° ° 5 2 Ihamento, cada esfera tem 6
B +B +B +B - .
¢ e g esferas como vizinhas mais

A & 5 A .

proximas.
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

3. Empilhamento ABCABCABC... = estrutura cristalina
CFC na diregao [111]

LucyV.C.As8ati



Estruturas Cristalinas: Rede+Base

3.

Para a estrutura cristalina CFC, os centros do terceiro plano de atomos estéao
situados sobre os sitios € do primeiro plano e o empilhamento compacto se da na

direcdo dos planos (111) do cristal.

= WO » W W

Sequéncia de empilha-
mento compacto para a
estrutura cristalina CFC

Sistema CFC mostrando a re-
lacdo entre o sistema cubico
(destacado pelas linhas pre-
tas) e o empilhamento com-
pacto na direcdo [111], onde
0 plano (111) estad desta-
cado pelo triangulo cinza,
apos a remocao de um dos
vertices da estrutura cubica.
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base
3. Empilhamento ABABAB... = estrutura cristalina hcp
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base
3.

A estrutura hcp possui uma rede de Bravais hexagonal com uma base de dois
atomos: um na posicéo (0,0, 0) e um na posicdo (2/3,1/3,1/2),como mostram 0S
pontos vermelhos na figura abaixo, na célula primitiva.

Como

|1 |=|d2|=a

|d3|=c

A relacdo ideal entre ¢
ea é

c/a:\/§%1,633
a/2(€——\/§j), 52:a/2(€+\/§j)7 i3 = ck

Coordenadas dos |71 = £1@1 + £2d2 + £3a3

atomos dabase |75 = (¢1 + %)&'1 + (lo + %)C_ig + (U3 + %)&’3
~ LucyV.C.As8ati

Vetores primitivos -

1

"Qll




3.

Essa estrutura pode, também,
ser imaginada como duas redes
de Bravais hexagonais deslo-
cadas, primeiro, verticalmente
de metade do pardmetro c
(c = |d3|) e, em sequida, hori-
zontalmente, de modo que os
ponfos de uma rede caiam
diretamente acima do centro
dos triangulos formados pelos
pontos da outra rede.
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base

3.

Na estrutura hcp, a menor distancia entre duas esferas rigidas é a. Assim, o

volume de cada uma das esferas sera:

_ 4 3 __
‘/esf.—gﬂ-R —

%

2

O volume da célula primitiva é

S

V:\&’lxé’g-&’g |=

2
2CLC

Assim, o FEA é

:W

~ 0,74
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Elementos com estrutura
cristalina hcp

Relacio ideal ¢/a = \/§ ~ 1,633
LucyV.C.As8ati



Estruturas Cristalinas: Rede+Base
4.

E uma rede de Bravais CFC com uma base de dois 4tomos: um atomo na posi¢&o
(0,0, 0) e outro na posicao (1/4,1/4,1/4)a. Estaestrutura pode serimaginada
como duas redes CFC, de parametro de rede a, deslocadas de ¥ da diagonal do
cubo, cada uma delas com atomos de uma mesma espécie (diamante) ou de
espécies diferentes (blenda), nos pontos da rede.

») ;ﬁ\’

/ \
AN
> $+j‘+£)

J

Exemplo: base com 2 atomos iguais:
Silicio: @ = 5,43 A (estrutura do diamante)

2

Exemplo: base com 2 atomos diferentes:
GaAs: a = 5,65 A (estrutura blenda - ZnS)

¢
1<

\
7

Vetores primitivos 4@, = a/2 (i + j), @ =a/2(7+ k), ds=a/2(+ k)
Coordenadas dos |1 = l10y + £2G2 + €303
atomos da base fF (41 + i)&l + (6o + %) + (l3 + ) as
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Cristal a (A) Cristal a (A)

Diamante 3,57 Silicio 5,43
Germanio 5,66 a-Estanho 6,49

O numero de primeiros vizinhos na
rede & conhecido como numero de
coordenacao e, para a estrutura cris-
talina do diamante, o numero de coor-
denacdo € 4. Cada atomo de Si e
tetraedricamente rodeado por 4 ato-
mos de Si primeiros vizinhos, como se
ele estivesse centrado em um te-
traedro regular e seus vizinhos nos
vertices desse tetraedro.

LucyV.C.As8ati



o] o}

Cristal a (A) Cristal a (A)

Na estrutura cristalina blenda, cada
atomo de uma espécie € rodeado por
4 atomos da espécie oposta, a igual
distancia, dispostos nos vertices de
um tetraedro regular.
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e Qual é o niimero de 4tomos de Si em 1 cm??

Dados: a = 5,43 A e estrutura cristalina Diamante

8 atomos
n = — 5 x 102
a’ cm?

, atomos

e (Qual é a densidade do Si?

Como a massa atomica do atomo de Si é A = 28, 1, entao
1 mol (N = 6,023 x 10%* 4tomos) de Si tem massa igual
a 28,1 g e a densidade p do cristal é:

5 x 1022 (aﬂsO_H?S) x 28,1 (Ll) 3
cm mo > _ 2
6,023 x 1023 (atomos) p ;33 g/cm

ol

p:
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Estruturas Cristalinas: Rede+Base
5.

E uma rede hcp com uma base de dois 4&tomos: um atomo na posicdo (0, 0, 0) e outro
na posicdo (0, 0,u), ou, € uma rede de Bravais hexagonal com 4 atomos na base..

Vetores primitivos 4@, — a/2 (@ _ \/§j) R — (z + \/§j) @y =k

Coordenadas dos |7Zn = 1(0,0,0,)5(2/3,1/3,1/2)}
atomos dabase |75 = {(0,0,u,);(2/3,1/3,1/2 + u)}
Se a relacado c/a for a ideal, entdo u = 3¢/8. Neste caso,
como no caso da estrutura blenda, cada atomo de uma espécie

e rodeado por 4 atomos da espécie oposta, a igual distancia,
dispostos nos vertices de um tetraedro regular.

=]

Cristal ¢ (A) a(A) ¢/a || Cristal ¢ (A) a(A) ¢/a
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O Espago Reciproco

Como acabamos de ver, um cristal perfeito deve ser invariante sob qualquer translacéo
da rede. Como o0s atomos estdo distribuidos no espaco de maneira periodica, qualquer
propriedade fisica do cristal também deve ser periddica, ou seja, a densidade de carga
eletronica, a densidade de massa, a concentracdo de cargas, etc., sdo grandezas
Invariantes sob qualquer translacdo do cristal. Como consequéncia, qualquer fun¢ao no
espaco formado pelo arranjo periddico de atomos deve satisfazer

f(r) = f(r+1£)
para todo ponto 7 do espaco e para todas as translacdes {?} da rede.

Vamos, inicialmente, tratar uma estrutura cristalina monoatdmica unidimensional com
parametro de rede a, para rever alguns conceitos sobre propriedades de funcgdes
periodicas. Neste caso, a € o parametro de rede e, a0 mesmo tempo, 0 periodo da

fun¢éo: f(x) = f(x+la) (£ = inteiro)

Se a funcéo e periodica, ela pode ser expandida (desenvolvida) em uma série de
Fourier.
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O Espago Reciproco

> garante que f(x) tenha periodo a

— Z fn ei(”)x — Z f,e'9% (n = inteiro)
n g

1 [ : 2
onde f, = —f f(x)e "dx e g= i
a Jo a

E facil verificar que a fungdo f(x) assim definida é periddica, com periodo a:
T+ Ea, Z fg zg(w—l—ﬁa) _ Z fg zga: } — f(gj)

- 2mTn . :
ez = fa _ ezanﬁ _ ezZWN —1

Os pontos g = (2mn)/a (dimensdo m—1 — vetor de onda) sdo pontos no espaco de
Fourier ou pontos do espaco reciproco de x, espacados de 27w/a, definindo uma rede

de pontos, chamada rede reciproca.
LucyV.C.As8ati



O Espago Reciproco

Se tomarmos uma rede tridimensional, onde os vetores de translacéo da rede sao

V= 6151 —+ EQC_L*Q —+ 6353 Cco1n 61,62,53 — 12 inteiros

entao, uma funcéo periodica desenvolvida em uma série de Fourier fica

L= 1 LS o
f(r) = Z fae'CT com fg= v/ f(F) e T3y
G
(V&wolume da célula primitiva

para que f(7) = f(7+ ¢) devemosterque e'“* =1, ouseja, G- ¢ = 27N
Vamos escolher, entéo,

—

G = 9151 + 9252 + gggg COoIn gz . C_Ijj — 51'3'271' € gi1,092,4gs — n inteiros

by L ao plano formado por as e as

Esta escolha nos mostra que:< 4, | ao plano formado por @; e @s

| b3 | ao plano formado por a; e ds
LucyV.C.As8ati



O Espago Reciproco

Qualquer conjunto de vetores primitivos ai, as,as de uma dada rede no
espaco direto, conduz a um conjunto de pontos no espaco reciproco de
(espaco de Fourier) que apresentam vetores de translacao

oS :

C_j — 9151 + 9252 + 9353 (9179239'3 = 1 1nteiros),

onde 51, gg, 53 sao os vetores primitivos da rede reciproca. Assim, cada
estrutura cristalina tem duas redes: a rede direta e a rede reciproca. Como
g@' . EL}' = 27 (Sf,;j, entao:

- 27'('((3:2 X 63)

b1

(a1 - dg X d3)
Vetores primitivosda | ~  2n(a3 x d@;)

rede reciproca b = (dy - dy X d3)
- 271'(6_51 X 62)
bg —

(ay - dy X a3)
LucyV.C.As8ati



O Espago Reciproco

Propriedades da rede reciproca

1. O volume de uma célula primitiva da rede reciproca (V) é
inversamente proporcional ao volume da célula primitiva da re-
de direta (V): (27)?

Vb

2. A rede reciproca de uma rede reciproca € a rede direta.

3. A rede reciproca é uma rede de Bravais.

4. Cada vetor de translagdo da rede reciproca é perpendicular a
uma familia de plcmos da rede direta e o médulo do menor
deles (G,) € igual a dls’rancm entre dois planos consecutivos
dessa familia de planos.

Vi =

Demonstragdo

V'

LucyV.C.As8ati



O Espago Reciproco

Demonstragdo da propriedade 4. da rede reciproca

Para que a funcao fosse periddica encontramos
que G-¢ = 2w N = constante. Pela figura pode-
mos notar que

G-0=|G||l] cosd = 2N
N——
d

Assim, para N = 1 (Gg) teremos

27

d = —
|G|

Qualquer vetor de translacao 7 que leve um ponto da rede direta de um
plano a outro paralelo e consecutivo a ele, ambos pertencentes a uma
mesma familia, tém sua projecao sobre um vetor de translacao G da rede
reciproca, cujo valor é a distancia d entre os planos.

LucyV.C.As8ati



A Rede Reciproca

1. Vamos encontrar a rede reciproca de uma rede de Bravais CS
de parametro de rede a:

Vetores a; = ai Volume da
primitivos 4 @, = aj célula primitiva ‘[V =| d1 x dy - d3 |= a’
(espaco direto) s = a/’% (espaco direto)
Utilizando as expressdes dos vetores primitivos no espaco reciproco temos:
by = 2 — (a) x ak) = 27T
a
vetores | o o :
primitivos 4 by = —(ak x ai) = — ] rede reciproca
(espaco reciproco) a a de uma rede CS
. 9 o . ~ ¢ uma rede CS
(b3 =—g(aixa))=—F com pardmetro

de rede 27t/a
Volume da S
célula primitiva® Vg =|by - ba X b3 |= =

(espaco reciproco)

- LucyV.C.As8ati



A Rede Reciproca

2. Vamos encontrar a rede reciproca de uma rede de Bravais CFC
de parametro de rede a:

Vetores
primitivos -
(espaco direto)

a1 =a/2(1+ j)
> = a/2()+k)

a3 —a/2(i+ k)

Volume da
célula primitiva
(espaco direto)

‘[V :| 51 X 52 . 63 |: a3/4

Utilizando as expressdes dos vetores primitivos no espaco reciproco temos:

by =
Vetores

primitivos b

(espaco reciproco)

by =

Volume da

célula primitiva
(espaco reciproco)

27
(a3/4) L2
27
(a?/4) L
27
(a®/4) L

‘|:VR _|b1 b2 X b3 |_

g(Hl%)] = %ﬂ (+fz+j—/%)
@Gy j)] _ 27 (_H it k) rede reciproca
¢ de uma rede CFC
a1 _2m (.. . i\ € uma rede CCC
30 +h] = (H-i+h) com pardmetro
de rede 4n/a
(2m)®  (2m)°
(a3)/4 V
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A Rede Reciproca: Célula primitiva

A célula primitiva no espago reciproco, dife-
rentemente daquela definida no espago direto
(rede de Bravais), ¢é, convencionamente, obtida
através da construgdo de Wigner-Seitz e é cha-
mada 1¢ Zona de Brillouin. O porqué desta esco-
lha e o porqué do nome dado a célula primitiva
ficara claro depois de apresentarmos o préximo
tépico, que serd sobre difragdo de Raios-X por um
cristal e a relagdo, do espectro obtido, com a
Rede Reciproca.

LucyV.C.As8ati
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