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Mapa de Karnaugh

Anotagoes de Aula Profs. Gomi, Marcos, Spina e Glauber

1 Objetivos deste tépico
Ao final do estudo deste topico voceé sabera:

e Mapas de Karnaugh.

e Soma Minima e Soma Completa.

Implicagao, inclusao e cobertura.

Implicante Primo e Implicante Primo Essencial.

e Minimizacao de fungoes por Mapa de Karnaugh.
Leitura recomendada : segoes do livro do Wakerly

Section 4.3.3 - Combinational Circuit Minimization

Section 4.3.4 - Karnaugh Maps

Section 4.3.5 - Minimizing Sums of Products

Section 4.3.6 - Other Minimization Topics

Keywords: Karnaugh Map, minimal sum, implication, covering, prime implicant, complete
sum, distinguished 1-cell, essential prime implicant, sum-of-products minimization, product-of-
sums minimization, minimal product don’t care, don’t care minimization

2 Exercicios

1. Voce recebe a tarefa de fazer a engenharia reversa de um circuito digital, para propor
melhorias ao mesmo. Analisando a documentacao, vocé encontra o seguinte diagrama de
portas logicas:

(a) Qual a expressao de dlgebra de chaveamento que descreve a saida Z em funcao das
entradas A, B, C e D?



(b)

0
0

D
=0 B :

Utilize um Mapa de Karnaugh para minimizar o circuito em questao. Descreva
a expressao de algebra de chaveamento minima resultante (na forma de soma de
produtos) e indique quais sao os implicantes primos essenciais (IPEs) na mesma.

Desenhe o circuito correspondente a expressao minima obtida no item (b), na forma
de soma de produtos.

Utilize um Mapa de Karnaugh para minimizar o circuito em questao. Descreva a
expressao de dlgebra de chaveamento minima resultante (na forma de produto de
somas) e indique quais s@o os implicados primos essenciais (IPEs) na mesma.

Desenhe o circuito correspondente a expressao minima obtida no item (d), na forma
de produto de somas.

Analisando melhor o problema que o circuito deve resolver, vocé percebe que, na
pratica, o valor de saida do seu circuito nao importa nos casos em que a combina¢ao
de entradas é A = 1, B = 0 e C=1. Portanto, vocé pode reprojetar o circuito para
que todas as saidas correspondentes a essa combinacao de entradas sejam do tipo
don’t care. Isso possibilitaria alguma otimizacao adicional? Justifique, apresentando
o mapa de Karnaugh e a expressao minima correspondente a esse cendrio.

Matemaéticos falam que “1” nao é um nimero primo. Reescreva a lista de mintermos, a

)
soma canonica e desenhe novamente o diagrama logico do detector de niimeros primos da
pagina 205, assumindo que “1” nao é um ntmero primo.

Se a soma canonica para uma funcao de n entradas é também a soma minima, quantos
literais existem em cada termo de produto na soma? Podem existir outras somas minimas
neste caso?

Dé duas razoes para explicar porque o custo dos inversores nao ¢ incluido na definicao de
“minimo” para minimizacao légica.

Usando mapas de Karnaugh, encontre uma expressao em soma de produtos minima para
cada uma das fungoes logicas a seguir. Indique as 1-células importantes em cada mapa.

a)
b)

)

F= ZX,Y,Z(1>37576a 7)
F = ZW,X,Y,Z(17 4, 5, 6, 7, 9, 14, 15)
F — HVV,X,Y(17 4, 5, 6, 7)



d) F= ZW,X,Y,Z(()? 17 67 77 87 97 147 15)
e) F= HA,B,C’,D(47 57 6a 137 15)
f) F = ZA,B,C,D(4a 5,6,11,13,14,15)

6. Usando mapas de Karnaugh, encontre uma expressao em soma de produtos minima para

10.

11.

cada uma das funcoes logicas a seguir. Indique as 1-células importantes em cada mapa.

a) F'=345c(0,1,2,4)

b) F = Ywxys(1,4,56,11,12, 13, 14)
¢) F'=1lapc(1,2,6,7)

d) F =Sy 2(0,1,2,3,7,8,10,11, 15)
¢) F = Yuwxys(1,2,4,7,811,13,14)

f) F= HA,B,C,D(17374>5a67 7,9,12,13,14)

. Refaca o exemplo de minimizacao do detector de niimeros primos da Figura 4-31, assu-

mindo que o numero “1” nao é primo.

. Encontre a soma completa para as fungoes légicas no exercicio 4.15, itens d) e e).

Usando mapas de Karnaugh, encontre uma expressao em soma de produtos minima para
cada uma das funcoes logicas a seguir. Indique as 1-células importantes em cada mapa.

a) F=Ywxyz(0,1,3,5,14) + d(8,15)

b) F=Ywxyz(0,1,2,811) +d(3,9,15)

c) F=Y4pcp(4,6,7,9,13) 4+ d(12)

d) F=Y4pcp(1,5,12,13,14,15) + d(7,9)
) F=Ywxyz(4

Para cada uma das seguintes expressoes logicas, encontre todas as corridas criticas no

circuito AND-OR ou OR-AND de dois niveis correspondente e projete um circuito livre
de corridas criticas que realiza a mesma funcao logica.

e ,5,9,13,15) + d(0,1,7,11,12)

F=WxX+W xY'
F=WxX'«xY +XxY'«xZ+XxY
F=WxY+W xZ +XxY'xZ

a)
)
)
d) F=Wx X' +Y'«Z4+WxXxYxZ4+WxXxY xZ
) F
) F
) F

b

C

e) F=W+X+Y")« (X' +2)
=W+Y' +Z2N« W+ X' +2)x (X' +Y + 2)

=W+Y+ZNs«(W+X +Y+2)«x (X' +Y)x (X +2)

f
g

Assumindo que uma porta inversora tem um atraso de propagacao de 5 [ns] e que uma
porta nao-inversora tem um atraso de propagacao de 8 [ns|, compare a velocidade dos
circuitos nas Figuras 4.24 (a), (c) e (d).
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Prove que a regra para combinar 2 1-células em um mapa de Karnaugh é verdadeira
usando os axiomas e teoremas da algebra de chaveamento.

Uma soma nao-redundante para uma funcao logica F é a soma dos implicantes primos
de F' tal que se qualquer implicante primo é removido, a soma nao ¢ mais igual a F. Isso
parece com uma soma minima, mas uma soma nao-redundante nao é necessariamente
minima. Por exemplo, a soma minima da funcao na Figura 4-36 tem apenas trés termos
de produto, mas tem uma soma nao-redundante com quatro termos de produto. Encontre
essa soma e desenhe o mapa desta funcao, circulando apenas os implicantes primos na
soma nao-redundante.

Encontre outra fungao légica na Se¢ao 4.3 que tem uma ou mais somas nao-redundantes
nao-minimas e desenhe o seu mapa, circulando apenas os implicantes primos da soma
nao-redundante.

Desenhe um mapa de Karnaugh e atribua varidveis as entradas do circuito OR-XOR da Fi-
gura X4.54 (ver no Wakerly, p. 234) de tal forma que sua saida seja F' = >y vy #(2, 3, 8,9).
Qual é a solucao se as portas OR forem modificadas para portas NOR? Note que a porta
de saida é um XOR com duas entradas ao invés de um AND ou um OR.

Um circuito “comparador” de trés bits recebe dois niimeros de trés bits, P = PP Py e
Q = Q201Q. Projete um circuito com uma soma de produtos minima que produza saida
1 se, e somente se, P < Q.

Encontre expressoes minimas de somas de produtos com multiplas saidas para F' =
ZX,Y,Z(Oa ]-7 2)7 G = ZX,Y,Z(17 47 6) e H= ZX,Y,Z(O7 17 27 47 6)

Prove se a seguinte expressao é uma soma minima ou nao. Faca isso da forma mais facil
possivel (algebricamente, nao usando mapas).

F=S8T+«xUxV*xW+S«xT«U sxWxY+S5*«TxVs«sWxXxY

O texto (do Wakerly) afirma que a tabela verdade ou o equivalente é o ponto de partida
para métodos tradicionais de minimizacao combinatéria. Um mapa de Karnaugh possui a
mesma informagao que uma tabela verdade. Dada uma expressao de soma de produtos, é
possivel escrever os 1s correspondentes a cada soma de produtos diretamente no mapa sem
fazer uma tabela verdade explicita ou uma lista de mintermos, e seguir com a minimizagao
do mapa. Desta forma, encontre uma expressao de soma de produtos minima para cada
uma das seguintes fungoes logicas:

a) F=X'«Z+XxY+XxY'xZ

b) F=A%C"«D+B'«C*«D+AxC'"«xD+BxCxD
) F=W'xX*xZ' +Wx XY« Z+W xZ

d) F=(W+Z)« (W +Y' + 2« (X+Y' + Z)

)

e) F=A«BxC'«D +Ax«xC'«D+BxC'«xD +AxBxD+ Ax B x(C’



20. Um mapa de Karnaugh de cinco variaveis pode ser desenhado para uma funcao de cinco

21.

22.

23.

24.

25.

variaveis como mostrado na Figura X4.59 (ver no Wakerly). Em um mapa desses, as
células que ocupam a mesma posicao relativa nos submapas V=0 e V' =1 sao conside-
radas adjacentes. (Vocé pode encontrar muitos exemplos de mapas de Karnaugh de cinco
variaveis na Segao 7.4.4 e na Se¢ao JKSM.2 em DDPPonline). Encontre uma expressao
de soma de produtos minima para cada uma das seguintes funcoes usando um mapa de

cinco variaveis:
a) F=Yywxyz(5,7,13,15,16, 20, 25,27, 29, 31)

b) F=Yywxyz(0,7,8,9,12,13,15,16, 22,23, 30, 31)

c) F=Yywxyz(0,1,2,3,4,510,11, 14,20, 21, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30)

d) F=>ywxyvz(0,2,4,6,7,810,11,12,13,14, 16, 18, 19, 29, 30)

e) F'=TIlywxyz(45,10,12,13,16,17,21, 25, 26,27, 29)

f) F=>vwxyz(4,6,7,9,11,12,13,14,15, 20, 22, 25,27, 28, 30) + d(1, 5, 29, 31)

Um mapa de Karnaugh para uma funcao de seis varidveis pode ser desenhado como
mostrado na Figura X4.60 (ver no Wakerly). Em um mapa desses, as células que ocupam
a mesma posicao relativa em submapas adjacentes sao consideradas adjacentes. Minimize
as seguintes fungoes usando mapas de seis variaveis:

a) F =Y pvwxyz(1,59,13,21,23,29,31, 37,45, 53, 61)
b) F = Yuvwxyz(0,4,8, 16,24,32,34, 36,37, 39, 40, 48, 50, 56)
¢) F=Yuvwxyz(2,4,5,612 - 21,28 — 31,34,38,50, 51,60 — 63)

(Circuito de Hamlet) Complete o diagrama temporal (ao lado da figura no Wakerly) e
explique o funcionamento do circuito na Figura X4.61 (ver no Wakerly). Por que este
circuito recebeu este nome?

Prove que um circuito AND-OR de dois niveis correspondente a soma completa de uma
funcao logica é sempre livre de corridas criticas.

Encontre uma funcao logica de quatro variaveis cuja realizacdo de soma de produtos
minima nao ¢ livre de corridas criticas, mas para a qual existe uma realizacao em soma
de produtos sem corridas criticas com menos termos de produto do que a soma completa.

Refira ao mapa de Karnaugh na Figura 4-32(a) (ver no Wakerly). Imagine mover todos
os 1ls nessa funcao uma linha para cima. Ou seja, os 1s nas localizacoes 5, 12 e 13 vao
para 4, 12 e 14, respectivamente. Descreva quais transformacoes ocorrem para W, X, Y
e Z. Dica: Imagine que a funcao é F =Y. O que acontece se vocé mover o conteido de
um mapa de Karnaugh uma coluna para a esquerda?
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