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Analise de Fourier

= Analise de Fourier - representacao de funcoes por somas
de senos e cossenos ou soma de exponenciais complexas

= Uma analise datada da época dos babilonios para prever
eventos astronomicos, estudada por muitos cientistas
desde entao.

= Jean Baptiste Joseph Fourier, por volta de 1807,
completou um trabalho no qual observou que séries
senoidais harmonicamente relacionadas eram uteis na
representacao da distribuicao de temperatura de um
corpo.



Analise de Fourier

= Fourier foi quem mais percebeu a potencialidade
dessa analise. Mas sofreu forte oposicao, i.e.
Lagrange.

= 1829 - P. L. Dirichlet desenvolveu a sustentacao
matematica para descrever um sinal periddico por
series de Fourier.

= Ferramenta mais importante nas analises de sinais.



Série de Fourier

Uma funcao periodica pode ser descrita por:

(Syf)x) = ?ﬂ - Zl @, cos(nx) + b, sin(nx)]

Em que a, a, b, sao os coeficientes de Fourier




Representacao série de
Fourier

= x(t) pode ser expresso como uma combinacao linear

de exponenciais complexas harmonicamente
relacionadas.

= Sinal de tempo continuo e periddico.
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Fenomeno de Gibbs

= Onda quadrada descrita como soma de senoides:
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Exponenciais complexas de tempo discreto

pi@o(M+N) — pjwon

(a) x[n] = cos (0+n) = 1 (b) xln] = cos (mn/8) (c) xin] = cos (xn/4)
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(d) x[n) = cos (wn/2) (e) x[n) = cos mn (f) x[n] = cos (3mwn/2)
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Série de Fourier para sinais

discretos

x[n] = x[n + r.N] A frequéncia fundamental é

a)0=27'C/N
| & J%fm Existem apenas N
Xn] = _; Xlk]e , n=0,%1, .. exponenciais complexas
- de tempo discreto que
N—1 2, sao periodicas com
— Tnle * N periodo N
X[k] Z ,t[n]t? , k=0, 41, ...

n=>0

X[K]=X[k+rN]



Transformada de Fourier

= As transformadas sao usadas para analisar uma
funcao em um outro dominio.

= A transformada de Fourier, por exemplo, transforma

um sinal no dominio do tempo para o dominio de
frequéncia.

= Enquanto que a transformada inversa de Fourier
realiza o procedimento inverso. Dominio da
frequéncia para o dominio do tempo.



e
Transformada de Fourier

= Existem muitas formas para se decompor um sinal.

= Um dos motivos para o uso de senoides € que esses
sao mais faceis de interpretar que os sinais
originais.

= Senoides e exponenciais complexas quando entrada
para sistemas LIT sao também saidas desses
sistemas.



e
DFT - Discrete Fourier Transform
Transformada de Fourier Transformada inversa de Fourier
Fw)=3{f()}= j f@e™dt  f()=3{F(w)) _ 1 j F(w)e”*™ dw
- 2z -

Na computacao digital a transformada de Fourier precisa ser
corretamente adequada para sinais discretos. Consideremos uma funcao
x[n] peridodica com periodo fundamental N.

x[n] = X[n + r.N] A frequéncia fundamental &
0)0=27T/N
dn] = Li X[k]e j%'rm X[k] >Coeficientes da série
AL = | , n=0,+1, .. discreta de Fourier.
k=0 Harmonicamente relacionados.
,
N-] —Jﬁkn
X [k] = Z x[n]e N x[n] ©>sequéncia discreta de um
’ k=0,%1, ... sinal continuo no tempo x(t).




DFT - Discrete Fourier Transform

= ATF em tempo discreto compartilha muitas
semelhancas com a TF de tempo continuo.

= Principais diferencas:

= Periodicidade: DTF os coeficientes de Fourier sao
periodicos.

= Na DFT o intervalo da integracao é finito na equacao
de sintese.



T
Espectro de poténcia - DFT

= O espectro de poténcia S,,(f) de uma funcao x(t) € definido
como S,,(f) = X*(HX(F) = [X(H]=.

X(F) = F{x(t)} > transformada de Fourier.
X*(f) > é o complexo conjugado X(f).

= No Labview, o espectro de poténcia € computado a partir de
rotinas de DFT e FFT (Fast Fourier Transform).

|Fx})?
-

= S, > saida da VI espectro de poténcia.
= N = numero de amostras na sequéncia de entrada X.
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Espectro de poténcia

_ o 1

A =
/ N  NAt

Power Spectrum

Amplitude

N-1 _Jﬁ_ﬁ'
X[k1=> xlnle "V
n=0
X[k] = X[N-K]

- A maior frequéncia que pode ser
analisada pela DFT é f//2, que € o limite
de Nyquist.

f. > frequéncia de amostragem.

« O nuUmero de amostras N da DFT
complexa ¢é igual ao numero de
amostras do sinal de entrada.

A saida da DFT é espelhada na
frequéncia de Nyquist. Ou seja, na
amostra N/2 teremos a frequéncia de
Nyquist caso N seja par.

Se o sinal for em Volts a saida do
espectro de poténcia tem unidade of
volts-rms ao quadrado (V,,s?).
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Notacao da DFT

Time Domain

Forwar

X[ ]

NN EEEEEEEEEE

e DFT

0 ; N-1
N samples
Invers

Frequency Domain

Re X[ ]

LIT T T TP TT]
0 N2 0
N/2+1 samples

(cosine wave amplitudes)

Im X[ ]
LTIl
N/2

N/2+1 samples
(sime wave amplitudes)

. /
7

collectively referred to as X[ ]

N pode ser qualquer positivo inteiro, mas geralmente escolhe-se
valores que sao poténcia de 2 (64, 128, 256, etc ...).



Exemplo de DFT real
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Frequency Domain
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Calculando a DSP

X[k]= Zx[n]e

ReX[k] =

ImX|k] =

”fr

_J_

k=0, +1, .. x[n] =

N-1

Y x[i] cos(2nki/N)
i =0

N-1

- Y x[i] sin(2nki/N)
i=0

ZX

n=0, +1, ...
k 0
Re)?[k] _ ReXTk]
N/2
mX(k] - - Xk
N/2
Re)?[()] _ ReX|[0]
N
Rei[N/Z] _ ReXA[[N/2]



DFT pelo metodo de
correlacao

Example 1 Example 2
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Método da correlacao

128
Real
N-1 :
ReX[k] - x[i] cos(2mki/N) > |
i=0 Im
N1 B > € DLEJ
ImX[k] = - x[i] sm(2mnki/N)
i=0 7
0<k < N/2 |
Real Plot 0 m I Im
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Dualidade

= Simetria entre os dominios do tempo e da frequéncia.

Tempo < > Frequéncia
Unico ponto Senoide

Senoide Unico ponto
Convolucao Multiplicacao
Multiplicacao Convolucao



Exemplo Batimento
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Notacao Polar

Acos(x) + Bsm(x) = Mcos(x + 0)

MagX[k] = (ReX[k]’+ ImX[k]*)""

BA Y
PhaseX[k] = arctan [M
6 ReX[K]
A
M= (A% + B ) ReX[k] = MagX|[k] cos( PhaseX [k])
0 = arctan(B/A)
ImX[k] = MagX]|[k] sin( PhaseX[k])




Filtro passa-baixas

Retangular
e ¥
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Fase

= Os valores de fase, usualmente, sao mostrados
entre -n e + n. Isso causa as descontinuidades

vistas.

theta

Amplitude
Lo~
3 wn

1

-125-
_15 —
-17,5-1

r theta
-] o
= [ O+
Fm)| L -1
Too
' =

radian in, radian out *




Fase para baixas amplitudes
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The phase of small magnitude signals. At frequencies where the magnitude drops to a very low value, round-off
noise can cause wild excursions of the phase. Don't make the mistake of thinking this 1s a meaningful signal.
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Janelamento

= Imaginemos um sinal muito longo, ao amostrar esse
sinal ele é truncado por uma janela retangular.

= O sinal em analise é finito, portanto ele ja foi amostrado
por uma janela retangular.

Transformada de Fourier
2rnk

X(k)=— Jr\ilac(ﬁ,)e k=0,....N-1

Transformada de Fourier de um sinal multiplicado por uma janela w(n)

ZEnﬁ

X(k)=— Zx(n)w(n)e k=0,...,.N-1




Janelamento

= Esse procedimento afeta o sinal no dominio da
frequéncia.

= Sinais no dominio do tempo multiplicados
correspondem a convolugao desses sinais no
dominio da frequéncia.

FAf -9 = Fif) + g}

= O espectro do sinal € o espectro da janela deslocado
no eixo das frequéncias.



Retangula
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<1 [ .M. 00 01 [

Figura 4.1 Uma onda quadrada periddica de tempo continuo.

w=K Wiy ©

7 Figura 4.2 Os coeficientes da série de Fourier e sua envoltdria
para a onda quadrada periddica na Figura 4.1, para diferentes valores

de T(com T, fixo): (a) T=4T,; (b) T=8T,;(c) T=16T,.

Para T1 fixo a envoltoéria é
independente de T



Resolucao

= O numero de pontos da DFT, igualmente espacados,
entre 0 e f,/2, indica a resolugao.

= Para aumentar a resolucao de uma DFT, é preciso
amostrar um sinal por um maior periodo de tempo.

» Podemos também adicionar zeros ao fim do sinal
(zero padding).



Windowed X Plot 0 m | Zero Padded Array Plot0 m |
1- 1
0.8- 08-
o 06- o 06-
E E
= 04- = 04-
& &
EI,E = | | EI,E —
0- II"-'IIIIIIJI”IIIIII IIlllllllI |I||I", II-""'— 0 — ff—
B B e S B S T S 0,2 ] 1 1 1 ] 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 &5 ] a0 100 150 200 250 300
Sample Sample

ra

Amplitude
Amplitude

| | | | | | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 0 50 100 150 200 250 300

Sample

D_I ] ] ]

Sample




samnpling freq: fs

Windowed X
DE 1

=
W Lowpass ™ =
EC\]% |y

-
gLl [ E

low cutoff freq: fl

anning ¥

Hzz
DE

high cutoff freq: fh = h 2

Fint) : |

|radiar1 in, radian out "’I

Zero Padded Array

Fix}




e
Resposta em frequéncia de

um sistema LIT

= A relacao entre a resposta ao impulso e a resposta
em frequéncia € de extrema importancia em analise
de sinais.

= A resposta em frequéncia de um sinal € a
transformada de Fourier da resposta ao impulso.




T
Propriedades da transformada
de Fourier

= A transformada de Fourier € linear.
= Aditiva e homogénea.

= Nao € invariante no tempo.

= Deslocamentos no tempo levam a mudancas na fase da
transformada.




Teorema de Parseval

-1 M-

_ |5|_|rr1 of the squared value of the time-domain signal|
Elx[ n]|2 NE X[k]l2 Sumx(n) x(n)]
n=0 k= —qb—% PDEL |

Samples

Rl
Data [Sum of the squared value of the frequency-domain signal|

glx[ nlf %zlxmf =

Fin}

[1554,5653 | [1554,5653 |

Run this VI to dernonstrate Parseval's theorem, which states that the energy
of a signal in the time domain (left-hand value above) is identical to the energy
of the signal in the frequency domain {right-hand value above).
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