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1 Tensoes Tangenciais na Flexao

A distribuicao das tensoes tangenciais na flexao nao é tao simples como a das tensoes normais.
Como mostra a Fig. 1-b, a igualdade das tensoes tangenciais em planos perpendiculares exige
que elas se anulem junto as superficies livres superior e inferior da barra, o que sé é possivel
se distribuic¢éo for néo-linear.

Na flexdo, as tensdes tangenciais deformam um trecho de barra com secdo retangular
conforme mostrado na Fig. 2-a. As distor¢des v = G sio nulas junto as superficies superior

e inferior, ¢ maximas no centro de gravidade. Em decorréncia, a segio transversal sofre
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Fig. 1: Tensoes tangenciais na se¢ao transversal e em planos longitudinais.

empenamento, ou seja, ela deixa de ser plana na configuracio deformada. Nao havendo
restrigoes ao empenamento, o comprimento das fibras longitudinais é pouco afetado e é possivel
desacoplar os efeitos das deformagoes provocadas pelas tensdes normais e pelas tangenciais.
Observamos também que a extremidade do trecho sofre um deslocamento transversal Av =

~Az em relagio & secdo a esquerda provocado pela forga cortante, Fig. 2-b.
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Fig. 2: Deformagao por cisalhamento de uma viga de segio retangular: (a) distorgdes, (b)
deslocamento transversal por V.

1.1 Tensao Tangencial e Fluxo de Cisalhamento
1.1.1 Equacgoes Diferenciais de Equilibrio

Consideremos um trecho de comprimento infinitesimal dz extraido de uma barra prismética
sujeita a uma forga distribuida p(x) perpendicular ao eixo, Fig. 3. Nas se¢bes extremas do
trecho, atuam forcas normais N e N +dN e momentos fletores M e M + dM mecanicamente
equivalentes as distribui¢oes das tensdes normais ¢ e o+ do. Atuam também forgas cortantes
V e V 4+ dV mecanicamente equivalentes as tensbes tangenciais, Fig. 4.




Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Outubro de 2014 3

Fig. 3: Trecho de uma barra prismatica.
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Fig. 4: Esforgos solicitantes e tensdes normais nas se¢oes extremas.

O equilibrio de for¢as nas diregoes longitudinal e transversal do trecho fornece

N—@N+N)=0 =  dN=0, (1)
dVv
V—pde —(V+dV) = —_— == 2
pda = (V+dV) =0 = @)
e o equilibrio de momentos em relacao ao ponto O fornece
1z)? 1M
M+Vdz— ;r)((;) —(M+dM)=0, = (dI — vV (3)

pois o termo da carga distribuida é de ordem superior. As Eqgs. (1) a (3) sfo as equagdes

diferenciais de equilibrio de numa barra prismatica com forga normal constante.

1.1.2 Tensao Tangencial numa Superficie Longitudinal

Seja & uma superficie cilindrica com geratriz paralela ao eixo x e que divide o trecho de
comprimento dx em duas partes, Fig. 5. O equilibrio da parte superior, identificada pela drea

A, requer a existéncia de tensdes 7, tangenciais & superficie cilindrica. Fig. 6.

Superficie cilindrica

com geratriz paralela

ao eixo T . .
- Curva diretriz

dy

Fig. 5: Superficie cilindrica interceptando o trecho elementar.

Fig. 6: Equilibrio na direc¢do longitudinal.

Sejam F' e F'+ dF as resultantes das tensdes normais que atuam nas extremidades da
parte superior e ¢ a resultante das tensoes tangenciais na superficie cilindrica por unidade de

comprimento. O equilibrio na direg¢éo longitudinal fornece

_dF

F+qgde=F+dF = 7=
x

(4)

Por outro lado, a resultante F' das tensoes normais é dada por

F:f/gdA,
A

onde o sinal negativo leva em conta as convencdes de sinais distintas de o e F'. Introduzindo

a expressio de o deduzida para a flexdo composta,

temos

N M
F:f—fdAJr—fsz.
A Ja Iy Ji
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Consequentemente, B B
F(z) = _Na w(x)s?’ (5)
— A y) " Iy N )
em que
A é a area da secao isolada pela curva diretriz;
Sy é 0 momento estdtico da drea A em relagio ao eixo central-principal y, em torno do

qual ocorre a flexdo;
A ¢ a area total da secdo transversal;

1, é o momento de inércia de toda a sec¢éo transversal em relagiao ao eixo y.
Substituindo a Eq. (5) em (4), temos para a barra prismatica com N = const.

_dM S,
Code I

Finalmente, introduzindo a Eq. (3), chegamos a

- V Sy. (6)
Iy
Como esperado, ¢ tem unidade de for¢a por unidade de comprimento,
=5 =%
E D A
A tensdo tangencial média na superficie longitudinal é definida por
_ 4 _ VS,
T = T bI,’ (7)

em que b é o comprimento da curva diretriz. Evidentemente, quanto mais uniforme for a

distribuicdo de 7 ao longo de b, mais representativa sera a tensao 7em.

Nota 1 (Escolha de 4) Como o momento estdtico da segio é
zero para um eixo passando pelo centro de gravidade, a soma dos

momentos estaticos da drea A e da drea complementar A se anula.

A
Logo,
Sy = =S5, Y
G
Em suma, podemos escolher o momento estatico de calculo mais L
. = - ~ _ E
simples, por exemplo S para obter a tensdo no ponto E da secio  j

ao lado.

Nota 2 (Superficie de deslizamento) A imagem de duas partes deslizando longitudinal-
mente uma em relagao a outra € 1til no calculo de 74, pois sdo as tensoes tangenciais que
impedem o deslizamento. Definida a superficie de deslizamento, sua interseccao com a secio
determina a drea A e a dimensdo b, Fig. 7. Para que a tensio seja representativa, os pla-
nos longitudinais de corte devem apresentar uma distribui¢io de 7 praticamente uniforme na
largura b.

A férmula (7) também é vilida para se¢tes unicelulares simétricas quando a for¢a cortante

estd sobre o eixo de simetria. Nesse caso, cortes simétricos tém as mesmas tensoes tangenciais

N

ATt s o L A T oo s T T
C ucliivalll a altad Llutf UCvVe SUL COulsIUCT alld.

M bh=2e

Fig. 7: Determinacio de A e b.

1.1.3 Tensao Tangencial na Secao Transversal

A tensdo tangencial na ST é determinada pelo teorema da reciprocidade: as tensdes tangenciais
em dois planos perpendiculares tém o mesma intensidade e sentidos que ou convergem para

a aresta comum ou dela divergem?!, Fig. 8. Logo, se a tensio 7y, for uniforme na largura b, a

INo estado triplo de tensdo, a igualdade refere-se as componentes de 7 perpendiculares a aresta comum
dos planos.
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tensao tangencial no plano da ST sera

_ Vs,
B bl

Esta expressio é conhecida por férmula de Zhuravski® ou do cisalhamento na flexdo.

Em alguns casos sio necessarias corre¢des para que a tensio permaneca tangente ao con-
torno da segdo. Para a secio da Fig. 8-a, a Eq. (8) fornece apenas a componente perpendicular
a aresta. Além disso, resultados da Teoria da Elasticidade mostram que quanto maior for a

altura em relagio a largura, maior sera a uniformidade das tensdes ao longo de b, Fig. 8-b.

Fig. 8: Tensdes nas sec¢des macicas.

No caso de segoes delgadas, os planos longitudinais devem apresentar 7 constante e, ao
mesmo tempo, maximizar seu valor. Isso ocorre em planos perpendiculares ao eixo médio das
paredes com a largura b igual & espessura, Fig. 9. Em decorréncia, a tensio tangencial dada

pela Eq. (8) é tangente ao eixo médio.

1 1
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Fig. 9: Tenstes nas segoes delgadas.

2Férmula deduzida em 1844 pelo engenheiro russo Dmitri Ivanovich Zhuravski (1821-1891), antigamente
transcrito como Jourawski.

Quando generalizadas para a flexdo obliqua de segtes delgadas, as Egs. (6) e (8) adquirem
as seguintes formas:

v,5, V.S 1/ v,5 V.5
=:t v z:t 2~y I :t v z:t z~y
9=+ RG] ©

em que os sinais dependem dos sentidos das componentes® de V.

Nota 3 (Hipdteses) Na dedugio da Eq. (8) foram feitas as seguintes hipéteses: (a) barra
prismatica, (b) forca p(x) perpendicular ao eixo e (¢) flexao normal composta com N = const.
Entretanto, as hipdteses mais importantes estdo implicitas na expressao da tensdo normal

o(z), ou seja
e material eldstico linear (linearidade fisica);
o equagoes de equilibrio escritas na configuragao indeformada (linearidade geométrica);

e secgoes que permanecem planas e perpendiculares ao eixo deformado da barra quando

solicitadas por momento fletor e for¢a normal.

Nota 4 (Segao Delgada) Segio delgada é aquela formada de elementos de pequena es-
pessura em relagdo as dimensdes do conjunto da secdo. Ela é dita fechada se os elemen-
tos isolarem pelo menos uma regido de seu plano; caso contrario ela é dita aberta. As
segoes fechadas, por sua vez, sdo subdivididas em sec¢oes com ou sem ramificagdes, Fig. 10
[van Langendonck (1967)].

1.1.4 Fluxo de Cisalhamento em Se¢bes Delgadas

A reciprocidade das tensbes tangenciais também é vélida para a resultante ¢ na espessura
conforme mostra a Fig. 11. Basta lembrar que a aresta ¢ comum ao plano longitudinal e ao
plano da ST. A forca ¢ atuante nas paredes de uma secio delgada recebe o nome de fluzo de

cisalhamento e é calculada pela Eq. (6),
= Lj},_
y

No decorrer do texto, veremos que é vantajoso trabalhar com o fluxo de cisalhamento ao

invés da tensio tangencial quando:

3Ver Exemplo E-1 na pagina 11.
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Fig. 10: Tipos de segdes delgadas: (a) abertas; (b) fechadas sem ramificacéo; (c) fechadas com

ramificagdo.
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Fig. 11: Reciprocidade do fluxo ¢ na ST e no plano longitudinal.

e as paredes da secdo apresentam espessuras diferentes;

e as secoes sao fechadas e estdo submetidas a flexo-tor¢ao.

1.2 Sentido das Tensoes Tangenciais nas Sec¢oes Delgadas

Nas se¢oes delgadas, os sentidos das tensoes tangenciais raramente é obtido a partir da Eq. (8)
por causa das diferentes convengoes de sinais das varidveis. Para se¢oes mais simples, sabemos
que o sentido concorda com o da forca cortante. Para se¢Ges mais complexas, utilizamos a

interdependéncia entre V', dM, dF e 7 num trecho de barra, ou seja:

(a) o binario formado por V determina o sentido do acréscimo de momento dM na secio,

10

Fig. 12;
(b) dM esta associado ao acréscimo das tensoes do e define o sentido da resultante dF;

(¢) dF fornece o sentido de 7, que estabelece o sentido de 7 na se¢éo.

dF
do 1 L <
dF —'7
gt w
dM =
” v " dF
------ >
(a) (b) (c)

Fig. 12: Sentido das tensdes na secao retangular.

O procedimento é vélido para qualquer se¢io delgada aberta. Entretanto, perspectivas
detalhadas como as da Fig. 13 sio dispensdveis pois os sentidos podem ser determinados
em eshogos como os da Fig. 14. Como a forca cortante sempre aponta para o lado que
dM traciona?, é relativamente simples obter os sentidos das resultantes dF} e, por equilibrio
longitudinal, os correspondentes sentidos de 7;. Nas paredes horizontais da Fig. 14, as tensoes
se anulam no eixo de simetria quando a forca cortante estd sobre esse eixo. Repare que a area
em que atua dFy, delimitada por dois cortes longitudinais simétricos, tende a zero junto ao

eixo de simetria.

Nota 5 (Regra do fluxo) Nas se¢oes delgadas, a tensio 7 e o fluxo ¢ comegam nas extre-
midades livres e mudam de sentido nos pontos em que o momento estatico S se anula. Assim,
a representacdo na ST é semelhante a um fluxo hidraulico, que também comeca ou termina
nas extremidades de um encanamento. Esta semelhanca justifica a regra do fluzro que pode ser
usada, juntamente com o equilibrio longitudinal, para determinar os sentidos nos diagramas.

Entretanto, a regra deve ser usada com cuidado pois é facil ignorar pontos onde S se anula.

40 acréscimo dM, mas ndo o momento M, pode ser representado tanto & direita quanto & esquerda do
trecho. Se numa secdo dM traciona o lado inferior, na secio oposta ele comprimiria esse lado.
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Fig. 13: Cortes longitudinais na (a) alma e nas (b) abas; e (¢) sentidos na secao.
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Fig. 14: Representacao esquematica dos cortes longitudinais numa secao delgada.

Secédo
tranbversal

A
Exemplo 1 (Forga cortante obliqua) % g
Determine as tensoes tangenciais nos pon-
EN
e
\a = 30°

Fig. E1: Flexdo obliqua.

tos A, B e C da secao caixio da figura
3 mm

sabendo-se que V' = 5kN.

11

12

SOLUGAO
~0
’ 3
80 x 3
I,= 2[
Y 12
~0

50 x 28
X
I"ZQ[ 12

e Decomposigao da forga cortante: (a) |V, = %; (b) [V =

+(80 x 3) x 30% +

+(60 x 2) x 40% +

2 3
><1;30 } ~ 504000 mm’*

3 x 80°
><1 . } ~ 640000 mm’*

3
By

Ap

Fig. E1-1: Forga cortante Vj, = 2500 kN.

5% = (60 x 2) x 40 = 4800 mm® = 7§ =

T

2}
124

Sa =

V,S. 2500 x 4800

_ — 4,69 MPa;
b, ~ (2x2y6a0000 o MPE
2500 x 4800
a _ — .
8 = (2 x 3)6a0000 ~ 3 MPE
o =0
Ac
v
c
~

Fig. E1-2: Forga cortante V, = 4330 kN.
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ViS5, 4330 x 7200

gh — — 3 = = = :
Sa = (80 x 3) x 30 = 7200 mm = TA bl, (2 x 2)504000 15,46 MPa;
I 4330 x 7200

b . &b b _ _ .
55~ 5k = ™8 = 5 3504000 10,31 MPa;
58 = 5% +2(30 x 2 x 15) = 9000 mm® = 8= 43309000 _ 19,33 MPa.

(2 x 2)504000
® Tensoes nos pontos A, Be C

TA = —74 +78 = 10,7TMPa (\);
™ =T+ =1344MPa ();
o =0+78=1933MPa (\,).

1.3 Ligacgoes Longitudinais na Flexao

Ao estudarmos o comportamento & flexdo de uma viga formada por pranchas de madeira so-
brepostas, constatamos que ela é menos resistente e hem menos rigida que uma viga com segéo
retangular inteiriga, Fig. 15. A falta de alinhamento das extremidades da viga composta apos

a dafarra S At Ta Mo 8 Canan Nan o P [, e M o
a deformacao mostra que a segao 11a0 perl e o

nanece plana e evidéncia a ocorréncia de deslizamen-
tos entre as pranchas. Os deslizamentos decorrem da impossibilidade de se mobilizar tensoes
tangenciais nos planos entre as pranchas e evidenciam que estas trabalham separadamente.
Portanto, se quisermos melhorar o desempenho da viga, temos que impedir o deslizamento

entre as pranchas.

| [ =N

Fig. 15: Exemplo das pranchas de madeira.

Podemos estimar as diferencas de comportamento usando as féormulas da flexdo. Se a

ruptura ocorrer em regime eldstico linear, o momento resistente serd proporcional ao médulo

14

de resisténcia a flexao, 1, e a tenséo admissivel do material, &,

M
Omix = 777 <0 =

M, = W5.
W 7

Os médulos de resisténcia a flexdo das se¢oes da Fig. 15 dependem do quadrado da altura,

b(3a)* 3 ba® 1
W, = = “ba? Wi =3(—| = ba.
T T2t ’ 6 ) 2"
Por outro lado, o deslocamento maximo, § = %, ¢é inversamente proporcional aos momentos
de inércia,
b(3a)® 9 ba® 1
I = = Zbha? I3 =3— = ~ba®.
1T T 2 =375 = 4

Das expressoes acima, podemos concluir que a viga inteiriga é trés vezes mais resistente e
apresenta um deslocamento nove vezes menor que a composta.

Frequentemente, uma secao inteirica é inviavel por causa de restrigoes de tamanho impostas
pela fabricacdo, transporte ou montagem da estrutura. Quando isso ocorre, temos que adotar
uma se¢ao composta e solidarizar longitudinalmente seus elementos. Isto significa que cada
elemento deve estar adequadamente ligado ao restante da secao para que ela funcione como
um todo. As ligagoes resultantes sdo chamadas de ligagdes longitudinais e elas podem ser
tanto continuas, com emprego de cola ou filetes de solda, quanto discretas, com emprego de
pinos, cavilhas, pregos, parafusos, pontos de solda etc.

Na dedugdo da férmula de Jourawski, determinamos a for¢a longitudinal g de interagao
entre duas partes de um trecho de viga, Eq. (6). Na ligacdo discreta da Fig. 16-b, o produto
da drea de corte A,es pela tensdo admissivel Taqm deve ser maior ou igual a forca longitudinal

gs que atuaria no trecho de comprimento s sob influéncia do elemento de ligacao,

Vs
on 4=% w

Para simplificar a notagio nos exemplos a seguir, usaremos um trago sobreposto ao simbolo
da tensao para denotar tensdo admissivel.
Exemplo 2 Determine o nimero de parafusos e os espagamentos entre eles para as se¢fes

compostas indicadas na figura.
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(a) (b)

Segdo transv.

Fig. 16: Forca longitudinal: (a) ligag@o continua; (b) ligagio discreta.

) 2
2 2
2kN —
a
40a \ 4 a
j - 2 2 § 1§
+— Y < T
? e
1
Ap = 0,5cm? g 1 " ~ B
A ry A A
7, = 4,2kN/cm? L : B
(a) (b) (©

Fig. E2: Ligacoes longitudinais: se¢des transversais a, b e c.

SOLUCAO /XS
‘» s

As segoes dos parafusos devem resistir por cisalhamento o

a forga distribuida . Como o comprimento de influéncia

da ligagao ¢ igual ao espacamento longitudinal s entre

parafusos, temos

45 = ToAres (E2-1)

Fig. E2-1: Espacamento s.

(a) Substituindo A = Ap = 0,5cm? e

chegamos a
ﬁs =42x05=21 = s=07Ta
a

Apenas um parafuso é seccionado no comprimento s, logo

40a

07a n=>58; s=0,69a.

n=1x =5714 =

16

(b) Para a nova drea A

- a_ a.3a 3 4 9
Sv=(3%3) g =& =

Substituindo na Eq. (E2-1), obtemos

gs =21 = s=0933a.
4a
Assim,
40a
"= =129 = ‘ n=43; s=0.93a.

(c) A ligagio apresenta duas segoes de corte, logo Apes = 24y,

5 = (L N2 _ (2 N _ T s _ 2,625
S =G5~ G D5~ m =

Substituindo na Eq. (E2-1), temos

2,625
s=42(2%05) =42 = s=16a.
a
Assim, 10
n=- ‘f; =25 = ‘ n=25 s=106a.

Exemplo 3 Para a viga da figura, determine:
a) o espacamento longitudinal s entre os parafusos;
b) o mimero total de parafusos adotando um espagamento 1inico;

¢) a dimensdo ey, dos filetes de solda no trecho mais solicitado [Diogo].

Ze
450kN PN
l \_I'l_ T _I"_l—ar
z
e el 3
" 300cm | 600em
k i} N ;
G —
l S
a=1500cm  Ab=115cm’ Tew v eF
e=1,20cm i, = 7,5kN/cm? — |
Ze=0,75cm T = 6,0kN/cm’ ‘ a ‘ a ‘ a ‘ a ‘

Fig. E3: Ligacdes longitudinais.
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SOLUGAO
Momento de inércia considerando ¢ < a:
~0 ~0
—— A
PP 20)?] +4[ % L ae(2ay?] + 2[4’
vz 12 agelsa [12“6“} [12}
= 20ea” 4 16ea® + 33280-3 = %eaﬁ = 189000 cm?*
1450 kN
Taoo ‘ 150

300

@ (V) kN
. o ]

150

Fig. E3-1: Diagrama de forca cortante.

A Ew ?D,TOT ew

(b)
Fig. E 3-2: Ligagoes: (a) parafusada; (b) soldada.
(a) Examinando a Fig. E 3-2-a, temos
qs = Th(2A4p).
em que s € o espacamento procurado.

VS, 300 x 1350
I, — 189000

Sy = (4a x 28)2(1 = 5ea? = 1350 cmg; q=

=2,143kN/cm,

Logo,
21435 =7,5(2x1,15) = s=8,05cm.

17

18

Como existem dois parafusos a cada comprimento s, o niimero de parafusos sera

n:2><£i:223.6 = n=224; s~ 805cm.

8§

Ou escolhendo um espagamento mais aceitdavel, | n = 226; s ~ 8,0cm.

(b) A ruptura na solda ocorre segundo a superficie de menor 4rea, isto é, inclinada a
45° nos filetes conforme mostrado na Fig. E 3-2-b,

gs = TwAy = 2,143 =6 x (2 % 0,70Teys) = ey = 0,253 cm.
Arredondando em mm, obtemos

1.4 Distribuicao das Tensoes Tangenciais em Secoes Delgadas

No préximo exemplo, estabelecemos algumas regras que facilitam o tracado dos diagramas
das tenses tangenciais a partir de valores calculados nos extremos dos trechos da secio. Logo

apds, exercitamos essas regras examinando a forma dos diagramas para vdrias segOes.

Exemplo 4 Determine a distribuicao das tensdes tan- I
genciais para a secio transversal ao lado solicitada por
uma forga cortante vertical para baixo. = .
5
—
SOLUGAO &)
Propriedades da secio (e < a): < v
+—
z
A = (6a+ 1,6a)e + 4ea = 11,6ea
[~
Ss = 2(1,8ea x 1,6a+ea x 1,1a+ ea x 0,3a) ,
y
8,56¢a’ e —— —r
=856ca> = tg= - =0,73793a G c
11,6ea
- 3 S 2e
I =2 E(lis;‘) +1,8ea(1,90)2 + ea(1,8a)? I
L -
e 3
75(0.8a) 2 2edd| N 3
et ea(l,4a)*+ 3 | = 25,808¢a <
[ ea® i
I, =2 |1,8ea(1,6a)% + =+ ea(1,1a)? a 0,60
L i~
~<.(0,6a)?
+°’5(172) + ea(0,3a.)2] = 12,043¢a® 4
I, = I, — 11,6€a(0,73793a)? = 5,726ea>. Fig. E4: Secao delgada.

O diagrama do fluxo ¢ ao longo das paredes da ST é proporcional ao do momento

estatico S pois as demais varidveis na expressio ? sao constantes. Identificando os
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trechos da Fig. E4-1 pelas coordenadas s, ¢, u, v e w, temos tragado fica perfeitamente determinado pelos valores nas extremidades de cada trecho.

. VS 03875V
(a) Diagrama de 7 na ST, 7; = bl WS;
i~
2 = 4
S‘(S) = 68(2.8& _ f) — 5(2'845 _ i) 0 (s=0) parab.ola convexa quando s se Considerando os cortes indicados na Fig. E 4-2, temos
2 2 2.30ca? (s=a)  aproxima de G
51 = ea x 2,3a = 2,30ea’ = n=008911
2 = . R B
() = et(a " E) _ e(atJr t_) 0 (t=0) pardbola concava quando ¢ se Sy = 0,8¢a x 1,4a = 1,12ed? = m= 010434:%
2 2 1,12ea? (t =0,8q) afasta de G L , N
S3 =51 + 52 = 3,42¢ea = 73=0,1325_
S(u) = 3,42ea® + eu x 1,8a 3,42e0®  (u=0) linear\em trechos perpendicu- %4 - %3 teax1ia=522ea’ = =020
522c0® (u=a) laresaV S5 = Si+eax14a=6,62ea® = 75=02565%
Se=2S55 (comb=2e = 15=0,1283%
5(v) = 5.22¢a® + ev(1.8a — 0,40) 5,22¢a®> (v =0) parabola convexa quando v se 6 5 ) 6 e
v) = 5,22eqa ev(1,8a — 0,4v . — & — 2 — v
6,626(&2 (’U _ Lt) aproxima de G S7 = 85 + 2ea x 0,50 = 7,62¢a* = 1 =0,1476 P
_ 1 6.62ea® (w=0 ardbola convexa quando w se
S(w) = 6,62ea” 4 2ew (a. - E) ( ) P . vexad v
2 7.62ea® (w =a) aproxima de G
0,0891

PR
0,0434

5
28a-3
-
|

- z
L 2e
- _———— o ‘L _——

G

Fig. E4-1: Variagio de S.

E facil delinear o diagrama de S para secbes abertas. Basta comegar por uma extre- Fig. E4-8: Determinagho dos sentidos; diagrama de 7 ¢ resultontes R;.

midade livre e percorrer cada trecho no sentido de S crescente em valor absoluto. (b) Verificacdo da resultante vertical (Figs. E4-1 e E4-2) A notagéo simplifica-se quando
Para segoes formadas por paredes retas com espessura constante, o diagrama é linear
nos trechos perpendiculares & forca cortante e parabélico nos demais trechos. O dia-
grama parabdlico é convexo quando nos aproximamos do eixo y de flexao passando por

G e concavo quando nos afastamos dele. Uma vez conhecida a forma do diagrama, seu
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introduzimos a constante 3 := Ky tal que q = /15,
a a 2 9 31a 3
er(; a(s) dt«,f[é ﬂe(Z,Sabf?)daf ﬂe[l,m 73]0 = 1,23335ea
0,8a 0,8a t2 at2 tS 0,8a 4 l
Ry = [0 q(t)dt =/0 Be(at + E) dt = fe [T + E]D = 0,40538ea v v v v
0,8a
! 3,424 5,22
Re= [ awdu= (2F25) gea? x a = 4.320e 1
0 2
a a 2 3.a
Rq= f g(v) dv = [ Be(5,2242 + 1,8av — 0,40%) dv = fe [5,22(1% +18% 0,4”—] X
o o 2 3o o 1 |
= 5,9867ea” 1 T e AN
G ;
Re = [6,62+ %(7,627 6,62)] Bed® x 2a = 14,5733 Fed®, | a | a J | | |
| | i
em que as formulas da Fig. 17 foram usadas no cédlculo de R.. Finalmente | J J L | J
s ! I N * ]
Ryers, = 2(Ra — Ry, + 0,8Rq) + Re = 25 8083ea® = V. ] |
_ Fig. 18: Segoes delgadas usuais.
Ao qa A= qa a5 =0 A= 2(1‘_&
) 3 ds 3
7 q d5 q
=0
a a a |
Fig. 17: Céalculo de areas. i‘ﬁtufa
_ l G 1 G l G
As regras de variagio de S estabelecidas no exemplo acima sdo vélidas para qualquer v v Vv
secao aberta formada por trechos de espessura constante. Assim podemos obter a forma do
diagrama e o sentido das tensdes para as se¢fes usuais mostradas nas Figs. 18 e 19, ou mesmo
para as secdes mostradas nas Figs. 20 e 21. As secdes na Fig. 21 apresentam S = 0 em pontos : — .
intermediarios e sdo problematicas para a regra de fluxo. = - - - Bl = =
gn L L
angente -
{ e L e nao-nula L G | Tangente
L L A l 1]\ nula
[P b ] [
__{‘—,"—J '__—,{___,_-
Fig. 19: Secoes em “C.”.




Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Outubro de 2014 23 24
z
[
s
T
=}
| F i
G G G : tribicio das
Exemplo 5 Determine a distribuicdo das 3 y
l tensoes tangenciais para a segao transver- G
4 v 4 sal ao lado. E dado o momento de inéreia !
— —— =]
I, = Hfea® [Diogo|. 4 =
3a 3a
L*‘ ’_’J v v v F La‘LT‘LT‘La‘!
| | L ‘ | : _
L J | r ;}L—”J Fig. E5: Se¢éo delgada.
G LG _
| | | | | | e Calculo do fluxo (¢ = S, B=V/1,).
| | v v g ! Uma vez determinada a forma do diagrama em cada trecho (linear ou parabélica), obtemos os
valores absolutos de ¢ nos cortes da figura ao lado.
Fig. 20: Outras se¢des.
z
Sl =0 = q =0 0 ’
Sy = ea x g: %eaz = qQZ%ﬂeaz 1
g =0 & _ a . 3 2 . 3 2
/ 5 \ Sz = —3ea x 5= "5 = @ = Eﬂea . s |G y
i ; ‘ Sy=583—eax2a= —gea2 = U= g.@EGQ
G . | G - ; 55:54—2eaxa=—1?ea2 = q5=1—21,ﬁea2
g g T2 75 2 : <3
Vv | Vv | SG=S5+2eaxa=—§ea = q2=§,ﬁea 4
(Abertu.ra) 5 = o+ gea < %a=0 —~ =0 (simetria) Fig. E5-1: Cortes longitudinais.
S N S i DN e Diagrama das tensdes tangenciais (sentidos indicados no diagrama), 7 = g, 8= 1—?6%
- LJ J | | LJ J
1% V
L [ G J J [ L G J J =0, 5 = 38,8 x 1075, s =142,2 % 1073 —,
AT | A | L | v v v
L | I 0 | | | 0 T =129x107°—, 73 = 90,5 x 107°—, 6= 90,5 x 107°—.
N | s N S, L ea ea ea
Fig. 21: Secoes em que S se anula.
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IR

b3 =1

q (Bea?) Resultantes
z R i
L 90,5/ — |
P D ¢
b T S
L o
{ ;e Y 142,2 tlz,g R —
b R e
l ov Rq b [ Ov v
I N |
1 \ !
b L\
.“\ /"% é:_ 90"5“\‘_/‘.{;8,8 ‘

Fig. E 5-2: Diagramas de fluxo e de tensdo tangencial.

e Calculo das resultantes nas paredes (Fig. E 5-2)

Trabalhando com o fluxo ¢ nas paredes e empregando as férmulas da Fig. 17, temos

107 7 49
Ry = 5(5 X Z‘a),@eaz = E,@eaa

Ry = [Z x 4a + g(g fz) 4(1] Bea® = %ﬁeae': %V

2 3\2 2
1703 2 B, 3
Rcf§(§+§)axﬁea 75,@60,
3a $ as?  $37%
Rd:/O ﬁes(a.fﬁ)dS:ﬁe[ng]O =0

2 Centro de Cisalhamento de Secoes Delgadas Abertas

O estudo das deformacées de uma barra em balanco com se¢ao em 17 sujeita a seu peso préprio

traz algumas surpresas. Com a se¢io em pé, a extremidade da barra apenas translada, mas

com a se¢ao deitada, a extremidade também gira como mostrado na Fig. 22-b. O que provoca

o giro da segdo? E por que ele ocorre no sentido horario na figura? Essas sio perguntas

importantes no caso de de secoes delgadas abertas, para as quais a rigidez a tor¢do é muito

pequena.

Para entender os comportamento da barra, precisamos examinar as resultantes de forga

e momento das tensoes tangenciais. A distribui¢io uniforme da massa da barra faz com que

a forca peso passe pelo centro de gravidade da secdo. Por outro lado, o ponto de aplicagao

da resultante V' das tensdes tangenciais depende da distribuicao das tenstes. Da Fig. 23,

26

concluimos que os sistemas s6 serdo mecanicamente equivalentes se a forca peso tiver a mesma
linha de agdo da forga cortante. Isto ndo ocorre para a secio deitada e, consequentemente,
aparece um momento de tor¢ao que tende a girar a se¢do no sentido horario como mostrado
na Fig. 24.

a tor¢do quando comparadas com as se¢oes delgadas fechadas ou as se¢bes macigas. Desse

_
.q |
N
()] 1|
U|/
rl
(]

Gy
g 1
iy
£ 1| Translacao Translacio e
i| da secdo giro da segao
(a) (b)

Fig. 22: Barra com sec¢io em ‘T submetida ao peso-proprio.

([ -8

’ |
{ Linha de agao
! da resultante

Linha de agao
|‘/ da resultante

Fig. 23: Sistemas Mecanicamente Equivalentes.

O efeito descrito é importante nas sec¢oes delgadas abertas pois elas possuem baixa rigidez
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PP
‘\c&:Pde
pP
‘ _‘c
G G

My gira a secdo
no sentido hordrio

ey

Fig. 24: Esforgos solicitantes na sec¢ao deitada.
modo, as rotagoes podem facilmente ultrapassar os valores limites estabelecidos em normas.

Definigao 1 (Centro de Cisalhamento C)
“O centro de cisalhamento C é ponto da secéo transversal que goza da seguinte propriedade:

quando a resultante das tensdes tangenciais que agem na secdo por ele passa, em qualquer

direcéo, ndo se verifica rotagio da se¢io em relagio as se¢oes vizinhas” [van Langendonck (1967)].

Assim, o centro de cisalhamento corresponde ao ponto de intersecgio das linhas de acdo da
forca cortante V' para as quais ndo ocorre a tendéncia de giro da se¢do e, portanto, o momento

de torcao é nulo.

Vy
_ = __ "
Gl l
Vz — f*f*fﬂGf-(_Vy
€|
|

Fig. 25: Centro de cisalhamento.

Nota 6 Demonstra-se que o centro de torcdo, centro de rotagao no plano da se¢iao quando a

barra é submetida apenas & tor¢ao uniforme, coincide com o centro de cisalhamento.

No caso de segbes duplamente simétricas, a determinacdo de C é trivial pois ele coincide
com o centro de gravidade G, Fig. 26-a,b. Nas se¢bes formadas por paredes retas em que as
linhas médias concorrem num unico ponto, C coincide com esse ponto, Fig. 26-c¢,d. Outro
caso particular é o das segoes formadas por paredes retas com um eixo de simetria e serd

examinado a seguir, Fig. 26-e.
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| R ; N A | R
c=ag C=G C ‘ G
S PR A o
Fp | F | F3
Rany N | B
(a) (b) (c) (d) (e)

T

2 51
Exemplo 6 Determine a distribuigéo das 2e il
tensdes tangenciais para secio transversal G 4 _63&
ao lado considerando uma forca cortante 1 | e | «
para baixo. Determine também a posicio
do centro de cisalhamento em relagido a € =
alma da secdo. T

3a

Fig. E6: Se¢do delgada.

SOLUQAO

(a) Propriedades geométricas da ST (e < a) 2 3a .
3_ y
A = 8ea + 8ea = 16ea, z 3|
> A 6Bea x 1,5a + 2ea x 3a

tg = = = 0,9375a,
6= 54, oo 0,9375a, Jdole v

2a

~0

2e
2e(4a)? 3 3 o ea® 3a 1
I, = —ae > — +4ea| —
Y 12 +2 130¢ +3ae(2a)°| + 2 12 + ea 5 .

32472414 5 118 4
=—¢a’ = —ea".

3 3
(b) Diagrama das tensoes tangenciais

Fig. E6-1: Cortes longitudinais.

Esbocada a forma do diagrama, podemos calcular os valores de S;, ¢; e 7; nas
extremidades dos trechos, Fig. E6-1. A determinacao de 7; é imediata a partir de

i, v v
_ Y& _g3g & g.
Sz - 551 T = b,,, - bl « %Eaﬂsz.
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5 3 3 5 _ 3V 3 5 1%
51 =ea x 2a.— gea = 7= % 118¢a3 2ea. = 0,0381m,
G _ 3 _15 o 3V 15 o v
So =51+ 3ea x 2a = 5 €0 = To= o % 118ea3 2 &% = 0.19078(1.
= & 15 4 _ 3V 15 5 v
83 = SQ = D) ea = ™ = % % 118ea3 2 ea” = 0,09538(1,
5 _ & B @ 2 _ 3V @ 9 K
Sy = S3+ dea X a = 2 eq = Ty= % x 118¢a3 2 eq” = 0,1462ea.

15 3 0,1907

e e T oo

— ————; 0,0953 —_—

| 1

| |
i Do o e
| |

= 0,0953 T

—
@
[N
X
=
o2
o0
—

7 h 0,1907
Fig. E6-2: Diagramas de fluxo e tenséo tangencial.
(c¢) Célculo das resultantes nas paredes

Trabalhando com o fluxo ¢ representado na Fig. E6-2, obtemos as resultantes
indicadas na Fig. E6-3,

@ @ 52 as? £ 2
Razf ff(s)ds=f Be(as + =) ds = fe | — + —| = % [ea® =0,0170V,
Jo Js 2 2 "6, 3
13 15\ o 2. 4
Rb—2(2+ z)ﬁea % 30 = T-fea’ = 0,3432V,
CT[2/28 15\ 15\, 122, 4
Rc*z[(g(g 2)-1- Z)ﬁea ><2a]7 o-fea® = 10340V

E podemos verificar a resultante na direcio vertical,
Ryert. = Re — 2R, = 1,0340V — 2 x 0,0170V = V.

(d) Calculo do centro de cisalhamento

30

Exemplo 7 Determine a posicdo do centro de cisalhamento para a ST do Exemplo 4 na

—_—
Ry

Fig. E6-3: Resultantes e centro de cisalhamento.

O conhecimento do momento de inércia I, facilita a determinagéo de C e permite
a verificacdo da resultante, mas ndo é imprescindivel como mostrado abaixo.

e [, conhecido — As forgcas R; nas paredes devem constituir um sistema meca-
nicamente equivalente ao da forca cortante V. Para tal, os correspondentes
momentos em relagio ao ponto O devem ser iguais,

Vd=2R, % 3a+ 2Ry x 2a = 6a x 0,0170V +4a x 0,343V = d=1475a.

e [, desconhecido — O somatério de momentos do sistema das forcas R; deve
ser nulo em relacio a C

3R, x (3a+d)+ 2R, x2a— R, xd=0,

2% §56a3 * (3a.+d)+2?7ﬁea3 x4a—%ﬁea3 xd=0 = d= %a = 1,475a.

pdgina 18.

SOLUGAO
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As seguintes forgas nas paredes foram calcu-
ladas anteriormente,

R, = 1,233383ea® ‘ v
Ry, = 0,40530ea® S 125
R =4,32003ea® .0
,,,,, R,
Rq = 5,98673¢a® AN c C
_ 3 O/'\F
R = 14,5733 8ea’. |l - 05(c - 0.750)
O ponto O, distante 0,75a da alma, é um Ry 0,75 4

polo conveniente pois evita o edlculo dos mo-
mentos das forgas inclinadas.
Como visto no exemplo anterior, a posi¢io -—
de C pode ser calculada com ou sem o co- s lRa

a _|' 0,6a

nhecimento de I,.
Fig. E7-1: Equilibrio de momentos.

0,8a
—
\
(2]

e [, conhecido — Os somatérios de momentos em relacido ao ponto O devem ser
iguais para que os dois sistemas sejam mecanicamente equivalentes,

Vid=—2(Rs— Ryp)(1,6a+ 0,75a) + R, x 3,6a +2Rq x 0 — R, x 0,754,
d=0,0283¢ = ¢=0,75a+0,0283a = 0,7783a.

e [, desconhecido — O somatdrio de momentos em relagao ao centro de cisalhamento
C deve ser nulo,

—2(Ra — Ryp)(1,6a+ ¢) + R % 3,6a —2Rq(c—0,75a) x 0.8 — Re x ¢ =0,

 —20,0864a

55,808 = 0,7783a.
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