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1 Propriedades Geométricas das Figuras Planas

Antes de iniciar o estudo geral da flexdo de barras, convém examinar algumas caracteristicas

das secoes transversais. As caracteristicas que nos interessam sio as propriedades geométricas
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das figuras planas que aparecem na deducao das expressoes das tensoes normais e tangenciais
que atuam na secio transversal (ST).

Intencionalmente, evitar-se-a o emprego das letras z, y e z para designar os eixos usados
nas defini¢des e exemplos. Essas letras serdo reservadas para o eixo da barra e os eixos centrais
de inércia da ST.

Nos itens a seguir, os eixos s e t sio dois eixos perpendiculares quaisquer. A adicao da
linha ()" a0 nome do eixo indica um eixo paralelo passando pelo centro de gravidade da ST
(Fig. 1).

t t=t—tg

s =5 —sg

C(sa, tc) \

Fig. 1: Secéo transversal. Elemento de drea dA.

1.1 Area A

A drea de uma figura plana é definida pela integral:

— 2
A= \ﬁi 2] (1)

em que dA representa um elemento infinitesimal de area conforme mostrado na Fig. 1.

Nota 1 A letra A é usada para designar tanto a drea da figura quanto o dominio de integracio

nas expressoes definidas nesta secio.

1.2 Momentos Estaticos S;, S;

Os momentos estdaticos da figura em relagio aos eixos s e t sdo definidos, respectivamente, por

Ss = \ tdA,
A

Sy H,\amab. (L3 (2)
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Os momentos estdticos sdo também denominados momentos de primeira ordem de drea da
figura plana.

Nota 2 Repare na troca das letras que designam o eixo no subscrito e a coordenada no

integrando. Ela ocorrerd na maioria das definigdes.

1.3 Centro de Gravidade G(sg,tq)

O centro de gravidade é o ponto de intersec¢io dos eixos em relagio aos quais o momento
estatico se anula. Assim, para o eixo § passando pelo centro de gravidade G e paralelo ao

eixo s, tem-se por definicao:

Sy =0 = ou\?&u\@L&iu\zm|\8§umﬂ5>
A A A A

Logo, a coordenada tg do centro de gravidade é dada por

g =

N

Procedendo de modo andlogo com Sy, obtemos a outra coordenada:

St
sg = M

Translagao de eixos As expressoes acima fornecem a posicdo de GG, mas também podem
ser usadas para calcular o momento estdtico em relacio a um eixo genérico § paralelo a s’
uma vez conhecida a posicao de G,

onde g é a ordenada de G no sistema de coordenadas (3,7).

Exemplo 1 Determine a ordenada

do centro de gravidade G de um '

tridngulo cuja base estd sobre o eixo ?&h = bt) dt

s. S@o conhecidas a altura h e a base 4 IIJW dt

b do tridngulo. o s
I b |

Fig. E1: Tridngulo.
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lg =

h
3

Decomposicao Algébrica da ST em Figuras Planas Elementares

Como o momento estdtico é uma integral de uma funcio continua no dominio A, ele pode
ser decomposto em uma soma de integrais. Por exemplo, conhecidos os momentos estéaticos
do retangulo e do tridngulo, os mesmos podem ser usados no calculo do momento estitico de

um trapézio (Fig. 2).

\: ;bw % mh

t ta t3 ta|,

() (b)

Fig. 2: Decomposicio da ST.

.WMH\HQ\#H\ HQ\#‘T\. m&bH\ mmﬁ\\. tdA
A A Ag Az A

' s

(a) (b)
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Se os centros de gravidade das figuras forem conhecidos o cdlculo resume-se a

Exemplo 2 Determine
a posicao do G da secio
transversal (medidas em

mm).

Exemplo 3 Determine G(sg, tg) para o setor

circular de raio R e dngulo 6.

Se = Ayly + Agty = Agty — Ayly.

v~

(a)

v

(b)

Gs

______4§

- |

Fig. E2: Decomposicio.

G = (25,00 24,23)

(S

A=A = [As| + | A3

Fig. E3: Setor circular.
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SOLUQAO Por simetria, tem-se sg = 0. Um | Assim,
modo simples de obter tg faz uso de um setor , .
elementar dA em coordenadas polares A \ 7 R? d Twmog 2 R?9
t = —da= | — = s
,ftda -8 2 2 s 2
R
dA 3
cE 2 (2 R?*da R? L
Gl & Sy = \Mm Awmnomquﬂ 3 Tmn&ww
7 5 R3 ﬁ 0 ! 2R3 ¢
0 = — |sen- —sen(——)| = ——sen -
nm_ma 3 2 2 3 2
s Resultando,
0]
S, 4Rsen?
2 ta= 2 = 2. A
da = BRda) R de =4 30
2 2
2
tgr = wx COS .

1.4 Momentos de Inércia

Trés tipos de momentos de inércia de area, também chamados de momentos de sequnda ordem,
podem ser definidos: o axial, o centrifugo e o polar de inércia. Quando o tipo ¢ omitido, o

termo momento de inércia usualmente denota o momento axial.

1.4.1 Momento Axial de Inércia [, I;

Os momentos axiais de inércia sdo definidos em relacao aos eixos do sistema de coordenadas:

mu\mmm
A

Nota 3 Uma caracteristica importante do momento axial de inércia é que ele é sempre posi-

— 2 4
I = \; 2dA 4] 3)

tivo.
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Exemplo 4 Determine os momentos
de inércia do retdngulo em relacao a
um eixo s passando por sua base e um

eixo &' paralelo a s e passando por G.

Exemplo 5 Determine os momentos
de inércia do tridngulo em relagio a
um eixo s passando por sua base e um

eixo s paralelo a s e passando por G.

SoLugAo Do Exemplo 1, temos

dA = b(t) dt = m@ —t)at.

=1

dA = bdt

0 b

Fig. E4: Retangulo.

dA =b(t) dt
=b(t")dt’

Fig. E5: Triangulo.

Inserindo na expressdo do momento de inércia em
relacdo ao eixo s,

b h
\m%_u\\ (ht? — %)
A h Jo

N LG U
hl3 4], h|12

I,
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2h 2
3 s 2ht!
ruﬁ. ?n\%inm ; ww_ —* ) ar
A ~3
2h
Em relagio ao eixo s, b m\:am @\m B
“h| 9 4
F _h
dA = b() dt' = b AW - @ ar', o
n\3 e [B4=48+843
= 12x81 |
27
=bh3 | =
Tm X mL
bh3
Io=2v
36

1.4.2 Momento Centrifugo de Inércia Iy

O momento centrifugo de inércia, também denominado produto de inércia, em relagdo a dois

eixos perpendiculares s e t é definido por:

Iy = \ stdA [LY] (4)
A
t
t
dA
Exemplo 6 Determine o momento centrifugo A <\
do triangulo retangulo em relagio a eixos pas- — PG de y
sando pelos catetos de comprimentos b e h. O g
S
0 b

Fig. E6: Triangulo retangulo.

SoLUgAo

ho rb(t) horp.21p(h—t) 2 h
\ &%_u \ \ &%&u \ TW_ &u m.|w Sﬁwwiwimv&
> cc cMc m_ac

_ B[ om® et w2 1) b [6-8+43
 2K2

H.wn

2n2 2 3 4, 2 [2 34 12
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%%
Iy=——.
67 Ty

Nota 4 O momento centrifugo de inércia pode assumir valores positivos e negativos depen-
dendo da posicao da figura plana em relagio aos eixos s e t, Fig. 3-a. Quando a érea abrange
mais de um guadrante, normalmente é possivel estabelecer o sinal do momento antes de
calcular seu valor. Para isso, consideram-se as areas nos quadrantes positivos e negativos,
avaliando-se as distdncias dos respectivos centros de gravidade a origem dos eixos. Para o

triangulo na Fig. 3-a, por exemplo, tem-se [y < 0.

t v b2
Tgp = ———
72 a4
Iy >0 @ W/ @
/ /)
3 5 N

@\/
oo ) ® o\ @~
1
(

<0

a) (b) (c)

Fig. 3: Momento centrifugo: (a) e (b) avaliagio do sinal, (¢) eixo de simetria.

.

Nota 5 E facil demonstrar que o momento centrifugo é zero em relagdo a um eixo de simetria
da figura plana (Fig. 3-c). Para cada elemento de drea dA de um lado do eixo de simetria

existe um elemento idéntico do outro lado do eixo,

?H\v .@ab._.\ stdA = s
Ay Az Aq

1.4.3 Momento Polar de Inércia I,

t|dA +\. s(—[t))dA=0.
Ay

O momento polar de inércia corresponde ao momento de inércia em relagio a um eixo normal

a figura plana e passando pela origem,

I, = \\, r?dA Y (5)

em que r € a distdncia ao centro O do sistema de coordenadas, Fig. 1.

10 Edgard S. Almeida Neto [versao preliminar| Setembro de 2017

Nota 6 A relacao entre o momento polar e os momentos axiais de inércia em relagio a um

par de eixos perpendiculares é dada por

_fu,\Q.Smu\@wif@u_ﬂlp.
A A

Exemplo 7 Determine os momentos ¢
axiais de inércia do circulo em relagio dA = 2rrdr
a eixos passando por G.

dr

Fig. E7: Circulo.

TR*  aD*

I = J = ="—
P P 2 32
mR* «wD*

I, = L=L=""=-"—"_
tT g 64
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Exemplo 8 Determine a posi¢cio do
centro de gravidade de um quarto de
circulo situado no primeiro quadrante
e os valores dos momentos de inércia
an [§] M.w‘

SoLugAo  Posigao de G:
2
A= %, dA = (rda)dr
IR
muu.\mmm_u‘\ ﬁ\ Q.%:QVQ.&;QQ
A o LJo
\m TJN ﬁ mwoomQﬁ
= —| senada=|————
o L3Jo 3 Jo
R3
=3
\o o Se_AR
T AT 3

Por simetria, G = (42, 48),

1.5 Raios de Giracao ig4, i

11

dA = rdadr

Fig. E8: Um quarto de circulo.

T R
m&H.\muth‘\m.\ (rsena)(rcosa)rdrda
A o Jo

7 (R
H\ ,\ r3sen acos a dr da
o Jo
™ R
2

H.\ _HWQ mmszaQ
b L4y 2

b|g IoOme mlm_
4 ], 8

1

»

I

I
;""“1
4
)
o
S
Il
[
R
Il
E

onde momento de inércia do circulo foi usado no

calculo de I;.

Os raios de giragdo em torno dos eixos s e t sdo definidos por

I

A

iy =

. 1

em que [, e I; s3o os correspondentes momentos axiais de inércia, e A é a drea da figura.
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2 Mudancga de Eixos

2.1 Translacao de Eixos

Problema Tipico: Conhecidos os momentos estdticos e de inércia em relacio a dois eixos
perpendiculares s’ e t' passando por G, determine os valores dos momentos em relagido aos
eixos s e t paralelos aos anteriores'.

t ¢

sG 8 m\+mo

t' +ta

-
Il

[Ze]

o]

Fig. 4: Translagéo de eixos.

Com base na Fig. 4, as expressoes de S,, [, e Iy podem ser colocadas em funcao das

coordenadas &' e t/,

S, =
(7)
I, =
I, = Iy +t&A. (8)
Analogamente,
I = Iy + s A (9)

1 As férmulas de translagio dos momentos de inércia sio conhecidas como teorema de Steiner.
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Momento centrifugo,

H.wn =

7 Iy = Igp + sgtgA. hu—ov

Nota 7 Em um mesmo problema, as Eqgs. (8) e (9) sfo usadas primeiramente no cdlculo de
Iy e I; das sub-dreas e, posteriormente, no de Iy e [ da secdo como um todo. Ao invés
de recordar os sinais nas féormulas, uma vez que elas sio usadas nos dois sentidos, é mais
interessante lembrar que o termo mais a direita é sempre positivo. Assim, toda vez que uma
figura plana afastar-se do eixo passando pelo seu préprio centro de gravidade o momento axial
aumenta, e vice-versa:

I =14+ t3A.

~——
IT

Nota 8 Ao contrario do que acontece com os momentos axiais, os sinais de sg e tg sdo
importantes na translagio do momento centrifugo. Uma maneira simples de verificar o sinal
de I consiste em prestar atengao nos quadrantes ocupados pela figura apés a translagao (ver
Nota 4).

Exemplo 9 Calcule Iy, Iy e Igp

para a secio da figura (medidas em

15

cm).

30

O
30

Fig. E9: Translacao.
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I, =142312,5cm?, Ty = 75937 5cm?, T = 0.

Exemplo 10 Determine o momento centrifugo do tridngulo retdngulo do Exemplo 6 em

relagdo aos eixos passando por G.

SoLUgAo

b2 h? bhbh 3-4 b2 h?
Iyw =lu—sateA =3 —gg5 = 'R = | lw=—-"
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tp)

o]

Fig. 5: Rotacio de eixos.

2.2 Rotacgao de Eixos

Com base na Fig. 5, podemos deduzir as relagfes entre as coordenadas nos sistemas Ouv e

Ost,

uw = scosa + tsen o

v = —ssena +tcosa, (11)

em que o angulo a é medido no sentido anti-horario a partir do eixo s. Introduzindo a Eq. (11)2

na expressao do momento de inércia em relacao ao eixo u,

I, =

E lembrando que,

1 — cos 2a
sen 2 = 2sen « Cos @, sena = —
1+ cos2a
cos 2a = cos®ar — sen’a, cos? o = —
Tem-se,
I+1; I—1
I,="2""t 125 “ting2a— Iysen2a. (12)

2 2
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Introduzindo o angulo « + § na Eq. (12), obtém-se a expressio para o eixo v,

L+1, I,—1
_Lthe L=k o + [ sen 2. (13)

L
2 2

Note que a soma dos momentos de inércia em relacio a um par de eixos perpendiculares é
constante,
I, + 1, =1+ I =1,

Substituindo os valores de u e v dados pela Eq. 11 na expressio do momento centrifugo

de inércia, tem-se

Hﬁd =

ou,

Ly = ———sen2a + I cos 2a. (14)

Exemplo 11 Determine os valores
de I, I, e I, para os eixos indica-

dos na figura a partir dos momentos

12

de inércia em relacdo aos eixos s e t

(medidas em cm). v 450

Fig. E11: Triangulo isdsceles.
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I, = 864 cm?, I, = 6048 cm?, T = —1728 cm™.

3 Momentos Principais e Momentos Centrais de Inércia

Fixado um ponto Q), deseja-se determinar os momentos de inércia axials extremos (maximo e
minimo) em relagdo a eixos passando por esse ponto.
Recordando a Eq. (12),

L+1, I,—1
Ta)= 2ttt L=l

5 7 cos 2a — Iy sen2a,

tem-se 1.
ﬁa|= = —(I,— I,)sen 200 — 21, cos 20 = 0. (15)
1o
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Fig. 6: Pesquisa dos extremos de I,.

resultando a condicao

—21
tan 200 = ——— 16
an 2oy I (16)

cuja solucio fornece as dire¢oes de dois eixos perpendiculares denominados eizos principais

de inércia. Substituindo na expressio de I,(a), e levando em consideracio que

1 tan 2
sen 2o = £ an s

cos2a =+

V1 + tan? 20 V1 + tan? 20

obtém-se os momentos principais de inércia,

&.wa _ Hm ATH«

1
.HE?._ 2 ﬁ .Nw

No caso particular em que a origem dos eixos coincide com G, os momentos de inércia sdo
chamados de centrais-principais ou simplesmente centrais®, e os eixos correspondentes, de

eizos centrais de inércia.

I Iy + Iy Iy —I\?
L == - — +IZ,. com I > [ (18)
sendo,
Iy — 1T Iy — I
tana; = &.m‘;..w_ tan ap = &.m‘;..w AHQV

2Em [1, p. 88|, Telemaco van Langendonck adota momento central, nomenclatura que serd usada neste
texto.
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Os eixos principais sao perpendiculares, o que pode ser demonstrado examinando a Eq. (16),

—2I4
tan20 = ———,
Hm - &.u
cuja solugdo tem a forma 2q+ na. Dividindo por dois, obtém-se a periodicidade expressa em
termos do angulo a: « + 4.
Uma propriedade importante é o fato do momento centrifugo ser nulo em relagio aos eixos

centrais. O exame das Eqgs. (15) e (14) fornece

17,
o _ —21 =

— = L = 0.
da

A propriedade é valida nos dois sentidos, portanto eixos perpendiculares passando por G e

com momento centrifugo de inércia nulo sdo eixos centrais.

Propriedades dos Momentos de Inércia

E interessante reunir algumas das propriedades dos momentos de inéreia.
1. Os eixos principais sdo perpendiculares.

2. A condicdo necessdria e suficiente para que um par de eixos passando por G seja central
é que [, seja nulo.
Eixos centrais <= I, = 0.

3. Ip é nulo em relagdo a um eixo de simetria. Portanto, todo eixo de simetria é um eixo

central. O outro eixo central é perpendicular ao de simetria e passa por G.

u é eixo de simetria = wu € eixo central.

4. A soma dos momentos axiais de inércia em relagdo a qualquer par de eixos perpendicu-

lares no plano da figura é constante.

L+ L=I+1=05L+ .

5. Para as figuras planas com mais de um eixo de simetria e Iy = Iy (A O etc.), todos
os momentos centrais de inércia sao iguais e todos os eixos passando por G sio eixos

centrais de inércia.
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Exemplo 12 Para a segao transversal ao lado,

determine:
a) a posicio do centro de gravidade G; t
b) os momentos de inércia e o momento Medidas em cm ©
centrifugo em relacio aos eixos s e (; -
¢) os momentos principais de inércia em «
i
relacio a eixos principais passando pela ori-
gem O do sistema de coordenadas; s
Ol 12 | 6 | &
d) os momentos e os eixos centrais de inéreia v -
da segao. Fig. E12: Secéo transversal.
SOLUQAO A resolucdo faz uso da decomposicdo indicada na Fig. E12-1.
A | S
G m m ! |
18 G — , _ _
ol G | T Ga f12 |
© 1@ m | |
30 6 18 - s 6
Fig. E12-1: Decomposigao da segao.
a) Posicdo do centro de gravidade
A1(15,9) = 30 x 18 = 540 A=A — Ay + Az = 360 cm?
A;s; 540 x 15— 216 x 15 + 36 x 22
A(15,6) =18 x 12 =216  sg = Mﬁ _ mmm X 157em
6x 12 Ait; 540 x9—216x 6436 x4
A =" = = = =
3(22,4) 2 36 ta 1 360 10,3 cm

As coordenadas do centro de gravidade sdo G(15,7;10,3).

b) Momentos de inércia e momento centrifugo em relagfo ao sistema Ost

As férmulas do momento de inércia encontram-se na Fig. 7. Adotando os eixos indicados nas
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figuras, temos A Eq. (18) fornece os momentos centrais de inércia,
S - = 1 - ’
L ; + B AMW _ Homww,mﬁwmwmﬁm”w AHomww,mm wmmwﬂmv +(—1515,6)% = 23475,6 4 12041 1.
s = 2
3 3 3
_30x18" 18x12 " 6 x 12 Portanto,
3 3 12

Iy = 36416,7 cm®, I, = 10534,5cm*.

= 58320 — 10 368 + 864 = 48816 cm*
Enquanto a Eq. (19) fornece os angulos dos eixos centrais,

‘ - M + & tan o = ly—h = 17,02 = a) = 86,6°
.Nn = Hu:w\

3 3 3 Iy — I
— 18 x 30° _ (12x 18 +216 % 152 ) + 12 x 6% + 36 x 222 tanag = H|w = —0,0588 = ag = —3,36°
3 12 36 st
= 162000 — 54432 + 17496 = 125064 cm’ O centro de gravidade e os eixos obtidos estdo indicadas na figura abaixo.
S in=R s 4 e 4O
H.ww = _ ,_
62 x 122
= (04540 % 15 % 9) — (0 + 216 x 15 x 6) + g +36x 22 x4
= 72900 — 19 440 + 3 240 = 56 700 cm* o
G - Lv@
¢) Eixos principais de inércia passando por O -
A Eq. (17) fornece os momentos principais de inércia, Aﬂﬂﬁr =
S
N-.:&N - 2 —
AH WH hmmgwsmog# Apmmg memom#v + 567002 = 86 940 = 68 325,17 0
min ﬁ_w \
%
Logo,
Tgx = 155 265,17 cm?, Inin = 18 614,83 cm™. Fig. E12-1: Eixos centrais de inércia.

Expressoes andlogas &4 Eq. (19) fornecem os angulos dos eixos principais em relagdo ao eixo s,

Io— I s
tan e = £ = 1,877 = Omax = —61,96°
st
_ I — I _ _ o
tan appn = m‘n =0,5326 = amax = 28,04
&

d) Momentos e eixos centrais de inércia
As Egs. (8) a (10) levam aos momentos de inércia em relagio ao sistema Os't/
Iy = I, — At} = 48 816 — 360 x 10,32 = 10 623,6 cm®
Iy = I — As = 125064 — 360 x 15,7% = 36 327,6 cmi*
Top = Iy — Asgta = 56700 — 360 x 15,7 x 10,3 = —1515,6 cm®
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4 Problemas

Formulario

A Fig. 7 condensa a maior parte das féormulas deduzidas neste capitulo.

!
h 4 h s’
-3 ﬂ S
b b

bh? bh® 2 4R
Iy == Iy =3¢ L PR A==R to =3
P Lo [ T
*T 73 T2 YT T T3

Fig. 71 Férmulas usuais.

Problema 1 Para as sec¢oes de mesma area e altura indicadas na Fig. 8, determine a posigio

do centro de gravidade, os momentos centrais de inércia e as direcoes dos respectivos eixos.

Medidas em mm

9 3 9 3 18 ,

27
24

Fig. 8 Problema 1.

Problema 2 Determine a posi¢io do centro de gravidade, as diregdes dos eixos centrais e os

momentos centrais de inércia para as secoes indicadas na Fig. 9,

24 Edgard S. Almeida Neto [versao preliminar| Setembro de 2017

Medidas em mm
12 36 ) &
T 1
—F
t 3
t
&
=
0 g i
s o | 3a ‘_m 3a J
(a)
(b)
3
—F
=
3a ,_ 3a (d)
(c)

@

0]

O O
O
/\/

(e)
Fig. 9: Problema 2.
Problema 3 Determine a posigdo do centro de gravidade, as diregoes dos eixos centrais e os

momentos centrais de inércia para a segio transversal da figura. As medidas na horizontal

referem-se a pontos situados na linha média da parede da ST.
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Fig. 10: Problema 3.

26

Respostas

0
G(0;20,0625)

A= 144mm’

I; = 129414 mm*
I = 2376,0 mm*
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0

C(5,4375;9,9375)

| 1 =

k-

A= 144 mm?

I} = 152332 mm*
Iy = 2954,7mm*

0
G(0;15,0000)
A =144 mm?
I, =16632,0mm*
I = 918,0 mm*

Fig. 11: Respostas do problema 1.

(G(21,231;10,154)
A= 936cm?

I = 171253 mm*
I> = 32650,7 mm*

Fig. 12: Respostas do problema 2-a.

(0}

G(3a; 3a)
A=27d%

I = 101,25a*
I = 33,75a%

Fig. 13: Respostas do problema 2-b.
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G(—0,20928a; —0,20928a)

A = 21,502a2
I = 94,463a*
I, = 72,3294*

Fig. 14: Respostas do problema 2-c.

G(0,9492a; 2,50960)

A = 25,635a°
I; = 84,166a*
I = 33,7234

O. da

Fig. 15: Respostas do problema 2-d.

G(0;0)
G 1|  A=2356R?
Q Q I, = 0,6475R*

Iy = 0,6475R%

Fig. 16: Respostas do problema 2-e.
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G(0; —0,0680R)
A =1,1854R?
I, = 9,6926 R*
I = 0,6195R*

Fig. 17: Respostas do problema 3.
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