Deducao das expressoes dos eixos centrais de inércia e

momentos centrais de inércia

Se calcularmos os momentos de inércia para todos os eixos que passam pelo centro de
gravidade de uma secdo, notaremos que em relacdo a um destes eixos (eixo 1) o
momento de inércia I; serd maximo e que em relacao a outro eixo (eixo 2, ortogonal a 1)
o momento de inércia (I;) serd minimo. Estes dois eixos, denominados eixos centrais de
inércia, sdo os importantes para a Resisténcia dos Materiais, e os momentos de inércia
relativos a eles (I e 1) sdo chamados momentos centrais de inércia.

O primeiro passo para determinar os eixos centrais de inércia € analisar a rotacdo de

eixos em uma se¢do, como feito a seguir.

Rotacdo de eixos

Sdo conhecidos:  Sdo buscados:

. IX ° Iu
» X ° Iy o IV
o Iy o Iy

Da figura, tiramos as relagdes:

u=xcosa+ysena

V=Yy cosax —x seno

Assim Iy, Iy e Iy podem ser calculados:



2 2
I, = IAV dA = IA(ycosoc - xsenar) dA = -[A (y2 cos? a—2xy senacosa+x2sen2a)dA =

=cos’ & J.A ysz —2sena cosax JAxy dA +sen’ar JKcsz =1 cos>ar+ Iysenza —2senarcosar Iy

2 2

Iy =Ix cos™ a+1y sen“ar—2senc cosax Iy

Analogamente, para I teremos:

2
I, :jAu dA = cos? aly +2sena cosa Iy +sen20(Ix

2 2

Iy =Ix sen“a+ 1y cos™ o+ 2senar cosar Iy

O produto de inércia em relacdo aos novos eixos sera:
Iy = J‘AJV dA = .[A (xcos a+y sena)(y cosa —x senat) dA =

= JA (xy cos® a+ yzsenacos o — x*senacos o — xysenza)dA = (0032 - senza)lxy

Iyv = (IX -ly )senacosa+ (0032 o- senza)lxy

Assim, para determinar os eixos e momentos centrais de inércia, precisamos encontrar

um valor do dngulo o que leve o momento de inércia a ser maximo (I, = I1) ou minimo

(Iy = Ip). Para isto, é necessdrio reescrever I,, usando as seguintes identidades

trigonométricas:

sen 2a = 2sena cos&

2 14+ cos2a
cos“ax=—"—

2
2 1—cos2ax
sen"ad=—
2
Substituindo em I, = I cos” o+ Iy sen’ar— 2sena cosar Iy » teremos:

- Iy +1 Iy -1
qulx(@j+ly(%)—sen2alx},z X2 y+[ X2 chosZa—IxysenZa

Podemos ainda reescrever I;; como:

+senx cosO{(IX - Iy)



I, +1 I, -1
Iu:-iz—l+fam, onde: f@n:[ Xz yJamZa—Imﬁmﬁa

Como o primeiro termo de I;; é constante, basta encontrar 0 méximo e o minimo de f(o)

para se conhecer mix I; e min I;,. Devemos, portanto, analisar a variacdo da funcdo

f(o).

Estudo da variacdo do bindmio: A sen® + B cos®

O bindmio Asen@ + Bcos@ pode ser reescrito como:

Asen@+ Bcosp =+ A% +B? cos ((p— 0)
A

senf = ——
VAZ +B?

onde: tgd = A
B

cosl = ——
\/A2+B2

De fato, podemos comprovar que a relacio € verdadeira substituindo A e B:

A=vA2+B?senf B=vA%+B?cosd
Asengp+Bcosgp= VA? +B? send senq)+\/A2 +B? cochosq[):\/A2 +B? cos(p—0)

Dividindo a dltima equagdo por A% +B? , temos:

send sen@+ cosd cosp =cos(p—0), o que, da Trigonometria, comprova a validade da

escrita alternativa do bindmio.

Ja provado que podemos escrever o bindémio como A2 +B? cos (p—6), voltemos a

busca pelos mdximos e minimos.

Se cos (p—6)=1, entdo: max (Aseng + Bcose) =vA?+B?
p-0=0= =0

Agora, se cos(¢p—0)=—1, entdo: min (Aseng+ Bcosg) = —| A% +B?
9-0=180°= ¢=6+180°



Determinacido dos eixos € momentos centrais de inércia

Se notarmos que a fungdo f(o) € um bindmio do tipo Asen® + Bcos@, podemos usar os

resultados da andlise do bindmio para obter o miaximo e o minimo de f(a) e,

consequentemente, I e 1.

Busquemos, primeiramente, o maximo momento de inércia (I).

Iy +1 Iy -1
I, = 5 +f() f(a)= 5 cos 20 —Iyysen2a = Asen@ + Beos @
A=-ly

I, —1 I, -1, )
Xy 5 - 2| X"y
B= 5 max f(a) = IXy +[ 2 J
o=2a

2
I +1 I -1

. . o y X y 2
.maxI, =1 = 2 +\/( 2 ] +1yy

Q@ Q@ 0
g =L=tea=tg-=tg—
1 > g gz gz

Usamos, entdo, as seguintes identidades trigonométricas:

— 02l _can2f _1_ 20
cosé = cos 5 —sen” 3 1-2sen >
— 00l
ser1¢9—25enzcos2
26 [
1-cosé@ 2sen” > sen -~ 1—cos@
_ 2 _ 2 _ ol . (o0 _
T 0.0 o &y ;=
sené ZSCHECOSE cos5 sené

-—B
6 1—cosf _ ,/A2+B2_\/A2+B2—B
~ =

Assim: tgo =tg—= = -
VA?+B?

2 senf
Substituindo A e B, teremos:

2
IX—Iy 2 IX—Iy
I +Ixy —
2 2 I -

—Iyy Ly

tgog =




2
I +1 I, -1 _
h=— Y+J( = YJ +1yy” tg0n=I"I 1

Agora, finalmente, determinemos o minimo momento de inércia (Ip).

Através de raciocinio andlogo, concluimos que:

2
I +1 I +1 I -1
minl, =1, = "2 Y+ minf(a) = "2 y—\/( "2 yj +Ixy2

L P_OFISC o 6+180° sen(9 +90°)
272 2 s =8 2 _cos(%+90°)_
3 sen( 2)(:03(90")%— sen(90°)cos(%) 3 cos(%)

[
c0s(90°) —sen(9/ )sen(90°)  —sen(94) _COth o= _COth
Jeor(907)—senl?3) ;

(@)

2
OIS
NN

Da determinagio de tg o1, sabemos que:

(00— I—cos@
2 send

Fazemos, entdo, algumas manipulagdes algébricas, como segue.

1 send —sen@ (I1+cos@) —send(1+cosf) —send (1+cosb)
—cotgZ=— = = = =
2 tgg 1—cos@) 1—cos@ (1+cosh) 1—cos? 8 senZ@
_ ~(1+cos8) —cotgez—(“—COSHJ
send 2 send
_ . -
I, -1 I, -1
y 2 X Y
e I PR e
6 1+cos@ VA?+B% +B \/( 2 j Y ( 2 j
tg &y = —cotg—=— = =] -
2 sené A —Iyy
2
I, -1 I, -1
— 2 2 _IX_IZ
Ly Ly

2
I, +1 I, -1 2 I -1
= y_\/( 2 yJ fhyt et
X




Observagdo:

O momento de inércia € positivo em relacdo a qualquer eixo, e dentre os eixos que

passam pelo centro de gravidade de uma se¢do € minimo para o eixo 2. Assim, Iy é

sempre maior ou igual a I. Portanto, o sinal do produto de inércia Ixy da se¢d@o (positivo

ou negativo) determina em que quadrantes estdo as direcdes dos eixos 1 e 2, conforme

ilustrado na figura abaixo.

<
P<




