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Conteudo

Conceitos basicos
Teoremas de 1 variavel
Teoremas de 2 variaveis
Teoremas de n variaveis

Referéncia: Cap. 4.1 do inicio até 4.1.4 (inclusive) do
livro-texto.




Algebra

. Definida por
* Um conjunto de operacdes validas

« Um conjunto de valores que cada variavel pode
assumir

. Construidas usando simbolos

* Letras: variaveis
« Operadores logicos

. Exemplo: algebra com nimeros reais
- (a+b)«c/a

Algebra Booleana e de Chaveamento

. 1854: George Boole cria um sistema algébrico
baseado em um numero finito de valores

- Nascimento da Algebra Booleana

. 1938: Shannon adapta a algebra booleana para
modelar o funcionamento de circuitos a relés

| @ ¢ Chave aberta (sem corrente): 0 Ple—v os P2
P2

Q » Chave fechada (com corrente): 1 P1

. Algebra de chaveamento: estrutura da Algebra Booleana
guando aplicada para descrever/analisar funcdes logicas

+ Porém, a literatura costuma usar 0s termos como sinénimos (e
nés também...)




Algebra Booleana

. Dois valores possiveis: {1, 0}
Ou {Verdadeiro, Falso}, {V, F}, {on, off}, {alto, baixo}...

. Em outras palavras:

- Sea¥0—a=1
- Sea#¥1—a=0

Algebra Booleana

. Relacao entre Algebra Booleana e Eletrdnica Digital

* Obs.: notacao positiva (V =1, F =0)

Valor Logico Nivel Nivel de Nivel de Tensao
Logico Tensao TTL CMOS (tipo AHC)

F 0 0-08V 0-15V

\Y 1 2-5V 35-5V

N

%

Tensdes reconhecidas por portas l6gicas
(obs.: CMOS AHC compativel com TTL)




Circuitos logicos

. Dispositivos digitais que implementam fungdes

l6gicas.

+ Operam sobre um ou mais sinais l6gicos de entrada

* Produzem uma (e apenas uma) saida, dependente da
funcdo logica implementada

—

Circuito
Logico

Tabela-verdade

- Tabela com resultados para todas as possiveis
combinacdes de entrada

+ Cada funcao tem sua prépria tabela verdade

variaveis de ,
entrada

todas as
possiveis
combinacdes
na entrada

f(X,Y,Z)

“— funcéo

f(0,0,0)

N

f(0,0,1)

£(0,1,0)

f(0,1,1)

f(1,0,0)

f(1,0,1)

f(1,1,0)

RlR|RIFR|IO|O|O|O|X

RlRr|O|O|kR|k|lOo|lo|<

RP|IORP|IO|FR|IO|FR,|O|N

f(1,1,1)

valor de saida

para uma dada

combinacao de
entradas




Algebra Booleana: operacdes basicas

. Complemento (NOT)
Também chamada de “negacgéo” ou “inversao”
Operacdao unéria (i.e., aplicada sobre uma variavel por vez)
Resultado: valor oposto ao valor da entrada

+ SeX=0,entdo X' =1
- SeX=1,entdo X' =0

= Simbolos: = Tabela-verdade = Porta l6gica
X, ~X, X’, =X, (representagao gréafica)
NOT(X) X | X

0 1 X—Dofx’
1 0

Simbolo usado na disciplina

Algebra Booleana: operacdes basicas

. Operacéao E (AND)
Também chamada de “multiplicagao légica”
Resultado: 1 se e somente todos os termos forem 1

= Simbolos: = Tabela-verdade = Porta logica
{. A } (representacao gréfica)
’ XY | XY
0|0 0 X
ol1] o y j}x-v
1|0 0
Simbolo usado na disciplina 1 1 1




Algebra Booleana: operacdes basicas

. Operacgédo OU (OR)
Também chamada de “adi¢ao logica”
Resultado: 1 se gualquer um dos termos for 1

= Simbolos: = Tabela-verdade = Porta l6gica
{ +,V } X1 v Ixey (representacdo gréfica)
0/0| 0 N
0|1 1 v _/J_ —X+Y
1|0 1
Simbolo usado na disciplina 1 1 1

Operadores: ordem de precedéncia

Do nivel de paréntesis mais interno para o nivel mais
externo

1. Complemento de variavel individual (NOT)
2. Operacao E
3. Operagéo OU

Sequéncia de avaliacdo I

NOT>E >O0U J s
Ex: X +YeZ W
;"—)

)

> o > +
2




Teoremas de 1 variavel

(T1) X+0=X (T1') X+1=X — identidade
(T2) X+1=1 (T2') X«0=0 — elemento nulo
(T3) X+X=X (T3")XX=X — idempoténcia
(T4) (X)=X — involugao
(TS) X+X'=1 (T5') XeX’=0 — complemento

= Podem ser provados por inducao perfeita: listando

todas as variaveis
+ Ou seja: basta verificar as tabelas-verdade

Teoremas de 2 ou 3 variaveis

(T6) X+Y=Y+X (T6') XeY=Y<X

(T7) (X+Y)+Z=X+(Y+2) (T7’) (XeY)eZ=Xe(Y*Z)
(T8) Xe(Y+Z)=XsY+X<Z (T8) X+Y+Z=(X+Y)*(X+Z)
(T9) X+XY=X (T9') X+(X+Y)=X

(T10) XeY+XY’'=X (T10°) (X+Y)+(X+Y’)=X
(T11) XeY+X o Z+YZ = XeY+X'Z

(T117) (X+Y)o(X+Z)+(Y+Z) = (X+Y)+(X'+Z)

— comutativa
— associativa
— distributiva
— cobertura
— combinagao

— consenso




(TC) X+X+..4X = X

Teoremas de n variaveis

(T13) (XyoXye o @ X )=X,4X, +. + X,
(T13) (XXt . AX, ) =X, oKy o o X,

(TC’) XeXe ...eX =X — idempoténcia generalizada

— De Morgan

(T14) [F(X1, Xy, oy Xt o)l = F(OX{\ XS, .., X2, 4) — De Morgan generalizado

(T15) F(Xy, X, .oy Xo) = X3 F(1, X5, ooy X,) + Xy *F(0, X, ..., X,)
(T15") F(Xy, Xy, oo Xo) = [X+F(0, X, ey Xo)] * Xy +F (1, X5, ey X,)]

— Expanséo de Shannon

Algebra Booleana: operacdes derivadas

- Circuitos equivalentes, de acordo com Teorema de
De Morgan: NAND ou NAO-E

X ]
Y —

Combinacgédo de inverséo e operacao E

D o {>0 Z=(X-Y)

v Z=X'+Y

(c)

X —
Z=(X-Y)
L Doz

< X
N
n
S
+
=<

From Digital Design: Principles and Practices, Fourth Edition, John F. Wakerly, ISBN 0-13-186389-4.
©2006, Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NJ. All rights reserved.




(b)

Algebra Booleana: operacdes derivadas

- Circuitos equivalentes, de acordo com Teorema de
De Morgan: NOR ou NAO-OU

« Combinacéo de inversdo e operacdo OU

X+Y
i:D Do Z=(X+Y) (€) i:Doi Z=(X+Y)

y
X Do
| 's
v’ Z=X-Y (d) X Z=X"Y"
Y—i >0— Y—=0

From Digital Design: Principles and Practices, Fourth Edition, John F. Wakerly, ISBN 0-13-186389-4.
©2006, Pearson Education, Inc., Upper Saddle River, NI, All rights reserved.

Algebra Booleana: operacdes derivadas

. Operagédo OU-Exclusivo (XOR)
© X®Y = (X*Y) + (XY)
* Resultados (equivalentes)

+ 1 se apenas uma das entradas for 1, 0 caso contrario
+ 1 se ambas as entradas sao diferentes, 0 caso contrario

= Tabela-verdade = Porta logica
(representacao gréfica)

P

Simbolo:
{e} X1 Y | X®Y

R, |O|O
RO |O
O, |~ |O




Exercicios

1. Simplificar a expressao (x+y+z)e(xey’+y*z+x+z’)
2. Calcular (desenvolver) f = (xey+y’sz+x+z’)’

3. Comprovar que [(x + X’¢y) = (x+y)] por Diagrama de
Venn.

Exercicios: Respostas

1. Simplificar a expressao (x+y+z)e(xey’'+yez+x+z’)
(XHYy+Z)o(Xe y+yoz+xeZ') =

= X'X‘y'+X‘y‘Z+X'X'Z'+X'y'y'+y‘y‘Z+X'y‘Z'+X‘y"Z+y‘Z'Z+X‘Z'Z'=
= Xy + XoyezZ + XoZ' + x°0 + yoz + XoyeZ' + Xoy'ez + yoz + x°0 =
= Xoy' + XoyezZ + XoZ' + Yoz + XeyeZ' + Xey'ez =

= Xy s(142) + yrz=(x+1) + xe2'*(1+y) =

= x-y’ +yez + XeZ' =

= xe(y+Z) +yz =

= Xeo(yez) +yez = xea'+a =

= [(xsa’)ea@] = [(x'+a)aT (De Morgan)
=[xsa’ +a«al =[x+a’ + 0] =[x*a] =x+a

=X+ yez




Exercicios: Respostas

2. Calcular (desenvolver) f = (xey+y'sz+x+z’)’
f=(xoy +yez + xZ')
= (xs(y+z) +yz) T8
= [xe(y+z) + (y+z)T T13
=(xea+ay
=(xea)-a
=(xX+a)-a
=x'eat+aca T5

=Xeca=x-(y+2z)

Exercicios: Respostas

3. Comprovar que [(x + X'sy) = (x+y)] por Diagrama de

|| ®|
(DI | (B eB




Principio da Dualidade

. Qualquer teorema em algebra de chaveamento
continua verdadeiro se trocarmos 0 por 1, e * por +

=>» Pode-se projetar circuitos com ldgica positiva (“alto = 1”) ou
negativa (“alto = 0”), usando o mesmo conjunto de portas I6gicas

@ X type 1 z by X Z =X-Y © X D Z=X+Y
v v v

X Y Z X
LOW LOW | LowW 0
0o
1
1

LOW HIGH Low
HIGH LOW Low
HIGH HIGH HIGH

Circuito desejado Logica positiva Logica negativa

Tabela Verdade e Expressdes Algébricas

. Tabela verdade: representacdo um tanto basica...
+ Todas as entradas/saidas =» pode ficar grande

. Mas qualquer informacéo na Tabela Verdade pode ser
representada algebricamente!

« Paraisso, precisamos de algumas defini¢des...

variaveisde _ | X v 7 f(X,Y,2) | +— funcdo
entrada 0 0 0 £(0,0,0)
0 0 1 f(0,0,1)
todas as 0|10 f(0,1,0) valor de saida
possiveis 0|11 f(0,1,1) para uma dada
combinacges 1 0 0 (1,0,0) combinagéo de
na entrada 1 0 1 f(1,0,1) entradas
1 1 0 f(1,1,0)
1 1 1 f(1,1,1)




Definicbes (1/3)

Literal: variavel de chaveamento ou seu complemento.

Termo produto: Unico literal, ou produto légico de 2 ou
mais literais.

o EX.1Z, wexey, Xey'ez, Wey'ez

Expressédo da soma de produtos: soma légica de
termos produto.

o EX.:Z + wexey + Xey'ez + Wey'ez

25)

Definicbes (2/3)

Termo soma: unico literal, ou soma logica de 2 ou mais
literais.

o EX.:Z, wtxty, x+ty'+z, wW+y'+z

Expressédo do produto de somas: produto l6gico de
termos soma.

« Ex.: Z"(W+X+y)o(X+y’+z).(wa+y1+z)

Termo Normal: termo soma ou produto em que
nenhuma variavel aparece mais de uma vez.

« Um termo ndo-normal pode ser simplificado com os
teoremas T3 (X+X=X, XX=X) e T5 (X+X'=1, XX'=0)

26




Definicbes (3/3)

. Mintermo: termo produto normal com n literais.

*  Existem 2" mintermos.

. Maxtermo: termo soma normal com n literais.

+  Existem 2" maxtermos.

. Existe uma relagéo direta entre Tabela Verdade e
mintermos/maxtermos!

«  Mintermo: termo produto cuja saida € 1.
+ Maxtermo: termo soma cuja saida é 0.

Tabela verdade e (min/max)termos

. Exemplo para 3 entradas

* mintermos: produto (ANDs) deve dar 1
* maxtermo: soma (ORs) deve dar 0

X Y Z f(X,Y,Z) | exemplo mintermo maxtermo
0 0 0 f(0,0,0) 1 XeYeZ' X+Y+Z

0 0 1 (0,0,1) 0 XeY'eZ X+Y+Z'
0 1 0 f(0,1,0) 0 XeYZ' X+Y'+Z
0 1 1 (0,1,1) 1 XeYZ X+Y'+Z'
1 0 0 f(1,0,0) 1 XeY'eZ' X+Y+Z
1 0 1 f(1,0,1) 0 XeY'eZ X+Y+Z
1 1 0 f(1,1,0) 1 XeYeZ X+Y'+Z
1| 1] 1 f(1,1,1) 1 XY<Z X+Y'+Z’




Tabela verdade: Soma Canbnica

. Ou primeira forma canbnica: soma dos mintermos
correspondentes as saidas 1

No exemplo: X'eY'sZ' + X'eYeZ + XeY'eZ' + XeYoZ' + XeY<Z
F=2xv2(0,34,6,7)

X Y 4 f(X,Y,2) | exemplo mintermo
0 0 0 f(0,0,0) 1 X’eY’eZ’
0 0 1 f(0,0,1) 0 XeY'sZ
0 1 0 f(0,1,0) 0 XeYeZ
0 1 1 (0,1,1) 1 X’eYeZ

1 /o] o f(1,0,0) 1 XoY’sZ’
1 0 1 f(1,0,1) 0 XeY'eZ

1 1]o0 f(1,1,0) 1 XoYeZ’
1 1 1 f(1,1,1) 1 XeYeZ

Tabela verdade: Produto Candnico

. Ou segunda forma candnica: produto dos
maxtermos correspondentes as saidas 0

* No exemplo: (X+Y+Z') « (X+Y'+Z)  (X'+Y+2Z’)
F=Tlxv2(12,5)

X Y Z f(X,Y,Z) | exemplo maxtermo
0 0 0 f(0,0,0) 1 X+Y+Z

0 0 1 f(0,0,1) 0 X+Y+Z’
0 1 0 f(0,1,0) 0 X+Y’+Z
0 1 1 f(0,1,1) 1 X+Y'+Z’
1 0 0 f(1,0,0) 1 X+Y+Z
1 0 1 f(1,0,1) 0 X'+Y+Z’
1 1 0 (1,1,0) 1 X+Y'+Z
1| 1] 1 f(1,1,1) 1 X+Y'+Z’




Exercicios

. Escreva a tabela da verdade para:
a) F = X«(Y+2))
b) F = X'sY+X'*Y’sZ
c) F = WeX+Ws(Y'+Z)
d) F = (WeZ)'*(X'+Y’)
. Escreva soma e produto candnico para:
a)F =2xv(1,2)
b) F =[1as(0.1,2)
c) F = X'+Y-Z

Exercicios: Resposta

1) Escreva a tabela-verdade para
a)F=X-(Y+2)

=>» Identificar variaveis de entrada

« Variaveis: X,Ye Z

=>» Criar uma coluna a esquerda para
cada variavel de entrada

« Trés colunas a esquerda

R|lRr|Rr|RP|O|OCO|O|O|X

Nota: 2" linhas para n variaveis

Rk |o|lo|rR|FR|lOo|O]|<

R | O | O|FRr| O|F|ON




Exercicios: Resposta

=>» Criar colunas a direita conforme precedéncia:
f=Xe (Y +2Z)=> Criar coluna para Z’

X|lY|Z|[Z
0/|0]0f1
0/|0]1]O0
0/|1]0f1
0|1]1{0
1/0/0]1
1/0/1]0
1/1/0]1
171,110
N

Exercicios: Resposta

=>» Criar colunas a direita conforme precedéncia:
f=Xe< (Y +2) = Criar coluna para (Y+Z2)

Y+Z

RlR|R(FR|IO|O|O|O|X
R|Rr|OO|kR|kL|O|O(K
R|O|R|O|FR|O|FR|O|N
Ol |O|rRr|O|FR|O|~|N
=l =l

|




Exercicios: Resposta

=>» Criar colunas a direita conforme precedéncia:
f=Xe (Y +2Z) = Criar coluna para X+(Y+2Z))

Y+Z' [ X+(Y+Z)

0

RRP|PR|IOOOC|O (X

R|R|OO|kR|FR|IO|OK

R|O|R|O|FR|O|FR|ON
Ol |O|lrRr|O|Fk|O|—|N
RR|OR|R[R|O|F
R|R|OlR|O|O|O

|

b) F = X'sY+X'Y’sZ

X
0
0
0

Y
0
0
1
1
0
0
1
1

-0 = QO = O = O|N

o O O Q m=m = = QM

Exercicios: Resposta

) F = WeX+We(Y’+Z)  d) F = (WeZ)'«(X'+Y?)

WXvyz F WXYzZ F
0000 O 0000 O
o001 0 ooo1 0
0010 O 0010 0
0011 0 o011 0
0100 1 0100 0O
o101 1 0101 0
0110 1 0110 1
0111 1 0111 1
rooo 1 1000 0
roo1 1 1001 0
ro1o o 1010 0
ro1 1o 1011 0
rroeo 1 1100 0
rro1 1 1101 0
1110 0 L 110 1
L1111 1111 0




Exercicios: Resposta

. Escreva soma e produto candnico para:
a)F =3yxy(1,2) D F=XeY+XY = (X+Y’) « (X+Y)
01+10 00+ 11

b) F =as(0,1,2) d F=AB = (A+B)-(A+B’)*(A'+B)
11 00 + 01 + 10

c) F=X+YesZ = (trés variaveis):
XY Z+XYZ+ XYZ4+XNZ+XYZ+X
000 001 010 011 111
(X'+Y+2Z) ¢ (X+Y+Z') » (X'+Y'+2)

100 101 110
Resumo
Blocos Logicos Basicos
Porta l6aica Simbolo Tabela Funcéo Expressso
9 Usual verdade Loégica P
Fungdo E:
E AlB| S 1 se todas as
0101 0 entradas forem 1; S =AB
0[1] 0 =
AND 110l o 0 nos outros
RERE casos
~T5] S Funcéo OU:
- 0 se todas as
S 0{0]| O
Oou | EEE entradas forem 0; S = A+B
OR — > TTol 1| [1nosoutros -
1111 1 casos
A Al s Funcéo NOT:
NAO —DQ— 0|1 inverte o valor da S - A’
NOT 1]0 entrada




Resumo

Blocos Logicos Basicos

Porta l6aica Simbolo Tabela Funcéo Expressio
9 Usual verdade Logica P
~T5T s Funcdo NAO-E:
= Inverso da funcao
NAO-E oo 1
— o[1] 1] |E S=(A-B)’
NAND — 1]o] 1
1]1] 0
2181 S Funcéo NOR:
X — Inverso da fungéo
NAO'OU - 0]0 1 ou _ )
. o[1] o S=(A+B)
NOR | = _ 1]0] o
- 1]1] 0
- A[B| s | [Fungdo XOR:
OU i 0|0| O 1 quando as duas
Exclusivo 0[] 1| |entradas forem S=AeB
1({0f 1 distintas entre si
XOR 1[1] 0




