Métodos numéricos para o célculo de sistemas de emqdes ndo lineares

Introducéo

Um sistema de equacdes nao lineares é um sist@mstitaido por combinacéo de funcdes
algébricas e fungdes transcendentes, tais comucadiexponencial, a fungéo logaritmo, as funcdes
trigonomeétricas, etc.

Devido a nao linearidade dos sistemas de equag@eslineares eles ndo podem ser
reduzidos a forma matriciahx=b, de modo que nem o calculo direto pelo métodolidéreacéo
gaussiana nem por inversdo de matrizes pode seadpl Outra dificuldade vem da diversidade de
funcdes transcendentes que impede a elaboracdgaiignao que possa ser aplicado a um sistema
de equacdes nao lineares genérico.

Um sistema de trés equacdes ndo lineares contésdimcognitas, y, z pode ser escrito na
forma padrao como:

f(xyz)=0
g(xy.z)=0 Q)
h(x,y,z)=0

A Tabela 1 apresenta exemplos de sistemas de Gxpuaéo lineares expressos na forma
padréao na coluna direita, de acordo com a equdgao (

Tabela 1. Exemplos de sistemas de equacgdes naogine

Sistema Forma padrao
x—Iny=2 f(xy)=x-Iny-2
X*+y=0 g(xy)=x*+y
X + X5 =Xy =1 f(X, %0 X5) = X 35 — X5 —1
eX1_2X2+\/X_3=0 (% %, Xg) =€ 2X2+\/_
X +X; = X3 =5 h(x, X, .X5) =% +X, = X; =5

Significado grafico da solucao do sistema de equag®nao lineares

A solucéo de um sistema de equac¢fes nao linear&xasno qual as curvas representadas
pelas equacdes ndo lineares se interceptam. AlFagresenta o grafico contendo as curvas das
equacdes néo lineares

2 2
-X“+2y° =4

, 2)
2x°-y=1

gue possui duas raizes no intervalo [-2; 2].
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Fig. 1. Grafico mostrandolocusda solucdo do sistema de equacdes nao lineares.

Método de Gauss-Seidel

A solugdo do sistema de equacdes néo linearesnpélodo de Gauss-Seidel € feito da
mesma forma que na solucédo de um sistema de eguagdares. Considere um sistema com duas
equagodes néo lineares:

~—
1

f(xy

X, 0
g(xy)=0 )

~—
1

Podemos escrever o sistema de equacdes (3) na:form

x=1*(xy)

4
y=g*(xy) “

As equacdes (4) sdo as func¢des para o calcustivtepelo método de Gauss-Seidel:

g = FrAX LY .
% *(‘ %) i=0,1,2, .. (5)
yi+1 =dJ (Xi+1!yi)
Paral = 0, escolhemos arbitrariamente os valores inigipés/o.
Critério de convergéncia para o método de Gauss-Slei:

O critério de convergéncia do método de GausseSeéidatisfeito quando o desvio absoluto
nas variaveis ey for inferior ao o erro especificado

X1 = | <€

|yi+1_yi|<‘9

(6)



Exemplo
Célculo da solucéo do sistema de equacdes ndodsEd pelo método de Gauss-Seidel:

-x*+2y* =4

, 2)
2x°-y=1

Solucéo
Escrevemos o sistema de equacgfes isolando aseiana® y, respectivamente na primeira e na
segunda equacéao de (2):

X=+42y? -4

. Y
y=2x-1

O sinal+ na primeira equacao é utilizado, respectivameata p calculo das raizes positiva e
negativa em (2). Vamos considerar o sinal negatar@rimeira equacao em (7) para o calculo da
raiz negativa pelo método de Gauss-Seidel:

Xi+1:_V2yi2_4 (8)

Vi = 2% 1
Vamos escolher o valor inicigh = 2 por inspecdo do grafico mostrado na Fig. 1Tabela 2
apresenta os resultados do célculo para cincaziesa mostrando que o calculo é divergente pois

tanto os valores das variaveis como os desjies), sdo crescentes.

Tabela 2. Resultados do calculo do sistema de égaaigo lineares pelo método de Gauss-Seidel

[ Xj Yi Y o

0 -1 2

1 -2 7 1 5

2 -9,6954 187 7,6954 180

3 -264,45 139867 254,755 139680
4 197802  7,8.10°  197537,4  7,8.10"
5 -1,1.10%  25.10% 1,1.10% 25.10%

Para que o célculo pelo método de Gauss-Seidelceajzergente, vamos permutar a ordem das
equacdes no sistema (2):
2x2-y=1

e eayes ©)

A partir do sistema permutado (9), escrevemos aagéegs para o calculo iterativo da raiz negativa
dex:

x=-,/05 (y+1)
y=4/05 (x> +4)

(10)



Os resultados do calculo convergente estdo apeekenha Tabela 3. Com seis iteracdes, a solugédo
do sistema de equacdes nao lineares (2) € dado9dk,1468 ey = 1,6302, com desvio inferior a
10",

Tabela 3. Resultados do célculo do sistema de égsago lineares pelo método de Gauss-Seidel

[ Xj Yi ¥ o
0 -1 2
1 -1,2247 1,6583 0,2247 0,3417
2 -1,1529 1,6324 0,0719 0,0260
3 -1,1473 1,6304 0,0056 0,0020
4 -1,1468 1,6302 0,0004 0,0002
5 -1,1468 1,6302 3,3.10° 1,2.10°
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Fig. 2. Grafico mostrando a sequéncia dos valoadsulados pelo método de Gauss-Seidel
convergente.

Roteiro Matlab

% Solucao do sistema nao linear: metodo de Gauss-Se idel
x0 =-1;y0 = 2; % Valor inicial
dx=1;dy=1;i=0;erro = 1le-4; % Definicdo do s desvios iniciais
while dx > erro & dy > erro
disp(['i ="' num2str(i) ' x ="' num2str(x0) ' y =" num2str(y0)]);

xn = -sgrt(0.5*(y0 + 1));
yn = sqrt(0.5*(xn."2 + 4));
dx = abs(xn - x0); dy = abs(yn - y0);
X0=xn;y0=yn;i=i+1;
end

Método de Newton-Raphson

Devido ao fato que o método de Gauss-Seidel nenpreeconverge, utiliza-se o método
Newton-Raphson, que é baseado na derivada dasefiece existir uma raiz do sistema préxima
ao valor inicial, 0 método ira convergir para augéb.



O método de Newton-Raphson, que foi desenvolvata p céalculo de raizes de equacbes
nao lineares, também pode ser aplicado para olcatetativo da solucdo de sistemas de equacgdes
nao lineares. Vamos desenvolver o método para stensa de duas equacdes nao lineares:

f(x,y)=0
11
g(xy)=0 )

Expandindo as funcoé&,y) eg(x,y) em séries de Taylor em torno og ¥;) vem:

f(xy)=f(x.y)+ f,06.5)(x=%)+ fy(xi Y )(y-y)+...=0
g(xy)=906.% )+ 906 .y )J(x=% )+ 9,06 .y )y -y ) +...=0

nas quais:
of of
f, (% ,Yi)Ea e f,(x 1yi)Ea_
(% i) Yltg )
_9g =99
gx(&,yi)—ax egy(&,y.)—ay |
(% i) (% %)

Truncando as séries de Taylor até os termos delémn

fx(xi 1yi)AXi + fy(xi M)AYi :_f(xi ’Yi)
g, (% .y) Ax +g,0¢.%) Ay =-g(x.y;)

Escrevendo na forma matricial:

{fx(& Yi) 06, )HA& }{- f(x.y, )} (12)

(%) ay(x.v) | 1oy | [-alx.v)

A solucao do sistema de equacg0es lineares (12 gadutilizado na solucdo do sistema de
equacdes ndo lineares empregando o seguinte eseesso:

el e @

A solucéo € obtida quando o critério de convergéfoe satisfeito:

AX <&
(14)
Ay, <e

Exemplo
Calculo da solucao do sistema de equacdes nardm€2) pelo método de Newton-

Raphson:

2 2
-X“+2y° =4
@)
2x2-y=1



Solucéo
Primeiramente temos que escrever o sistema de@egié2) na forma padréo:

f(xy)=-x2+2y?-4

15
g(xy)=2x*-y-1 (19)

Para calcular os incrementAg; e Ay; vamos calcular as expressdes das derivadas garciai
de primeira ordem:

g.(xy)=4x, g,(xy)=-1 (16)

Substituindo (15) e (16) na equacao (12), resuistema de equacoes lineares:

- 2% i d —y2 2 _
2% A | LAX || =X +2y7 -4 (17)
4x. -1|]Ay, 2x2 -y -1

A solucéo de (17) fornece os valores dos increosefik; e Ay, que serdo usados em:
: 1 [Ax
]
Yix Yi] LAY

Iniciando o célculo de (17) com os valores ingiaF 0, X = -1 eyy = 2, obtém-se:

o Al

A solucao deste sistema fornedex, =-0, 16@Vy, =—0,3333 Substituindo em (13):
X _| %, Axy | |1 N -01667| | -11667
A Yol |AYe 2| |-03333| | 16667
Substituindo os valores obtidos acima&, 1, x; = -1,1667 ey; = 1,6667, na equacao (17),
obtém-se:
23333 6,6667| | Ax | |—-01944
-46667 -1 ||[Ay,| |-00556
A solucao deste sistema fornedex; =0,0196e Ay, =-0,0360. Substituindo em (13):

x]_[x],[A%]_[-11667] [ 001967 _[-11470
Yol |vi| |Ay,| | 16667 | |-00360| | 16306

Célculo numérico passo-a-passo



Novamente, tomando-se os valores calculados acim&, x; = -1,1470 g, = 1,6306, na

equacao (17), obtém-se:
22941 65225| [Ax, ]| [-00022
-45882 -1 ||Ay,| |-00008

A solucéo deste sistema fornedex, =0,0003e Ay, =-0,0004. Substituindo em (13):
X |_| %], AX, | —1;L470+ 00002 | |-11468
val | o] |Ay,| | 16306 | | -0,0004| | 16302

Na proxima iteracadd € 4), calculada a partir dos valories 3, X3 = -1,1468 g/3 = 1,6302
obtemos os seguintes resultados:

22936 65208 [Ax;| [-30.107
-45871 -1 ||Ay;| |-14.10"
Como a solugéo deste sistema fornece os valanes= 43.10%e Ay, =-62.10®, que s&o
os valores dos desvios do método de Newton-Rapbstéiculo das raizes do sistema de equacgdes

nao lineares (2) convergiu pares -1,1468 ¢/ = 1,6302.
Os resultados do céalculo passo-a-passo estdoidesina Tabela 4.

Tabela 4. Resultados do célculo do sistema de égagglo método de Newton-Raphson

Xi Yi O« ¥

-1 2
-1,1667 1,6667 0,1667 0,3333
-1,1470 1,6306 0,0196 0,0360
-1,1468 1,6302 0,0003 0,0004
-1,1468 1,6302 4,3.10° 6,2.10°

AW N R O|—

Observa-se deste exemplo que o método de NewtphsBa converge rapidamente para a
solucado, diferentemente do método de Gauss-Seidial,convergéncia e rapidez dependerédo do
sistema de equacdes nao lineares.

Roteiro Matlab

% Sistema de equagfes nao lineares: metodo de Newto n-Raphson
x0=-1;y0 = 2;
dx=1;dy=1;i=0;erro = le-4;
while abs(dx) > erro & abs(dy) > erro
disp(['i: ' num2str(i) ' x: ' num2str(x0) 'y: ' num2str(y0) ...
"dx: ' num2str(dx) ' dy: ' num2str(dy) D;
A =[-2*x0 4*y0; 4*x0 -1];
b = [x0./2 - 2*y0."2 + 4; -2*x0./2 + y0 + 1];
delta = A\b;
dx = delta(1); dy = delta(2);
xn = x0 + dx;
yn =y0 + dy;
X0=xn;y0=yn;i=i+1;
end



