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Familias comuns de distribuicges

“Como todos esses aspectos incomuns afetam vocé, Watson?”
“O seu efeito cumudativo certamente é considerduvel €, IMMesSmo assim, cada
win deles & bastante possivel em si mesmo.”
SEeERLOCK [TOLMES B DR. WArSoON (A avenfura do Abbey Grange)

3.1 INTRODUCAO

Distribuic@es estatisticas sdo utilizadas para modelar populagdes; deste modo, geralmente
lidamos com uma familic de distribuigdes em vez de wma tinica. Esta familia 6 indexada
por um ou mais par@metros, o que nos permite variar certas caracteristicas da distribuicio,
a0 mesmo tempo em que permanece com uma forma funcional. Por exemplo, podemos
especificar que a distribui¢do normal € uma opcéo razodvel para modelar wma populacio
em particular, mas néo podenos especificar precisamente a média. Entdo, [idamos com
uma familia paramétrica de distribui¢des normais com média i, onde i é um pardmetro
néo especificado, ~oo < p < co.

Neste capitulo catalogamos muitas das distribuigtes estatisticas mais comuns, algumas
das quais encontramos anteriormente. Para cada distribui¢ao daremos sua média e variancia
e muitas outras medidas tteis ou descritivas, que podem ajudar no entendimento deste t6-
pico. Também indicaremos algumas aplicagdes tipicas dessas distribuicdes e inter-relacoes
interessantes e tteis. Alguns destes fatos séio resumidos em tabelas no final do livro. Este
capitulo ndo pretende, de modo algum, ser abrangente em sua abordagem das distribuictes
estatisticas, Esta tarefa foi realizada por Johnson e Kotz (1969 — 1972) em scu trabalho
composto de vdrios volumes, Distribuicdes ¢ estaiistica, e nos volumes atualizados por
Johnson, Kotz e Balakrishnan (1994, 1995) e Johnson, Kotz ¢ Kemp (1992).

3.2 DISTRIBUICOES DISCRETAS

Uma varidvel aleatéria X é considerada como tendo uma distribuicéo discreta se o conjunto
de valores de X, o espaco amostral, for contdvel, Na maioria das situacoes, a varidvel
aleatéria tem como resultados niimeros inteiros.

DIS’.{‘RIBUIQKO UNIFORME DISCRETA
Uma varidvel aleatéria X tem distribuigdo uniforme discreta (1,N) se

1
P(melN):—N—, x=12,....N, (3.2.1)
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onde N é um nimero inteiro especificado. Esta distribui¢do coloca massa igual em cada um
dos resultados 1,2,...,N.

Uma observagdo sobre notagdo: quando estamos lidando com distribui¢oes paramétricas,
como quase sempre serd o caso, a distribuicao é dependente de valores dos pardmetros. A
fim de enfatizar este fato e manter o controle dos pardmetros, os escrevemos na fp precedida
por um “|” (dado que). Esta convengao também serd utilizada com fdas, fdps, expectancias
e outros lugares onde possa ser necessdrio manter o controle dos pardmetros. Quando nio
existe possibilidade de confusio, os parametros podem ser omitidos, a fim de ndao complicar
muito a notacao.

Para calcular a média e a varidncia de X, lembre-se das identidades (provaveis pela
inducéao)

0 L kte+T) koo k(k+1)(2k+1)

it .2
Zz——z gl 5] =

i=1 i=1

Entdo, temos

N Nanlk N+1
EX=) xP(X=xIN)=) x—==——
x=1 x=1 N 2
e
N 1 (N+1)2N+1)
EX?=Y) ¥ =
Z45N qie apess
e, assim,

Var X = EX? - (EX)?
_(N+D)@2N+1) _[N+l)2
" 6 2
_(IN+1)(N-1)
i 12 :

Esta distribui¢do pode ser generalizada de modo que o espago amostral seja qualquer
amplitude de nimeros inteiros, No,Ng + 1,...,N;, com fp P(X = x|Np,N7) = 1/(Ny — No +1).

DISTRIBUIGAO HIPERGEOMETRICA
A distribui¢do hipergeométrica tem muitas aplicagdes em amostragem de populagio finita
e é mais bem compreendida por meio do exemplo cldssico do modelo de urna.

Suponha que temos uma grande urna preenchida com N bolas que sdo idénticas em
todos os aspectos, exceto pelo fato de que M sdo vermelhas e N — M sdo verdes. Abrimos a
urna com os olhos vendados e selecionamos K aleatoriamente (as K bolas sédo coletadas
todas de uma vez; um caso de amostragem sem reposi¢ao). Qual é a probabilidade de que
exatamente x das bolas sejam vermelhas?

O numero total de amostras de tamanho K, que podem ser retiradas das N bolas, é {g],
como foi discutido na Segdo 1.2.4. E exigido que x das bolas sejam vermelhas, e isso pode
ser obtido de “,f ] maneiras, deixando (!}'(__T ) maneiras de completar a amostra com K —x
bolas verdes. Assim, se considerarmos que X denota o niimero de bolas vermelhas em uma
amostra de tamanho K, entdo X tem uma distribui¢do hipergeométrica dada por

()(¥)
(%)

P(X=x|IN,M,K) = x=01,...,K. (3:2:2)
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(Observe que existe, implicitamente em (3.2.2), outra suposicio sobre a variabilidade
de X. Coeficientes binomiais da forma () sdo definidos se 1 = r ¢, assim, o conjunto de
valores de X ¢ também restringido pelo par de desigualdades

Mzx e N-M=K-

que pode ser combinado como

M-(N-K)ysxsM,

Em muitos casos K é pequeno em comparagio a M e N, de modo que o intervalo
0 = x = K estard contido no intervalo acima e, portanto, serd apropriado. Geralmente, é
pastante dificil lidar com a férmula para a funcio de probabilidade hipergeométrica. Na
verdade, nem mesmo € comum verificar que

o g LIS

A distribui¢do hipergeométrica ilustra o fato de gue, estatisticamente, lidar com popula-
¢oes finitas (N finito) é uma tarefa dificil.
A média da distribuicio hipergeométrica é dada por

M M MY [ N-M
BY = Z (1 ]([ *’3"‘“ ] - ik&_)[[%i‘i_)_ (somando ¢ 0 em x = 0)
K h K

Para avaliar esta expressdio, utilizamos as identidades {jd encontradas na Segio 2.3)
M M-1
5]
X x~1
(N) _N [ N - 1)
K} K\Kk-1)
K M-1) [ N~M o (M=) [ N-M
M) g < (25N
EX = Z bl D 3
(N 1} N = {Nwl}
¥

K1 K-l

e obtemos

Agora, podemos reconhecer a segunda soma como a soma das probabilidades para outra
distribui¢@o hipergeométrica com base nos valores de pardmetros N -1, M -1 e K — 1. Isto
pode ser visto claramente definindo y = x~ 1 e escrevendo

M1 ) (N M] p (M—i ] ( (N—1)=(M 1) )

i ( x-1 . Z Y K-l-y

=
:Eme:ﬂN—LM—LK—U:L
y=0

onde ¥ ¢ uma varidvel aleatdria hipergeométrica com parametros N -1, M-1e K ~ 1.
Portanto, para a distribuicdo hipergeométrica,

KM
EX=——
N
Um cdlculo similar, porém mais demorado, estabelecerd que
KM [(N-M{N-K
Var X = SM [V = M)IN - K)

N N(N 1)
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Observe as manipulagoes utilizadas aquli para calcular EX. A soma foi transformada epy
outra distribuicdo hipergeométrica com diferentes valores de pardmetros e, reconhecendg
este fato, estamos em condicdes de somar a série.

' Lom dc!e,lto no iom'

XS TRIBUIGAD BINOMIAL
A distribuigéo binomial, uma das malis tteis distribuices discretas, é baseada na ideia de
uma Prova de Bernoulli (em homenagem a James Bernoulli, wm dos criadores da teoria
da probabilidade), um experimento com dois, e somente dois, resultados possivels. Uma
varidvel aleatdria X tern wma distribuicdo de Bernoulli(p) se

1 com prebabilidade p
X= X O=psl. (3.2.3)
0 com prebabilidade 1-p,

O valor X =} geraimente € identificado como um “sucesso” e p é chamado de probabili-
dade de sucesso. O valor X =0 é identificado como "lracasso™. A média e a varidncia de uma
variavel aleatdria de Bernoulli(p) sdo facilmente determinadas como sendo

EX=1p+0(1-p)=p,
VarX = (1-p)lp+0-pY¥ (1 -p)=pll-p).

Muitos experimentos podemn ser modelados come uma sequéncia de provas de Bernouth,
sendo a mais simples o langamento repetido de uma moeda; p = probabilidade de sair cara,
X =1 se a moeda maostrar cara. OQutros exemplos incluem jogos de apostas (por exemplo,
em wma roleta, seja X = 1 se 0s dados calrem no vermelho, portanto, p = probabilidade
de ocorrer vermelho), pesquisas eleitorais (X = 1 se o candidato A receber um voto), ¢ &
incidéncia de uma doenga (p = probabilidade de que uma pessoa, aleatoriamente, seja
infectada).
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Se n idénticas provas de Bernoulli forem realizadas, defina os eventos
A;={X =1nai-ésimatentatival, i=12,....n

Se assumirmos que os eventos A;,...,A, sdo uma sequéncia de eventos independentes
(como no caso do langamento da moeda), entéo é ficil derivar a distribuicdo do atmero
total de sucesso em n provas. Defina uima varidvel aleatGria ¥ por

¥ = o ntmero total de sucessos em n tentativas.

O evento Y = y} ocorrerd somente se, de todos os eventos A, - dy, exatamente y
deles ocorrer e necessariamente £ — y deles niio ocorrer. Um resultado em particular (uma
determinada ordenagiio de ocorréncias e néio ocorréncias) das n provas de Bernoulli pode
ser ALN A NALN N A, N AL Tsto tem a probabilidacle de ocorréncia

P{Ai N A nAG M- SN A NAY) = pp(l-pleap(l—p)
= pl (1= pyty,

onde utilizamos a independéncia dos A;s neste cdlculo. Observe que o cdlculo ndo de-
pende de qual conjunto de y A;s ocorre, mas somente de que algim conjunto de ¥
ocorra. Além disso, 0 evento {Y = y} ocorrerd, ndo importando qual conjunto de ¥ Ajsocorra.
Considerando tudo isto, vemos que uma sequéncia em particular de n provas com exa-
tamente y sucessos tem probabilidade p?{1 - p)"™Y de ocorrer. Uma vez que existern [
dessas sequéncias (o niimero de ordenacées de ylsen—yo0s), temos

P(Y = yin,p) = (j);ﬂ'(l - y=0,12,0 00

e Y é chamado de uma varidvel aleatéria binomialtn, P,

Avaridvel aleatdria ¥ pode ser, de forma alternativa e equivalente, definida da seguinte
maneira: em uma sequéncia de n provas de Bernoulli idénticas e independentes, cada uma
delas com probabilidade de sucesso p, defina as varidveis aleatérias X, .. Xy por
1 com probabilidade p

Xi=
0 com probabitidade 1 - p.

A variavel aleatdria
M
Y=3 X
i=1
tem a distribuicdo binomial(n,p).

O fato de que w0 P (¥ = ¥) = 1 resulta do seguinte teorema geral.
TROREMA 3.2.2
Teorema binomial

Para quaisguer ndmeros regis x e y e inteiros n =0,

(x+ " = Z (’?)'“iy”""'- (3.2.4)

i=p
Prowa:
Escreva
(X+ P =X+ P Y e (X + )

€ considere como o lado direito deve ser calculado. A partir de cada fator (x + ) escolhemos
i x ou y, e multiplicamos, conjuntamente, as n opgdes. Para cada i = 0,1,...,n, 0 niimero
de termos nos quais x aparece exatamente 7 vezes ¢ (‘). Portanto, este termo néo estd na
forma (%) xfyn ¢, ¢ 0 resultado é o que segue. ®
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Seassumirmos que x=p e y= 1 p em (3.2.4), obtemos

H

=lpra=p)' =3 (F)pia-p,

i=0
e verificamos que cada termo na soma € wna probabilidade binomial. Como outro caso
especial, consideramos que x = y =1 no Teorema 3.2.2 e obtemos a identidade
n ;
n
2=y (7).

im0t
A média e a varidncia da distribuicio binomial j4 foram derivadas nos Exemplos 2.2.3
¢ 2.3.5, de modo gue néo as repetirermnos aqui. Para concluir, as estabelecemos. Se X ~

binomial{sn,p), entdo
EX=np, VarX=npl-p.

A fgm da distribuigédo binomial foi calculada no Exemplo 2.3.9. Isto é

My (£} = [pe’ +(1 - p))"~.
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DISTRIBUIGAO DE POISSON

gsta 6 uma distribuigio discreta amplamente aplicada e pode servir como modelo para
uma série de diferentes tipos de experimentos. Por exemplo, se estivermos modelando um
fenoémeno no qual esperamos por uma ocorréncia (assim como esperamos um énibus, ou
clientes cheguem em um banco), o ntimero de ocorréncias em um determinado intervalo de
tempo pode, algumas vezes, ser modelado pela distribuicio de Poisson. Uma das suposi¢es
hésicas sobre a qual esta distribuicéo ¢ desenvolvida é a de que, para pequenos intervalos de
tempo, a probabilidade de uma chegada é proporcional ao tempo de espera, Esta suposi¢ao
orna este um modelo razodvel para situagdes como aquelas indicadas anteriormente. Por
exemplo, faz sentido assumir que quanto mais longa a espera, mais provavel € que o cliente
entre no banco. Veja a seciio [tens Diversos para verificar uma abordagem mais formal a este
respeito.

Outra drea de aplicaciio ¢ a das distribui¢oes espaciais, onde, por exemplo, a distribuicfio
de Poisson pode ser utilizada para modelar a distribuigdo de uma bomba que atinge uma
drea ou a distribuicio de peixes em um lago.

A distribui¢iio de Poisson tem um tinico pardmetro A, as vezes chamado de pardmetro
de intensidade. Uma varidvel aleatdria X, assuminde valores nos ntmeros inteiros nio
negativos, tem uma Distribuicdio de Poisson(}) se

—~Aax

P(X = xIA) = fw[____ x=0,1,.... (3.2.5)
X

Para verificar que Y52, P{X = x|A) = 1, lembre-se da expansiio em série, de Taylor, de e,

eV = Z s

i !
Assim,

5 pix= i =e § 2ot

x=0)
A média de X é facilmente verificada como sendo
0 e ;L/«L\

EX = Z
(4]
x
=l

g !
o =1
e 1Y

=Ae ! - (substituir y=x—1)
y=0 »

e"'/‘. AT
xl

il

Ag

i

=A
U céleulo similar mostrara que
VarX = 4,

& portanto, o parametro A é a média e a varifncia da distribuicio de Poisson.

83
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A fgm também pode ser obtida por um cdlculo direto, novamente seguindo a série de
Taylor, de e”. Temos
)1 -—
Mx(t)=ee D,

(Veja o Exercicio 2.33 e o Exemplo 2.3.13.)

EXEMPLO 3.2.4 Tempo de espera
Como exemplo de uma aplicacdo de “espera para a ocorréncia’, considere um operador de
telefone que, em média, atende cinco chamadas a cada trés minutos. Qual é a probabilidade
de que nao ocorrerao chamadas no minuto seguinte? E, pelo menos, duas chamadas?
Se considerarmos que X = nimero de chamadas em um minuto, entdo X tem uma
5

distribui¢ao de Poisson com EX = A = 3. Desse modo

P (nenhuma chamada no minuto seguinte) = P(X = 0)

o
=e %3 =0,189;

P (pelo menos duas chamadas no minuto seguinte) = P(X = 2)

=1 =B (X =0)—-PX=1)
e5/3(8 1
=1-0,189 - 1|[3]

=0,496.

O célculo das probabilidades, de Poisson, pode ser feito rapidamente notando a seguinte
relacao de recursdo:

P(X:x):%P(X:x—l), =120 (3.2.6)

Esta relacdo ¢ facilmente provada escrevendo a fp da distribuicao de Poisson. Relagoes si-
milares sdo mantidas para outras distribuicoes discretas. Por exemplo, se Y ~ binomial(n,p),
entao ( 3

i Yot P
PY=y)=———P(Y=y-1). 3.2.7
(Y =) v e =y =1 ( )

As relagoes de recursao (3.2.6) e (3.2.7) podem ser utilizadas para estabelecer a apro-
ximagéo de Poisson para a binomial, que jd vimos na Secdo 2.3, onde a aproximacao foi
justificada utilizando fgms. Defina que A = np e, se p for pequeno, podemos escrever

n-y+l ‘p. np=p@zl) =4
Vi ey ) y-ry iz

uma vez que, para p pequeno, os termos p(y— 1) e py podem ser ignorados. Deste modo,
para este nivel de aproximacao, (3.2.7) se torna

P{Y:y):%P(Y:y—I), (3.2.8)

que é arelacdo de recursao de Poisson. Para completar a aproximagao, precisamos apenas
estabelecer que P(X = 0) = P(V =0), uma vez que todas as outras probabilidades seguirdo a
partir de (3.2.8). Agora

T A, 728"__ 7&]n
PY=0)=01-p)"=|1 n) _(1 =
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T

definindo que np = A, Lembre-se, da Se¢dio 2.3, que para A, limyw.eo(l = (A/1))" = ™ fixo,
de modo que para n grande temos a aproximagao

A N
PY = 0) = (1 - E) me = P(X =0},

completando a aproximagio da Poisson para a Binomial.
A aproximacio ¢ vilida quando n é grande e p € pequeno, que é exatamente quando é
mais ttil, pois nos libera de calcular coeficientes binomiais e poténcias pava grandes n.

DISTRIBUIGAO BINOMIAL NEGATIVA
A distribuicdo binomial conta o nimero de sucessos em wm ntmero fixe de provas de
Bernoulli. Supenha que, em vez diste, contamos o nimero de provas de Bernoudli neces-
sdrios para obter um nimero fixo de sucessos. Esta tltima formulaciio leva a distribuicio
binomial negativa.

Em uma sequéncia de provas de Bernoulli independentes {(p), seja a varidvel aleatdria
X denotando a prova na qual o r-ésimo sucesso ocorre, onde » é wm niimero inteiro fixo,
Entio

x—1Y . ot
P(X =xlrp)= (r 1 ) pri-mvr, x=rrl,., {3.2.9

¢ dizemos que X tem uma distribuicdo binomial(r,p) negative,

A derivagio de (3.2.9) segue rapidamente a partir da distribuigdo binomial. O evento
(X = x} p{)de ocorrer somente se houver exatamente r — L $UCESs08 nas pumulds x—1
Provas, e um sucesso na x-ésima prova. Apl()bczblhdacle de r — 1 sucessos em x - 1 provas é
a probabilidade binomial [ 1]:” Y1 - p)*7", e com probabilidade p existe um sucesso na
*-€sima prova. Multiplicar essas probabilidades resulta em (3.2.9).

Adistribuicdo binomial negativa, algumas vezes, é definida em termos da varidvel aleato-
Ia ¥ = nimero de fracassos antes do r-ésimo sucesso. Esta formulacfio ¢ estatisticamente
equivalente a que é dada acima, em termos de X = prova na quai ocorre o r-ésimo sucesso,
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umavez que Y = X —r. Utilizando a relaciio entre ¥ e X, a forma alternativa da distribuicio
binomial negativa é

R A N
p(Y:y}:{’ ; )p’(1~;;-)-’*, y=0.1,.... (3.2.10)

A menos que seja notado de outra forma, quando nos referirmos a distribui¢io binomial
{r,p) utilizaremos esta fp.
A distribuicdo binomial negativa recebe seu nome por causa da relagio

[rw*l)=(~w1)"(_’-)=(ml)v"(“”(“rw”{“"mz,]““'{_,r“yﬂ)
¥ ¥ Ny -1y 22D

¥

que €, na verdade, a equagéo de definigiio para coeficientes binomiais com niimeros inteiros
negativos (veja Feller, 1968, para uma abordagem completa). Substituir em (3.2.10) gera

P(Y=yp= (~1}J’(";‘Jp"(i -,

que tem uma notdvel semelhanca com a distribuicdo binomial. :
O fato de que 2‘;"_ P(Y = y) =1 ndio ¢ fdcil de ser verificado, mas segue a partir de uma
extenséo do Teorema Binomial, uma extensfo que inclul expoentes negativos. Aqui, néo
nos aprofundaremos neste assunto. Uma excelente exposicdo sobre coeficientes binomiais
pode ser encontrada em Ieller (196G8).
A média e a varifincia de ¥ podem ser calculadas utilizando-se técnicas similares as
empregadas para a distribuicdo binomial:

=, +y—-1) .
EY:ZJ}(’ i )p’(lmp)y

H y=0
[ o0
’ bry-00 0y
MZ P ); (1—-p
S fr+y—-1 } . .
=3 P - p).
y=l ( y-1

Agora, escrevemos z = y 1, e a soIma passa a ser

o0 -
By =% r[’ :z]p"(lm-p)“‘

z=l)
1-p) & fir+1 -1Y
= ;'L—El Y ((1 the ]p’ 1 - py* (o somando é fp binomial negativo)
P z=() 2
_-p
o

Uma vez que a soma envolve todos os valores de uma distribui¢io binomial negativa
{r+1,p), elaéigual a 1. Um cdlculo similar maostrard

5 VarY = .'(I_—;pl
P

e

Eixiste uma reparametrizagéio interessante e, 4s vezes, (til da distribuiciio binomial
negativa, em termos de sua média. Se definirmos o parimetro u=r(1-p)p, entio EY = ¢
& um pouco de dlgebra mostrario que

R

|
VaryY = p+ ;,ua.

B ey




Fam{LIAS COMUNS DE DISTRIBUIGOES

A varidncia 6 uma fungio quadrdtica damédia. Esta relag@o pode ser titil tanto para a
andlise de dados como para consideractes tedricas (Morris, 1982},
A familia binomial negativa de distribui¢des inclui a distribui¢do de Poisson como um

caso limite. Se r — oo e p — 1, de modo que (1 - p) — 4,0 < A < o0, entao

r(l—p)
7

rl—p)
pZ

EY = - A,

Vary = — A,

que concorda com a média de Poisson e a varidncia. Para demonstrar que a binomial
negativa(r,p) - Poisson(A), podentos mostrar que todas as probabilidades convergem. O
fato de que as fgims convergem nos leva a esperar por isto {(veja o Exercicio 3.15).

0 Exemplo 3.2.6 mostra que a distribuicdo binornial negativa pode, assim como a de
Poisson, ser utilizada para modelar fendmenos nos quais estamos esperando por uma
ocorréncia. No caso da binomial negativa, estamos esperando por um nimero especifico de
SUCesSos.

DISTRIBUICAO GEOMETRICA
A distribuicio geométrica € a mais simples das distribui¢des de tempo de espera e é um
caso especial da distribuicgo binomial negativa. Se definirmos r = 1 em (3.2.9) teremos

PX=xlp)=pll-p* " x=12,..,

0 que define a fp de wma varidvel aleatdria geométrica X com probabilidade de sucesso
p. X pode ser interpretado como a prova na qual ocorre o primeiro sucesso, de modo que
estamos “esperando por um sucesso”. O fato de que L2, P(X = x) = 1 segue a partir das
Propriedades da série geométrica. Para qualquer niimero a com |a <1,

Aqual j4 encontramos no Exemplo 1.5.4,
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A média e a variancia de X podem ser calculadas utilizando as férmulas binomiaig
negativas e escrevendo X = Y + 1 para obter
1 I=
EX=EY+l=> e VarX=-—p.
P p
A distribuicao geométrica tem uma propriedade interessante, conhecida como a proprie-
dade “sem memdria”. Para nlimeros inteiros s > ¢, este é o caso em que

PX>s1X>0)=P(X>s-1); (3.2.11)

isto €, a distribuigéo geométrica “se esquece” do que ocorreu. A probabilidade de ocorrey
outros fracassos s — ¢, depois de jd terem sido observados ¢ fracassos, é a mesma que
a probabilidade de observar s — ¢ fracassos no inicio da sequéncia. Em outras palavras, a
probabilidade de se obter uma sequéncia de fracassos depende somente do tamanho da
sequéncia, ndo de sua posicao.

Para estabelecer (3.2.11), primeiro notamos que para qualquer niimero inteiro 7,

P(X > n) = P(sem sucesso em n tentativas)
=1=-p" (3.2.12)

e, assim,

P(X>seX>1
P(X>1)

_P(X>s)

AP =7

=(1-p)*!

=P(X>s-1).

PX 3| X =) =

ExeEmpPLO 3.2.7 Tempos de falha

Algumas vezes, a distribui¢ao geométrica é utilizada para modelar “tempo de vida” ou
“tempo até a ocorréncia da falha” de componentes. Por exemplo, se a probabilidade € de
0,001 de que uma lampada ird queimar em determinado dia, entdo a probabilidade de que
elaird durar pelo menos 30 dias é

(s
P(X>30)= Y 0,001(1-0,001)*"" = (0,999)%° = 0,970.

x=31

A propriedade sem memdria da distribui¢do geométrica descreve uma propriedade de
“auséncia de envelhecimento” muito especial, que indica que a distribuicdo geométrica
nao € aplicdvel & modelagem de tempo de vida para o qual se espera que a probabilidade
de falha aumente com o decorrer do tempo. Existem outras distribuigoes utilizadas para
modelar vérios tipos de envelhecimento; veja, por exemplo, Barlow e Proschan (1975).

3.3 DISTRIBUIQGES CONTINUAS

Nesta se¢do, discutiremos algumas das familias mais comuns de distribuicdes continuas,
aquelas com nomes bem conhecidos. As distribuigées mencionadas aquindo constituem, de
forma alguma, todas as utilizadas em estatistica. Na verdade, como foi visto na Secao 1.6,
qualquer fung@o integravel, ndo negativa, pode ser transformada em uma fdp.
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[
DISTRIBUIGAO UNTFORME

A distribui¢do uniforme continua é definida pela massa uniformemente espalhada sobre
um intervalo {a, b]. Sua fdp ¢ dada por

P N ,b
fidaby={ b-a °FF [, ] (3.3.1)

0 caso contrario.

[ gacil verificar que [, (i’ Fx)dx =1, Também temos

by b+a
BEX = dx= ;
@« b—a 2
¥
htalt™ .
b (-““ EE ) (b~ a)?
VarX = X =
j; b—a t 12

DISTRIBUIGAO GAMA
A famitia de distribuigdes gama 6 a familia flexivel de distribuigbes flexivel em [(00} € pode
ser derivada pela construgiio discutida na Se¢éio 1.6. Se a € uma constante positiva, a integral

OO0
f ety
o

é finita. Se o 6 um nimero inteiro positivo, a integral pode ser expressa de forma fechada;
do contrdrio, isto néio é possivel. Em qualquer caso, seu valor define a funcdo gama,

OO
() = f Loty (3.3.2)
0

A fungio gama satisfaz muitas relagoes (iteis, em particular,
Mo+ ) =afla), a>0, (3.3.3)

que pode ser verificada por meio da integragéo por partes. Combinando (3.3.3) com o fato
facilmente verificado de que I'(1) = 1, temos, para qualquer ndmero inteiro n > 0,

I'n)={n-1). (3.3.4)

{Qutro caso titil especial, que serd visto em (3.3.15), é gue F(%) = \/7.)

As expressoes (3.3.3) e (3.3.4) fornecem relages de recursao que facilitam os problemas
para calcular valores da funcio gama, A relag@o de recursio nos permite calcular qualquer
valor da fungio gama conhecendo somente os valores de I'(c), 0<c= 1.

Uma vez que o integrando em (3.3.2) é positivo, imediatamente segue que

tcrwl gt
f()= ———
! 'a)
€ uma fdp. A familia gama completa, no entanto, tem dois pardmetros e pode ser derivada
mudando as varidveis para obter a fdp da varidvel aleatéria X = 37 em (3.3.5}, onde § € uma
constante positiva. Ao fazermos isto, obtemos a familia gamala, ),

, 0<t<oo (3.3.5)

1 1 oy
Fxla,f) = mreeex® e g x<oo, a>0, B>0. (3.3.6)
1 (a}ﬁtt
0 a é conhecido como o parametro de forma, uma vez gue € o que mais influencia o
pico da distribuicao, ao passo que g é chamado de parémetro de escala, porque a maior
Parte de sua influéncia ocorre na disperséo da distribuigéio.
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A média da distribuicio gama(a, §) €
1

oo
H — a1 ,**.\‘fﬁ " 3 -
RX = w_["{cx)ﬁ“ j(; xx"e dx. 3.3.7

Para avaliar (3.3.7), observe que o integrando é o ndcleo de uma [dp gama(a + 1, B), A
partir de (3.3.6) sabemos que, para qualguer a, §> 0,

[ L&V gy () p%, 3.3.8)
40

portanto, temaos

N

EX = L foo xte¥P gy
A Ta)psto -~

- ﬁ;;l)“ﬁﬁl(“ + l}ﬁa“
_alla)p

- T

= @ fi.

(a partir de (3.3.3))

Note que para avaliar EX novamente utilizamos a técnica de reconhecer a integral como
o nackeo de outra fdp. (J4 utilizamos esta técnica para caleutar a fgm gama no Exemplo 2.3.8
e, em um caso discreto, para fazer cdlculos binomiais, nos Exemplos 2.2.3 ¢ 2.3.5.)

A varidncia da distribuigiio gama(a, §) é calculada de maneira andloga aquela utilizada
para a média. Em particular, ac calcular EX 2 lidamos com o nuicleo de uma distribuigiio
gamalg + 2, §). O resultado é

Var X = aff*.

No Exemplo 2.3.8 calculamos a fgm de uma distribui¢do gama{a, ). Ela é dada por

)tf 1
R

1
Mx{t)=(i_ﬁt

ribuicoes garhia ¢ Poisson. S
teiro, entao, para qualquer

i lizamos a integracao por substituica
sontinuando nossa avaliagdo, temos :
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Fxiste uma série de casos especiais imporiantes da distribui¢éio gama. Se definirmos
o= pl2, onde p éum ndmere inteivo, e § = 2, entdo, a fdp gama passa a ser

flxlp)= Wx“’m"“l eV e x<oo, (3.3.10)
que € a fdp qui-quadrada com p graus de liberdade. A média, a varidncia e a fgm da distri-
puicio qui-quadrada podem ser calculadas utilizando-se as fdrmulas gama previamente
derivadas.

A distribuicio qui-quadrada representa um importante papel na inferéncia estatistica,
especlalmente ao fazer a amostragem de uma distribuigdo normal. Este tdpico serd abordado
no Capitulo 5.

Outro importante caso especial da distribuigo gama é obtidoe quando definimos a = 1.
Entédo, temos
fxip) = %e*-‘“’, 0< x <00, (3.3.11)

afdp exponencial com parametro de escala f. Sua média e sua varidncia foram calculadas
nos Exemplos 2.2.2 ¢ 2.3.3.

A distribuicio exponencial pode ser utilizada para modelar temnpo de vida, de modo
analogo ao uso da distribuiciio geomélrica no caso discreto. Na verdade, a distribuigio
exponencial compartilha a propriedade “sem memdria” da distribuicdo geométrica. Se
X ~ exponential(8), isto é, com a fdp dada por (3.3.11), entao para §> I = 0,

PX>siX>0)=PX>s=-1},

uma vez que
PX>s5X>1)
P(X 38X >1) = ——m—
( d ) PX>1
_P(X>s)
T PX >0
et %e”"‘”‘ dx
[P fePax
Bn-s.’,ﬁ
e-tip
- eu(s—r)lﬂ

{umavez que § > £)

=P(X>5-1).

Outra distribuicéo relacionada as familias exponencial e gama é a distribuipdo de Weibull.
Se X ~ exponencial(), entdo ¥ = X7 tem uma distribuigao de Weibull(y, £),

Feiyly. p)= %y?’“‘e“i’””, 0<y<oo, >0, (>0 (3.3.12)

Claramente, poderfamos ter comegado com a distribuigao de Weibull e, enntéo, derivado
a exponencial como um caso especial {y = 1). £ uma questdo de gosto. A distribuicao de
Weibull representa um papel extremamente importante na andlise dos dados referentes
a0 tempo para falha (veja Kalbfleisch e Prentice, 1980, para conhecer uma abordagem
abrangente deste tépico). A distribuicdo de Weibull, em particular, & muito util para a
Modelagem de fungdes risco (veja os Exercicios 3.25 e 3.26).
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[DHISTRIBUIGAQ NORMAL _
A distribui¢do normal (algumas vezes chamada de distribuicdo Gaussiana) representa U =
papel central em um grande conjunto de estatfsticas. Existem trés principais razdes parg
isto. Primeiro, a distribuicido normal e as associadas a ela sdo muito tratdveis analiticamente B
(embora isto talvez néo seja percebido & primeira vista). Segundo, a distribuigio normaj
tem o familiar formato de um sino, cuja simetria a transforma em uma escolha atrativa parg
muitos modelos de populagées. Embora existam muitas outras distribuigdes que tambépy
tém formate de sino, a maior parte delas nio tem a tratabilidade analitica da distribuicig
normal. Terceiro, existe o Teorema do Limite Central (veja o Capitulo 5 para saber maig
detaihes), 0 que mostra que, em condigdes moderadas, a distribuigio normal pode ser
utilizada para aproximar uma grande variedade de distribuicoes em grandes amostras,

A distribuigfio normal tem dois pardmetros, geralmente denotados por u e o2, Qe
sdo sua média e sua vavidnela. A fdp da distribuicdo normal com média p e variancia o2
(geralmente denotada por n(w,0?)) é dada por

pe (o2 1 (2a0™) ’

flalpo?) = — 00 < X <00, 3.3.13)

e

Se X ~ n(,u,crz), entdo a varidvel aleatdria Z = (X - p)/o tem uma distribuicio n{0,1),
também conhecida como a normal padréo. Isto ¢é facilmente estabelecido escrevendo

X~,u$z]
F

PlZ=2) :.P(
=P(X=zo+u)

LR
,WE“.___] o (x=p)= {20 }dx
o

1 z 20 R X—H
= w[ ety {substituu‘ L= ——'lm]
Ve Jeco o

mostrandoe que P(Z < z) é a fda normal padrio,

Portanto, segue que todas as probabilidades normais podem ser calculactas em termos
da normal padrdo. Além disso, cdlculos de valores esperados podem ser simplificados
desenvolvendo os detalhes no caso n(0,1), transformando, entfio, o resultado para o caso
n{z,0?). Por exemplo, se Z ~ n(0,1),

EZ L foo ze 124z !
7 = e e = e =
V25 J-co VZer —c0

e, portanto, se X ~ n{i,0?), segue que, a partir do Teorema 2.2.5,
EX=Eu+o)=pu+0EZ = pu.

De modo similar, temos que VarZ = 1 ¢, a partir do Teorema 2.3.4, Var X = o,
Ainda ndo estabelecemos que a integral de (3.3.13) é igual a 1 ao longo de toda a reta real.
Aplicando a transformacgéo de padronizacio, precisamos somente mostrar que
1 o g,
—-————f e *dz=1,
V2 J-co
Observe que o integrando acima ¢ simétrico em torne de 0, implicando que a integral
sobre (-00,0) € igual & integral sobre (0,00). Portanto, reduzimos o problema mostrando

o vz
f T 2ﬂ:\/§' (3.3.14)
0
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A fungéo ¢"#12 ngo tem uma antiderivada que possa ser escrita explicitamente em
termos de fungdes elementares (isto €, em forma fechada), assim, n@o podemos realizar a
mtegracio diretamente. Na verdade, este € um exemplo de uma integracéio que, se vocé nio
souber como fazer, perderd muito tempo sem “ir a lugar nenhum”. Uma vez que ambos os
lacos de (3.3.14) sdo positivos, a igualdade se manterd se estabelecermos que os quadrados
a0 iguais. Definimos o quadrado da integral em (3.3.14) para obter

© 2w, Y 0 it O
(f et dz) =(f ¢ clt}([ g ! du)
0 0 Jo
le 9] (w4 - 2.!. 2"'
:f f e N2 gy,
o Jo

As vartdvels de integracgio sio apenas varidvets aparentes, por isso é permitido mudar
selts nomes, Agora, convertemos para coordenadas polares. Defina

=pcos? e w=rsend.

Entdo #+u® = r* e dedu=rdfdr, e os limites de integragiio passam a ser 0 < r < oo,
0 <@ < /2 (olimite superior em @ é /2 porque f e « 18m a restricéio de serem positivos).

Agora, teITOs
0o Loo (et o0 el 27
f f eI = f re = d0dr
0 Jo JooJo

b A
=-é-[ re”" " dr
0

X 2y
= [——e ' .'z.lgel

que estabelece (8.3.14).
Esta integral estd estritamente relacionada com a fungdo gamae; de fato, fazendo a
substituicdo w = %zz em (3.3.14), verificamos que esta integral é essencialmente 1"{%). Se

tivermos o cuidado de obter as constantes corretas, veremos que (3.3.14) implica

1 © Wz ,—w
1"(5) :f w e dp = 7T {3.3.15)
0

A distribui¢io normal é, de certo modo, especial, no sentido de que seus dois parametros,
1 (2 média) e o {a varidncia), nos fornecem informagoes completas sobre o formato e a
localizagiio exatos da distribuigio. Esta propriedade, de que a distribuiciio é determinada por
te o®, ndo é tinica para a fdp normal, mas compartilhada por um grupo de fdps chamado
de familias de locacaoc-escala, que serdo discutidas na Secéo 3.5.

O célculo direto mostra que a fdp normal (3.3.13) tem seu maximo em x = y e a pontos
de inflexdo (onde a curva se modifica de concava para convexa) em u+ o. Além disso, o
contetido de probabilidade dentro de 1, 2 ou 3 desvios padrio da média ¢

P{X ~p|s0)=P(Z] = 1) =0,6826,
P(|X~p|=20)=P{Z] =2) = 09544,
P(|X - p| =30)=P(Z] =3) = 0,9974,

onde X ~ n(u,o?), Z ~n(0,1}, e os valores numéricos podem ser obtidos a partir de muitos
Pacotes de programas de computador ou de tabelas. Geralmente, os valores de dois digitos
telatados sdo 0,68, 0,95 e 0,99, respectivamente. Embora ndo representem os valores arre-
dondados, eles siio comumente utilizados. A Figura 3.3.1 mostra a fdp normal juntamente
Lom esses recursos principais.

23
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Fig. 3.3.1 Densidade normal padiio

Entre os muitos usos da distribuigio normal, um importante é como uma aproximacio
de outras distribuictes (o que é parciaimente justificado pelo Teorema do Limite Central),
Por exemplo, se X ~ binomial(n,p), entdo EX = ap e VarX = np{l —p}, e sob condicies
adequadas, a distribuigdo de X pode ser aproximada por aquela de uma varidvel aleatéria
normal com média i = np e varidncia ¢ = np(1 - p). As “condigdes adequadas” sio que
n deverd ser grande e p nao deverd ser extremo (proximo de 0 ou 1). Queremos que i
seja grande, de modo que existam valores (discretos) suficientes de X para fazer uma
aproximagao por uma distribuigao continua razodvel, e p deverd estar “no meio”, de modo
que a binomial ¢ praticamente simétrica, assim como a normal. Como acontece com
a maioria das aproximagdes, nio existem regras absolutas, ¢ cada aplicacdo deverd ser
verificada para decidir se a aproximacfo é suficientemente boa para seu uso pretendido.
Uma regra de conservacao a ser seguida € que a aproximacio serd boa, se min(ap,al -

:"';.'EXEMPIQ 332 : Apmxnmagdo nm mal _
'_""__.Sl‘.,j’l X bmomml(zo g, 6) Podsmoe aptoxtmar X com umd veu idve '119'1&01121 _
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DISTRIBUICAO BETA
A familia beta de distribuictes ¢ uma famitia continua com (0,1) indexada por dois parame-
tros. A fdp beta(a, ) €

1

Lt -1 . a0 1e
1-x , D<x<l, >0, >0, 3.3.1¢
BB x4 ) X a B ( 3)

Slxle, ) =

onde B(a,f) denota a fungio beta,

1
Bla,f) = f =P dx
o]

A funcio beta estd relacionada a fungéio gama por meio da seguinte identidade:

(a)T'(P)

Blaf) =

(3.3.17

A Equagdo (3.3.17) é muito titil ao lidar com a fungfio beta, permitindo tirar proveito das
propriedades da funcio gama. Na verdade, nunca lidaremos diretamente com a fungdo
beta, mas, em vez disso, utilizaremos (3.3.17) para todas as nossas avaliagoes,

A distribuicdo beta é uma das poucas distribuiges “chamadas” comuns que attibuem
probabilidade 1 para um intervalo finito, aqui assumido como sendo (0,1). Desta maneira, a
beta geralmente é utilizada para modelar proporgaes, 0 gue naturalmente estd entre O e 1.
Veremos ilustracies relacionadas a isto no Capitulo 4.

O calculo de momentos da distribuicio beta é bastante simples, devido & forma particular
da fdp. Para n > —a temos

H
EX" = ﬁ_ﬁ.) fo - 0f s

1

1

— . {aFm—1 B-1 ..
= X (1—-x)7 "dx.
Bla,p) Jo
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Agora, reconhecemos a integranda como o nticleo de uma fdp beta(a + n, §); portantg,

Bla+n,p) Tla+nmI'(a+p)

X B@p) Ta+p+ml@)

(3.3.18)

Utilizando (3.3.3) e (3.3.18) com n = 1 e n = 2, calculamos a média e a varidncia dy
distribuicdo beta(ea,8) como
a af

EX:a-]-.ﬁ e Val.X:(a+ﬁ)2(a+,6+1)'

Como os pardmetros « e ff variam, a distribuicio beta assume muitas formas, comg
mostra a Figura 3.3.3. A fdp pode estar estritamente aumentando (a > 1, = 1), estritamente
diminuindo (e =1, > 1), em formatode U (a < 1, < 1), ou pode ser unimodal (a > 1,8 > 1),
O caso a = § gera uma fdp simétrica sobre % com média % (necessariamente) e variancia
(4(2a+1))"L. A fdp se torna mais concentrada 2 medida que @ aumenta, mas permanece
simétrica, como mostra a Figura 3.3.4. Por fim, se a = § = 1, a distribuicao beta se reduz
a uniforme(0,1), mostrando que esta pode ser considerada como um membro da familia
beta. A distribui¢do beta também estd relacionada, por meio de uma transformacao,
distribui¢do F, uma distribuicdo que representa um papel extremamente importante na
andlise estatistica (veja a Sec¢do 5.3).

0 ! X
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fig. 3.3.3 Densidades beta

T IR PR VA PR T Sy
R e e
e
_ ; s
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Fig. 3.3.4 Densidades beta simétricas
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DISTRIBUI(;KO pE CAUCHY

figta € WNA distribuicdo simétrica, em formato de sino, em (—o0,00) com fdp

1

;m, 00 <X <00, —-oo < < [3.3.19)

[ =
(Veja 0 Exercicio 3.39 para conhecer uma versio mais geral da fdp de Cauchy)
sivelmente, a fdp de Cauchy néo parece ser muito diferente da distribuiciio normal.

Vi
na realidade, existe uma grande diferenca. Como jd vimos no Capitulo 2, a média

Contudo,
da distribuiggo de Cauchy ndo existe, isto &,
1 Jxl

ft = o0 3.3.20
L rTTaoeE e (8:3.20)

ElX| =
[ facil verificar que (3.3.19) define uma fdp apropriada para todo 8. Lembre-se de gue
Larctg(h) = (1+ £2)7 1 portanto,

@ ] L P oo
f_m T dx = p arctg(x - =1,
wma vez que arctg(eo) = £m/2,

Como E | X| = co, segue que nio existe nenhum momento da distribuicio de Cauchy ou,

em outras palavras, todos os momentos absolutos sdo iguais a co. Em particular, a fgm néo

existe.

O parametro & em (3.3.19) mede o centro da distribuigio; ela é a mediana. Se X tem

uma distribuicdo de Cauchy com pardmetro 0, entito, a partir do Exercicio 3.37 segue

que P(X =) = % mostrando que § é a mediana da distribuigdo. A Figura 3.3.5 mostra

uma distribuicdo de Cauchy(®) juntamente com um 1n(0,1), onde vemos a similaridade no

formato, exceto pelas caudas muito mais espessas, de Cauchy.

A distribui¢o de Cauchy representa um papel especial na teoria da estatistica. Lila
demonstra um caso extremo, em relagio ao qual conjecturas podem ser testadas. Mas
nio cometa o erro de considerar a distribuigdo de Cauchy como sendo somente um caso
patoldgico, porgue ela tem wn jeito de se transformar quando menos se espera, Por exemplo,
é pratica comum para experimentadores calcular razdes de observacies, isto é, razdes de
varidveis aleatorias. (Em medidas de crescimento, 6 comum combinar peso e altura em uma
dnica mediciio do peso em relagdo a altura, isto €, peso/ altura.) Um fato swpreendente €
que a razdo de duas normais padréo tem uma distribuicdo de Cauchy (veja o Exemplo 4.3.6).
Assumir proporgoes pode levar a distribuigdes com comportarentos anormais,

Normal

] ] | H 1 }
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig. 3.3.5 Densidade padrao normal ¢ densidade de Cauchy
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INSTRIBUIGAO LOGNORMAL
Se X ¢ uma varidvel aleatdria cujo logaritmo ¢ normalmente distribuido (isto &, logx ..
n{g,0?)), entdio X tem uma distribuicio lognormal. A fdp de X pode ser obtida pela transfo,.
mago direta da fdp normal uiilizando o Teorema 2.1.5, gerando

. ; | P P o
Flxlpo®) = —-\/-:z-__wu;:-@ Gogrp0®/20%) g o v oo, ~oo< ft<oo, o3>0, {3.3.21
o

para a fdp lognormal. Os momentos de X podem ser calculados diretamente, utilizandg
(3.3.21) ou explorando a relaciioc com a normal e escrevendo

EX = Bl ¥
= e (¥ =log X ~n(uo?)
= plt+ie?i2)

A dltima igualdade é obtida reconhecendo a fgm da distribuicdo normal {considerando
8
£ =1; veja o Exercicio 2.33). Podemos utilizar uma técnica similar para calcular EX? e obter
By ard Dyl
Var X = eam ko) ez.u ot

A distribuigdo tognormal ¢ similar em aparéncia a distribuicdo gama, como mostra
a Figura 3.3.6. A distribuig¢&o € muito popular na modelagem de aplicacies, quando a

Fig. 3.3.6 (a) Algumas densidades lognormais; (b) Algumas densidades gama
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saridvel de interesse € assimétrica a direita. Por exemplo, rendimentos sdo necessariamente
assimétricos 2 direita, e a modelagem com uma lognormal permite o uso de estatistica da
teorid normal em log(rendimento), uma circunsténcia muito conveniente.

DISTRIBUIGAO EXPONENCIAL DUPLA
fista & formada por reflexdo da distribuigio exponencial em torno de sua média. A fdp ¢
dada por

1 .
flxlpo) = E——e"l"”“"", wpo<€r<o0, =oo<pu<oo, ¢>0.(3.3.22)
o

A exponencial dupla apresenta uma distribuigio simétrica, com extremidades “gordas”
(muito mais que o normal), mas ainda retém todos os seus momentos. E possivel calcular

diretamente
EX=p e VarX=202

A distribuicio exponencial dupla nédo tem formato de sino. De fato, ela tem um pico
(ou, mais formalmente, um ponto de nde diferenciabilidade) em x = . Quando lidamos
com esta distribuicio analiticamente, é importante lembrar este ponto. Os sinais de valor
absoluto também podem ser problemdticos quando se realizam integragoes, e € methor
dividir a integral em regides ao seu redor x = (i

«@ x
EX:f = o lmnlio gy

oo 20
Eoxo X el

= f S QTG gy f =g T (3.3.23)
—o0 20 u 20

Observe que podemos remover os sinais de valor absoluto nas duas regides de integragao.
(Hsta estratégia € Gtil, em geral, para lidar com integrais contendo valores absolutos;
divide-se a regifio de integragiio, de modo que os valores absolutos possam ser removidos.) A
avaliaciio de (3.3.23) pode ser concluida fazendo-se a integragio em partes, em cada integral.
Existem muitas ouiras distribui¢des continuas, que tém uso em diferentes aplicactes
estatisticas, muitas das quais serio mostradas ao longo do restante deste livro. O trabalho
abrangente, realizado por Johnson e coautores, mencionado no inicio deste capftulo, ¢ uma
referéncia valiosa para as distribuigdes estatisticas mais tteis.

3.4 FAMILIAS EXPONENCIAIS
Uma familia de fdps ou fps ¢ chamada de exponencial, se puder ser expressa comao

k
Fxl@) = h(x)e@ exp| Y wi@)(X) |. (3.4.1
=1

Aqui i(x) 2 0 e (%), ..., 6 (x) s&o funges com valores reais, de observacio x (elas néo
dependem de 8), e ¢(@) = 0 e un (@), ..., w{0) sdo fungdes com valores reais do parametro

Muitas famflias comuns apresentadas na segfo anterior sio exponenciais. Estas incluem
as familias continuas — normal, gama e beta, e as discretas — binomial, de Poisson e
binomial negativa.

que possivelmente tem seu valor definido pelo vetor 8 (elas nédo podem depender de x).
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Para verificar que a famnilia de fdps ou fps é uma familia exponencial, devemos identificy,
as fungdes Alx), c(@), wi{#) e t;(x) e mostrar que ela tem a forma (3.4.1). O exemplo a seguiy -
ilustra isto,

~Entao; temos

":ﬁ:qu(, éa, tmmd &2

A forma especifica de (3.4.1) resulta em familias exponenciais que tém muitas proprieda-
des matemadticas titeis. Mas o mais importante para um modelo estatistico ¢ que a forma de
(3.4.1) resulta em muitas propriedades estatisticas teis. A seguir, ilustramos um atatho para
o céleulo de momentos de uma familia exponencial,

TEOREMA 3.4.2
Se X é uma varidvel aleatéria com [dp ou fp da forma (3.4.1), entéio

K 6?.();(0) 3
i K T ' 3.4.4
{ (; G(Jj £ (X) aﬂj loge(@y; 344
k. dw;(0) |
' (Z‘ ;" G (3.4.5)

Embora essas equagdes possam parecer complicadas demais, quando aplicadas a casos
especificos elas podem funcionar muito bem. Sua vantagem é que podemos substituir a
integragiio ou soma pela diferenciagio, que geralmente é mais direta.
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A prova do Teorema 3.4.2 é uma excursio de cdleulo, deixada como Exercicio 3.31. Veja
também o Exerclcio 3.32 para conhecer um caso especial.
Agora, podemos verificar outro exemplo e alguns outros recursos das familias expo-

nenciais.

Em geral, o conjunto de x valores para os quais f{x{8) > 0 néio pode depender de 8 em
uma familia exponencial. A definiciio completa da fdp ou da fp deve ser incorporada na
forma (3.4.1). Isto ¢ mais facilmente obtido incorperando-se a amplitude de x na expressio
Para f(x|0) por meio do uso de uma fungéo indicadora.




|
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DEFINIGAO 3.4.5 _
A fungdo indicadora de um conjunto A, mais frequentemente denotada por [, (), éafungyg

1 xeA
Ta{x) =
x& A,

Uma notacéo alternativa é I{x € A).
Portanto, a fdp da normal do Bxemplo 3.4.4 seria escrita como
Flxlo?) = h(x)e(pn,o) expluw (o) £ (%) + wo (16,0 1 ()] T co,00) (X).

Como a fungéo indicadora ¢ uma fungdo somente de x, ela pode ser incorporada 3
fungdo k(x), mostrando que esta fdp ¢ da forma (3.4.1). j
A partir de {3.4.1), como o fator exp(-) sempre é positivo, pode ser visto que para’
qualguer 8 € ©, isto €, para qualquer € para o qual ¢(8) > 0,{x: f(x]6) > 0} = {x: h(x) >
0}, e este conjunto ndo depende de 8. Assim, por exemplo, o conjunto de fdps dado
por flxl@) =0V exp(1~(x/6)),0 < 0 < x < co, ndo é uma familia txpomnc:al MEeSNo se
pudermos escrever 87 exp(l — (£/6)) = h(x)c(@) exp(w(@) (X)), onde h(x) = ¢!, c(@) =0~ L
w(@) =07, e t(x) = —x. Bscrever a fdp com fungdes indicadoras torna isto muito claro,
Temos

Fe10) =0 exp (1~ (g]) 1,00y ().

A fungio indicadora ndo pode ser incorporada em nenhuma das fungdes de (3.4.1), uma
vez que ndo ¢ uma fungdo somente de x, nem uma fungfio somente de 8, e nio pode ser
expressa como uma exponencial. Assim, esta ndo é uma familia exponencial. '

Algumas vezes, uma familia exponencial é reparametrizada como

&
Sl = h(x)c* mexp| Y nitifx0 ], (3.4.7)
il

Aqui, as fungdes h(x) e ;(x) 580 as mesmas que na parametrizacio original {3.4.1).
O conjunto M = {n = (1,74 fo0 M exp (S 1 1:(0)) dx < 00} ¢ chamado de espago
paramétrico natural para a familia. (A integral é substituida por uma soma dos valores
de x para a qual 2(x) > 0se X For discreta.} Para os valores de 1 € 7, devemos ter ¢*(n) =
[foo, hlx)exp (Z i1 ik (X) dx] para garaniir que a integral da fdp é igual a 1. Uma vez
que a f(x8) original em (3.4.1) é uma fdp ou fp, o conjunto iy = (w1 (0),...,w(0): 0 € 6}
deve ser um subconjunto do espaco do parAmetro natural. Mas tambem podem existir
outros valores de n e M. A parametrizagfio natwral e o espaco do parametro natural tém
propriedades matematicas muito 1iteis. Por exemplo, M é convexa.
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Na representagio (3.4.1), geralmente € o caso em que a dimenséo do vetor 8 éiguala k, o
afimero de termos na soma, no expoente. Mas n@o é preciso que seja assim, e & possivel que

4 dimensao do vetor @ sejaigual a d < k. Esta familia exponencial é chamada de familia
gxponenu.al Curva.

DEFINIGAC 3.4.7
Uma familia exponencial cirva € um grupo de densidades da forma (3.4.1) paraaqual a

dimensdo do vetor 8 é iguala d < k. Se d = k, € uma familia exponencial complela. (Veja
também Itens Diversos 3.8.3.)

Familias exponenciais curvas sdo iiteis de muitas maneiras. O exemplo a seguir ilustra
wm uso simples.

Apesar do fato de o espago paramétrico ser um espago de baixa dimensionalidade, ele
tem alguma influéncia nas propriedades da familia; veremos que familias curvas ainda
apresentam muitas das propriedades das familias complexas. Em particular, o Teorema 3.4.2
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aplica-se as familias exponenciais curvas, Além disso, familias exponenciais completas e
curvas tém outras propriedades estatisticas, que serfio discutidas ao longo do restante deste
livro. Por exemplo, suponha gue temos um grande mimero de valores de dados a partir
de uma populagiio que tem uma fdp ou fp da forma {3.4.1). Entdo, somente & niumeros
(k = niimero de termos na soma em (3.4.1)) que podermn ser catculados a partir dos dados
resumenm todas as informacdes sobre @, que estd nos dados. Esta propriedade de “redugio de
dados” ¢ tratada mais detalhadamente no Capitulo 6 (Teorema 6.2.10), no qual discutimos
sobre estatisticas suficientes.

Para obter mais que uma introduciio as familias exponenciais, veja Lehmann (1986,
Secio 2.7) ou Lehmann e Casella (1998, Segéio 1.5 e Nota 1.10.6). Uma introdugfio completa,
em wm nivel um pouco mais avangado, é fornecida na cldssica monografia desenvolvida por
Brown (1986).

3.5 FAMILIAS DE LOCACAO E DE ESCALA

Nas Secdes 3.3 e 3.4 discutimos diversas familias comuns de distribui¢es continuas.
Nesta, abordamos trés técnicas para a construgéo de familias de distribui¢oes. As familias
resuliantes tém prongas interpretaces fisicas que as tornam tteis para a modelagem, assim
como tém propriedacdes matemadticas convenientes.

Os trés tipos de familias sdo chamadas de locagéo, de escala e de locaglio-escala. Cada
uma das familias é construida pela especificacfio de uma tinica fdp, seja (), chamada de
fdp padréo para a familia. Entdo, todos os outros fdps na familia sdo gerados pela transtor-
macio da fdp padrdo de um modo prescrito. Comegamos com-um teorema simples sobre
fdps.

TEOREMA 3.5.1
Seja f{x) qualquer fdp e que g e o > 0 sejam quaisquer constantes dadas. Entéo, a fimgéo

: X
glaipno) = (Ij ( e ]
é uma fdp.

Prova:

Para verificar que a transformagio produziu uma fdp legitima, precisamos verificar se
(1/0) f((x— /o), como uma fungéio de x, ¢ uma fdp para cada valor de e o que podemos
substituir na férmula. Isto é, devemos checar se (/@) f((x )/} é ndo negativa e se a
integral ¢ igual a 1. Uma vez que f(x) é umafdp, f(x) 2 0 para todos os valores de x. De modo
que, (1/a) f((x - ) /o) = 0 para todos os valores de x, ¢ e o. Eimn seguida, observamos que

1 rx-u N S o X—
'ﬁmgf( o )dx—fmmf(y) dy [SlletltLlll y= m{mfw«)
=1, (uma vez que f(y) é uma fdp)
como deveria ser verificado. =

Agora, recorremos A primeira de nossas construgoes, a das familias de locagéo.

DerINIGAO 3.5.2
Seja f(x) qualquer fdp. Entfo, a familia de fdps f(x - ), indexada pelo pardmetro g,
00 < it < 0o, ¢ chamada de familia de locagdo com fdp padrdo f(x} e p é chamada de
pardmetro de locagdo para a familia,

Para verificar o efeito da introdugio de um pardmetro de locagfio , considere a
Fipura3.5.1. Emx =y, f(x—~p = fOr emx=p+1, flx—p) = f{l);e,emgeral, emx =y +a




FAMILIAS COMUNS DE DISTRIBUIGOES
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Fig, 3.5.1 Dois membros da mesma familia de localizagiio: médiasem 0 e 2

Flx-) = Fla). Naturalmente, f (x - j) para g = 0 € apenas f(x). Assim, o pardmetro de
locagdo gt simplesmente muda a fdp f(x}, de modo que o formato do grafico permanece
inalterado, mas o ponto no grafico que era x = 0 para f(x) € x = y para fx—). Ficaclaro, a
partir da Figura 3.5.1, que a drea sob o grifico de f(x) entre x = ~1 e x =2 é igual & drea sob
o grifico de flx— ) entre x = gt~ 1 e x = ¢+ 2. Portanto X & wma varidvel aleatoria com fdp
[f(x- p); podemos escrever

P(~1=X <20 =P(p—1<Xsu+20W,

onde a varidvel aleat6ria X tem fdp f(x—0) = f(x) a esquerda da igualdade e fdp flx—y) &
direita.

Vdrias das familias apresentadas na Sec¢éo 3.3 sfo, ou tém como subfamilias, familias de
locagdo. Por exemplo, se ¢ > 0 é um niimero especifico conhecido e definimos

Flx) = ———1——-—8"""2”202), - 00 < X < 00,
Veno

entiio, a familia de locagio com fdp padréo f(x) ¢ o conjunto de distribui¢des normais com
média desconhecida p e variancia conhecida . Para verificar isto, observe se substituir
x por x — u na férmula acima gera fdps da forma definida em (3.3.13). De maneira similar,
as familias de Cauchy e a exponencial dupla, com ¢ como um valor especifico e u como
wm pardmetro, sio exemplos de familias de locagéio. Mas o apontado pela defini¢do 3.5.2 é
que podemos comegar com gualguer fdp f(x) e gerar uma familia de fdps infroduzindo um
pardmetro de locacéo.

Se X é uma varidvel aleatéria com fdp f(x - ), entdo X pode ser representado como
X = Z 4+, onde Z é uma varidvel aleatéria com fdp f(z). Esta representag@o € uma
consequéncia do Teorema 3.5.6 (com o = 1), 0 que serd comprovado posteriormente. A
consideracéio desta representago indica quando uma familia de locagdo pode ser um
modelo apropriado para uma varidvel observada X. Descreveremos duas destas situagdes.

Primeiro, supenhamos que um experimento seja projetado para medir alguma constante
fisica g, digamos, a temperatura de uma soluciio. Mas existe algum erro de medico
envolvido na observacio, de modo que o real valor observado X é Z + g, onde Z é o erro de
medicio, X serd maior que p se Z > 0 para esta observagilo, e serd menor que g se Z <0. A
distribuicao do erro de medigdo aleatério pode ser bem conhecida a partir da experiéncia
anterior na utilizagio deste dispositivo de medi¢éio para medir outras solugdes. Se esta
distribuigdo tem fdp f(2), entdo a fdp do valor observado X ¢ f{x— ).

Como outro exemplo, suponha que a distribuicio dos tempos de reagédo de motoristas
em um teste de coordenagio motora é conhecida a partir de wm experimento realizado
anteriormente. Denote o tempo de reagfio para um motorista escolhido aleatoriamente,

utilizando a varidvel aleatdria Z. Seja a fdp de Z descrevendo a distribui¢io conhecida f{z).

Agora, considere a “aplicagiio de um tratamento” & populagdo. Por exemplo, considere o
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que aconteceria se todos os motoristas bebessem trés copos de cerveja. Podemos ASSLlimy,
que o tempo de reagdo de todos eles muda por meio de algama quantidade desconhecjda
1. {liste modelo muito simples, em que o tempo de reagio de todos eles muda a mesyg,
quantidade y, provavelmente ndo é o melhor. Por exemplo, sabe-se que o efeito do dlcog)
depende do peso, portanto, pessoas mais pesadas provavelmente serio menos afetadag pely
cerveja consumida.) Como cientistas de mente aberta, podemos, até mesmo, permitjy a
possibilidade de que i < 0, isto ¢, que o tempo de reagdo diminuiu. Entdo, se observarmog o
tempo de reagio de um motorista que foi selecionado aleatoriamente, apds o “tratamentg”,
0 tempo de reaglio seria X = Z + p e a familia de possiveis distribuictes para X seria dadg
por f{x—p).

Se o conjunto de x para o qual f(x) > 0 néo é a reta real completa, entéio, o conjunto de ¥
para o qual f(x - i) > 0 dependerd de . O Exemplo 3.5.3 itustra isto.

Os dois outros tipos de familias a serem discutidos nesta secéio sio os de escala e os de
locagiio-escala.

DEFINICAO 3.5.4
Seja f(x) qualquer [dp. Eintéo, para qualquer ¢ > 0, a familia de fdps (1/0) f(x/0), indexada
pelo parémetro ¢, é chamada de familia de escala com fdp padréio f(x) e ¢ 6 chamada de
pardmetro de escala da familia,

O efeito de introduzir o pardmetro de escala o é o de alongar (¢ > 1) ou contrair (o < 13 0
gréfico de f(x) enquanto ainda mantém o mesmo formato bdsico do gréfico. Isto é ilustrado
na Figura 3.5.3. Na maioria das vezes, quando os pardmetros de escala sdo utilizados, f(x) ¢
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-6 -4 -2 0 2 4 6

Fig. 3.5.3 Membros da mesma familia de escala

simétrico em 0 ou positivo somente para x > 0. Nesses casos, 0 alongamento ou € simétrico
em 0 ou soimente na direcéo positiva. Mas, na defini¢do, qualquer fdp pode ser utilizada
como o padréo.

Diversas das familias introduzidas na Secdo 3.3 ou séo de escala ou as t8m como
subfamilias, Iistas sdo a familia gama se a for um valor fixo e B, o pardmetro de cscalg; sdo a
famitia normal, se u = 0 e o for o parimetro de escala; sdo a familia exponencial e a familia
exponencial dupla, se gt = 0 e o forem o pardmetro de escala. Em cada caso, a fdp padrao é
a fdp obtida ao se definir o parimetro de escala igual a 1. ntdo, todos os outros membros
da familia podem ser mostrados como na Pefinicdo 3.5.4.

DEFINICAO 3.5.5
-Seja f(x) qualquer fdp. Entdo, para qualquer g1, —oo < i < 0o, e qualquer ¢ > 0, a familia de
fdps (1/e} f((x — /o), indexada pelo pardmetro (u,0), € chamada de familia de locagéio-
-escala com fdp padrdo fix); i é chamado de pardmetro de locagdo e o de pardmetro
de escala.

0 efeito de introduzir os parmetros de tocagio e de escala é o de alongar (o > 1) ou
contrair (¢ < 1) o grafico com o parimetio de escala g, entio, modifica-lo, de modo que o
ponte que estava acima de 0 fique agora acima de ji. A Figura 3.5.4 ilustra esta transformacéo
de f(x). As familias exponenciais normal e duptla séo exemplos de familias de locagédo-escala,
O Exercicio 3.39 apresenta a familia de Cauchy como uma familia de locacfo-escala,

0 seguinte teorema relata a transformacdo da fdp f(x) que define uma familia de
locagdo-escala para a transformacio de uma varidvel aleatdria Z com fdp f(2). Como

-6 —4 -2 0 2 4 6

Fig. 3.5.4 Membros da mesma familia de escala-localizagiio
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foi mencionado na discussio sobre famflias de locagio, a representacio em termog de
Z é uma ferramenta matemdtica til e pode nos ajudar a entender quando uma fﬂmﬂiq

1¢
: I =1ng
Teorema 3.5.6 gera um resultado (somente) para as familias de locagio, e definir g =0 gerg
um resultado (somente) para as familias de escala.

THOREMA 3.5.6
Seja f() qualquer fdp e seja g um nimero real qualquer, e ¢ um ndmero real qualquey
positivo. Entdo X é uma varidavel aleatdria com fdp (t/eo) f ((x - g} cr) $€, ¢ somente se, existj,
urna varidvel aleatdria Z com fdp flz) e X =0 Z + .

Prova:

Para provar a parte referente a “s¢”, definimos g(z) = oz -+ . Entdo X = g(%), g é uma fungin
mondtona, g1 (x) = (x - u)/v, e (didx)g ' (x)] = /o, Portanto, segundo o Teorema 2.1.5,a
fdp de X ¢

et ol o AR
S = f2(g7 ) —]G.

)

ad .l
8 (x)l—f(

Para provar a parte referente a “somente se”, definimos que g(x) = (x~ /o e :que_ '
Z = g(X). Novamente, o Teorema 2.1.5 se aplica: g™1(2) = 02+ 1, [{d/dz)g™\(2)| = 0, e a fdp
deZé

f2(2) = fxlg™ ' (2)) o= f(z).

RLIPSURN I WZ+.“)-#)
dzg (z))_af( o

Além disso,

+p=X. m

X -
ch+,u:o"g{X}+,u:U(

Um fato importante que se pode extrair do Teorema 3.5.6 ¢ que a varidvel aleatéria
Z={X~p)/otem fdp

f0 =17 (52 = o,

Isto &, a distribuigdo de Z é aquele membro da familia de locagdo-escala correspondente
ap=0,0 = L Isto jd foi comprovado para o caso especial da familia normal, na Segéio 3.3.

Geralmente, os cédlculos podem ser desenvolvidos para a varidvel aleatéria “padrao” Z
com fdp f(2) ¢, entdo, o resultado correspondente para a varidvel aleatéria X com fdp
(L) f((x - ) /o) pode ser derivado facilmente. Um exemplo é dado a seguir, que é uma
generalizagdo de um célculo realizado na Secéo 3.3 para a familia normal.

TEOREMA 3.5.7 -
Seja Z uma varidvel aleatéria com fdp f(z). Suponha que EZ e Var Z existam. Se X é uma
varidvel aleatdria com fdp (1/a) f ((x - ,u)/o), entio

EX=0EZ+p e VarX=o’VarZ.
Em particular, se EZ =0eVarZ =1, entdao EX = pe Var X = o2,
Prova:

De acordo com o Teorema 3.5.6, existe wma varidvel aleatéria Z* com fdp f(ele X =g 2" + b
Portanto EX = ¢EZ* + = oBZ + pe VarX = o2Var Z* = g2Var 7, &
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para qualquer familia de locagdo-escata com média e varidncia finitas, a fdp padrao f(z)
Jode ser escolhida de tal maneira que EZ = 0 e Var Z = 1. (A prova de que esta escolha pode
ser felta & deixada como o Exercicio 3.40.) Isto resulta na conveniente interpretagio de e
;jz como amédia e avariancia de X, respectivamente. Este 6 o caso para a definigio usual da
famﬂia normal, como foi dado na Segdo 3.3. Contudo, estanfio ¢ a escolha para a definigéio
usual da famnilia exponencial dupla, como foi dado na Se¢iio 3.3, Neste caso, Var Z = 2.

As probabilidades para que qualquer membro de wma familia de locagdo-escala podem
sel calculadas em termos da varidvel padrdo Z porque

Ny x—p L Xl
P(X % X) :p{——f— =) s p(z s )
o o o
Deste modo, se P(7 < z) for tabulado ou facilmente catculdvel para a varidvel padrio Z,
entio as probabilidades para X podem ser obtidas. Os cédleuwdos das probabilidades normais
atilizando a tabeia normal padriio séio exemplos disto.

3.6 DESIGUALDADES E IDENTIDADES

A teoria estatistica estd, literalmente, repleta de desigualdades e identidades — sdo tantas,
que livros inteiros sdo dedicados a este tépico. O importante trabalho de Marshall e
Olkin (1979) contém muitas desigualdades utilizando o conceito de majorizagio. Outro
trabalho, mais antigo, realizado por Hardy, Littlewood e Polya {1952), é um compéndio de
desigualdades cldssicas. Nesta segfo e na Se¢éo 4.7 mesclaremos algumas desigualdades
cldssicas e novas, para dar uma ideia dos tipos de resultados que existem. Bsta se¢io é
dedicada s identidades e desigualdades que surgem das preocupagdes probabilisticas, ao
passo que as da Sego 4.7 dependem mais das propriedades bdsicas de mimeros e funcoes.

3.6.1 DESIGUALDADES DE PROBABILIDADE

A mais famosa e, talvez, a mais Gtil desiguaidade de probabilidade é a Desigualdade de
Chebychev. Sua utilidade deve-se a sua ampla aplicabilidade. Assim como acontece com
muitos resultados importantes, sua prova é quase trivial.

TeoREMA 3.6.1
Desigualdade de Chebychev

Seja um X uma varidvel aleatéria e g(x) wna fungao néo negativa. Entao, para qualquer
r>9Q,

pgc2r) = B,

Prova:

Eg(X):f gx) fx(xdx

= f glxyfx(x)dx {g nao é negativa)
[x:iglx)zr}
=r f fxxdx
foglazrg
=rP(g(X)zr). (definicdo)

Rearranjar agora produz a desigualdade desejada. ]
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Bmbora a Desigualdade de Chebychev seja amplamente aplicivel, ela ¢ necessariamente
conservadora. (Veja, por exemplo, o Exercicio 3.46 e Ttens Diversos 3.8.2)) Em particular,
geralmente, podemos obter limites mais estritos para algumas distribuices especificas.

 Bxemp103.6.3 - Uma desigualdade de prob
©:Se Z ¢ normal padrdo; en

hebychev: Para 1|

54; ima grande melhori

(dmavez que

e utilizamos o fato de que P(|Z]
+ estabelecido’de maneira siinila (vej

2P(Z> 1). Um limite inferior em P{|Z] =
a o Exercicio 3.47). B

Existem muitas outras desigualdades de probabitidade, e quase todas elas sfo similares,
em esséncia, a de Chebychev. Por exemplo, veremos (Exercicio 3.45) que

PXza)yze " My(D),

mas, naturalmente, esta desigualdade exige a existéncia da fgm. Existem outras desigualda-

des, mais estritas do que a Chebychev, mas exigindo mais suposicfes (como & detalhado em
[tens Diversos 3.8.2).




FAMILIAS COMUNS DE DISTRIBUIGOES

I
5.6.2 IDENTIDADES

Nesta seciio, apresentamos uma amostra de vdrias identidades que podem ser titeis em
estabelecer teoremas, mas também em facilitar cdlculos numéricos. Uma classe completa
de identidades pode ser considerada como sendo “relages de recursio”, algumas das quais
jé vimos. Lembre-se de que se X € Poisson(A), entdo

P(X = x4 1) =~ PX = ), (3.6.2)
x+1
permitindo‘nos calcular probabilidades de Poisson recursivamente, comegando a partir de
pX=0)= ~*. Relaches como {3.6.2) existem para quase todas as distribuicdes discretas
{veja 0 Exercicio 3.48). Algumas vezes, elas existem de forma um pouco diferente para as
distribuigoes continuas.

TROREMA 3.6.4
Seja X, denotando uma varidvel aleatéria gama(e,f) com fdp f(xla,B), onde o >1. Entdo,
pata quaisquer constantes ¢ e b,

Pla< Xegp<b) = p{flala,p)~ fhlaf))+Pla< X, p<b). {3.6.3)

PROVA:

por definigéo,

1 bl -stp
P(a<Xa.ﬁ<b)ﬁWfa e M

1
I‘((x}ﬁt!

»

f
iﬁ_xirwl ﬁe*.l‘n',ﬁlz + [ (et~ I)xtf-—-z,ﬁe"-,\‘.’ﬁ dx
43

onde fizemos uma integragio por partes com u = x""le dv = e ¢ x. Continuando, temos

(e —1) b a2 e xt fi

Pla< Xep< b)=p(flala,f)— f(bla,f)) + Twp J, x5 e k.
Utilizando o fato de que I'{a) = (@~ DI'(x - 1), vemos que o udltimo termo €
Pla<Xg 1 p<h). -

Se @ 6 um ntimero inteiro, o uso repetido de (3.6.3) eventualmente levard a uma integral
que pode ser avaliada analiticamente (quando a =1, a distribuigéio exponencialb). Portanto,
podemos facilmente calcular essas probabilidades gama.

Existe uma classe inteira de identidades que dependem da integracio por partes. A
primeira delas é atribuida a Chatles Stein, que a utilizou em seu trabalho sobre estimacio
de médias normais multivariadas (Stein, 1973, 1981).

LEMA 3.6.5
O lema de Stein
Seja X ~ n(d,02) e g uma fungio diferencidvel que satisfaz E ] g {X}l < co. Bntéo,

E[g(X)(X ~0)]=0"Eg'(X).
Prova:

O lado esquerdo é
(o3 E .
E[gXX -0 = 7_2_17_] g(x)(xﬁO)QM.{,\‘-_{))&I(ZUH dx.
TG J=0

™ . . el g2
Utilizamos a integraciio por partes com 1 = g(x) e dv = (x—@)e~ 972" g x para obter

1
ElgX)(X-0)] = v

. ) 5 e M2 et
ot glyye 0P| 52 f (e Ot g
-

11
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A condigdo em g’ é suficiente para garantir que o primeiro termo é 0 e que o restante, g -

lado direito, é 0*Eg’(X). [

Identidades similares as com integragao por partes existem para muitas distribuicges
(veja o Bxercicio 3.49 e Hudson, 1978). £ possivel obter identidades tteis explorando -
propriedades de wma distribuicio especifica, como mostra o teorema a seguir.

TEOREMA 3.6.7
Seja ;y:f, denotando uma varidvel aleatdria qui-quadrada, com p graus de liberdade. Para
qualquer funcio h(x),

21 f (J’Cf;m)
I',;l(/'rp) = pE ”*'"""'—2‘——* (36.4]
X;)—FZ

desde que as expectincias existam.

Prova:
A frase “desde que as expectiincias existam” é uma maneira “preguicosa’ de evitar a
especificacio de condigbes em k. BEm geral, fungdes razodveis irdo satisfazer (3.6.4). Temos

. 1 les] . "
Ry W AN (Di2)—1 _~xi2
le(x,,) = _—I“{p/2)2i”2ﬁ h(x)x e Ve dx

h{x)
X

d\,’.((p+2].'2)- 1 e-_w'Z

dx,

1 (¢
T T(pi2)2ri2 fo

onde multiplicamos a integranda por x/x. Agora, escrevemos

H]

(- 2)/ 2 P22
(2o Lt 220

2 7

deste modo, temos

2y p CREY prin-t -x2
Lh(x”)“F{(p+2}/2}2<v+2ﬂ2fn ( © )7 e rde

2
" h(?ﬁp-rz)
= ph| 1. B
xp-PZ
Alguns cdlculos de momentos sdo muito ficeis com (3.6.4). Por exemplo, a média de
um x5 é
2
. Ko
R i _
- Exy = pE|— =pE(l) =p,
P2
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o 0 segundo momento é

)

iy Pt . .

E(y;)? = pi| ——— “—“PE(X?;-pz]:P(ﬁ'Fz)-
P2

Assim Vary? = p(p +2) = p* =2p.

Encerramos nossa secio sobre identidades com alguns analogos discretos das identida-
des anteriores. Uma verséao geral das duas identidades, no Teorema 3.6.8, se deve a Hwang
{1982}

TROREMA 3.6.8
Hwang
Seja g{x) wma fungdo com —oco < Eg(X) <coe —co < g{~1) <co. Entiio:
a. Se X ~ Poisson(A},

B(Ag(X)) =E{Xg(X-1D). {3.6.5)

b. Se X ~ binomial negativa{r,p},

BE((1-p)gX))=E (X-1. (3.6.6)

r+X~lg

Prova:
Comprovaremos a parte (a), deixando a parte (b) para o Exercicio 3.50. Temos

o) e-—z‘t X
E(Ag(X}) = ;b/lg{x) .
&= e AR (x4 1)
”?;()g(x) xt o (x+1)
o0 f}l/l_'{-i-l
= _{Z:O(x +1gx) SCTSTI

Agora, transformamos o indice da somatéria, escrevendo y = x+ 1. A medida que x vai
de 0 aco, y vai de 1 até co. Portanto,

o0 e—/l/ly
E(Ag(X0) =} ygly-1—0
y=1 ¥
=) e Ay
= Z ygly—-1) ' {0 termo adicionado é 0)
y=0 ¥
=B(Xg(X-1)},
uma vez que esta Ultima somatdria é uma expectincia de Poisson(A). ]

Hwang (1982) utilizou sua identidade de maneira similar a Stein, demonstrando resulta-
dos sobre estimadores multivariados. A identidade tem ouiras aplicagies, em particular nos
cdlculos de momentos.
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3.7

3.

1

2

4

5

a0 de Poiss

o terceiromomento de umia distribuic

momentos poder ser calc

EXERCICIOS

Encontre as expresses para BX e VarX se X for uma varidvel alearéria com a distribui-
¢ao uniforme geral discreta (Ny,N() que atribui igual probabilidace a cada um dos valores
No, Np+ 1., Ny Aqui Ny £ Ny e s@ic ntimeros inteiros.

Um fabricanie recebe um lote de 100 pegas de um fornecedor. O lote serd considerade ina-

ceitdvel se mais que cinco das pegas apresentarem defeito. O fabricante selecionara aleato-

riamente K pegas do lote para a realizagio de inspecio, e ¢ lote serd aceito se ndo forem

encontradas pecas com defeito na amostra.

a. Qual deverd ser o tamanho de K para gatantit que a probabilidade de o fabricante aceitar
um lote inaceitdvel seja menor que 0,107

b. Suponha que o fabricante decida aceitar o tote se houver, no mdximo, uma peca com
defeito na amostra. Qual deverd ser o tamanho de K para assegurar (ue a probabilidade
de o fabricante aceitar um fote inaceitdvel seja menor que 6,107

O fluxe do trdfego em determinadas esquinas, algumas vezes, pode ser modelado como uma
sequéncia de provas de Bernoulll, assumindo que a probabilidade de um carro passar durante
qualguer segundo especifico 8 uma constante p e quie néo existe interagio entre a passagem
de carros em diferentes segundos. Se tralarmos os segundos como unidades de tempo indi-
visiveis (provas), o modele de Bernoulli se aplica. Suponha que um pedestre possa atravessar
a rua somente se nenhum carro passar nos 3 segundos seguintes, Descubra a probabilidade
de que o pedestre tenha de esperar por exatamente 4 segundos antes de comecar a atraves-
sar a rua.

Um homem que tem # chaves quer abrir sua porta e experimenta as chaves aleatoriamente.
Apenas wma chave abrird a porta. Descubra o ndimero médio de tentativas, se

& as chaves erradas niio forem excluidas das escothas seguintes.

b. as chaves erradas forem excluidas.

Sabe-se que um medicamento padrio tem efeito em 80% dos casos em que ¢ utilizado. Um
novo medicamento é testado em 100 pacientes e descobre-se que ele foi efetivo em 85 ca-
sus. 0 novo medicamento & superior? (Dica: avalie a probabilidade de observar 85 ou mais
casos de stucesso, assumindgo que o medicamenta nove e o antigo sito igualmente efetivos.)
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spera-se que um grande ntimero de insetos seja atraido para uma determinada variedade de

rosas. Um inseticida comerciat é anunciado como sendo 99% efetivo. Suponha que 2 mil inse-

tos infestemn um jardim e rosas onde o inseticida foi aplicado ¢ seja X = o niimero de insetos

que sobrevivem ao inseticida.

a. Que distribuigio de probabilidade pode fornecer um modelo razodvel para este expeti-
mento?

. Dscreva, mas nio avalie, uma expressiio para a probabitidade de que menos de 104 insetos
sobreviva, utilizando o modelo na parte (a).

¢. Desenvolva uma aproximagio para probabilidade, na parte (b).

Considere que o ntimero de gotas de chocotate em um determinado tipo de biscoito tem
uma distribuigio de Poisson, Queremos que a probabilidade de que wm biscoito escothido
aleatoriamente tenha pelo menos duas gotas de chocolate seja maior que 4,99, Encontre o
menor valor da média da distribui¢iio que assegura esta probabilidade.

Pois cinemas competem pata conseguir um priblico de mil espectadores. Assuma que cada

espectador escolhe entre os cinemas independentemente e com "indiferenga”. Seja N deno-

tando o niimero de poltronas em cada cinema.

a. Utilizando um modelo binomial, encontre wm expressfio para NV que possa garantiv (ue a
probabilidade de perder um espectador (porque a sala estd cheia) é menor que 1%.

h. Utilize a aproximagfio normal para obter um valor numérico para vV.

Frequentemente, histdrias que sdo relatadas como surpreendentes coincidéncias, que acon-
tecem “uma vez em um milhfo”, sio na verdade, sob um exame mais detathado, eventos néio
LANOS @ UE &L IMEesino se espera que acontegan.

14 alguns anos, wma escola primdria, no estado de Nova York, relatou que sua classe de
alunos do jardim de infincia tinha cinco duplas de atunos gémeos. [sso, naturaimente, fo
divulgado para todo o Estado, com uma observagiio feita pelo diretor da escola de que esta
era uma “impossibilicdade estatistica”.

Esta observagiio é verdadeira? Ou seria este um exemplo do que Diaconis € Mosteller (1989)
chamaramn de a “let dos nimeros verdadeiramente grandes™? Vamos fazer alguns caleulos.

a. A probabilidade de um nascimento de gémeos ¢ de aproximadamente 1/90, e podemos
assumir que uma escola primdria tevd aproximadamente 66 criangas entrando para o
jardim da infincia (trés classes com 20 alunos cada uma). Bxpligie como nosso evento
“sstatisticamente impossivel” pode ser considerado como & probabilidade de 5 ou mais
sticessos a partir de uma binomial(60,1/90). Esta probabilidade ¢ rara o suficiente para ser
considerada uma noticia?

b, Mesmo se a probabilidade na parte {a) for sulicientemente rara para ser considerada uma
noticia, ¢ preciso levar em conta que isso poderia ter acontecido em qualquer escola da
cidade e em quaiquer cidade do estado, ¢, ainda assim, reria sido relatada exatamente
da mesma maneira. (A “lei dos nimeros verdadeiramente grandes” estd comegando a en-
trar em agdo.) O estado de Nova York tem 62 municipios, e é razodvel assumir que cada
municipio tenha cinco escolas primdrias. O evento ainda pode ser qualificado como uma
“impossibilidade estatistica” ou estd se tornando algo que se pode esperar que ocorra?

¢. Se a probabilidade na parte (b) ainda parece ser pequena, considere também que este
evento poderia ter acontecido em qualquer um dos 50 estados, durante qualquer um dos
iiltiimos 10 anos e, ainda assim, teria recebido o mesmo destaque da midia.

Além de Diaconis ¢ Mostelier (1989), veja Tanley {1992) para conhecer mais sobre coin-

cidéncias.

Shuster (1991) descreve wma série de cdiculos de probabilidade que fex para um caso judicial
envoivendo a venda de cocaina. Um departamento de policia da Flérida apreendeu 496 supos-
tos pacotes de cocaina, dos quais quatro foram selecionados aleatoriamente e testados, e ficou
comprovado gute reaimente se tratava de cocaina. A policia entéo escolheu mais dois pacotes
aleatoriamente, e um policial fingindo ser traficante de drogas vendet 0s pacotes para 0 réuw.
Estes dots dltimos pacotes foram perdidos antes que pudessem ser testados para verilicar s¢
realmente continham cocaina.
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a. Se os 496 pacotes originais eram compostos de N pacotes de cocalna e M = 496 - N (g,
urna substancia que néo era cocaina, mostre que a probabitidade de sefecionar 4 pacoteg
de cocaina e entdio 2 com uma substincia diferente da cocafna, que € a probabilidade dg
que o réu seja inocente em relagio & compra da cocaina, €

e

N+M )( N+M-4 )
4 2

b, Maximizar (em M e N) a probabilidade na parte {a} aumenta a “probabilidade de inocen.
cia” do réu. Mostre que esta probabilidade é de 0,022, ¢ € atingida em M = 165 e N =331,

3.11 A distribuicfio hipergeométrica pode ser aproximada pela binomial ou pela distribuiciio de
Poisson. (Naturalmente, ela pode ser aproximada por outras distribuigdes, mas neste exercicio
nos concentraremos somente nestas duas.) Seja X com distribuigéo hipergeoméirica

)
(%)

a. Mostre que quando N — co, M — co e MIN ~ p,

P{X = xIN,M,K) = x=0,1,... K.

] Ky . —r

PLX = xIN,M,K) —'[ c]r)"(l ~pEr k=01, K
(A Formuta de Stitling, do Exercicio 1.23, pode ser (itil.)

b, Utilize o fato de que a binomial pode ser aproximada pela de Poisson para mostrar gue se
N~ co, M — oo, K -~ o0, MIN —0e KMI/N — A, entfo

—Aax

P(X = XN, M, K) — &

, o ox=0,1,....
x!

¢ Verifique a aproximagio na parte (b) diretamente, sem utilizar a aproximacao de Poisson

para a binomiak, (O Lema 2.3.14 é «til.)

3.12 Suponha que X tentha uma distribui¢fio binomial(z,p) e que Y tenha uma distribuigio bino-
mial negativa(r,p). Mostre que Fx(r -1} =1 - Fy{n—-r)

3.13 Uma distribuigéo discreta fruncada é aquela na qual uma determinada classe néo pode ser
observada e 6 eliminada do espago amostral. Em particular, se X tem amplitude 0,1,2,... e a
classe 0 ndo pode ser observada (como geralmente € o caso), a varidvel aleatdria truncada no
0 Xy tem {p

PX=x

PNy =)= e 2N
Kr=0= 3570

x=12,...
Encontre a fp, a nédia e a varilincia da varidvel aleatdria truncada no 0, comegando a partir

de

a. X ~ Poisson(A}.

b. X ~ binomial negativa{r,p), como em (3.2.10}.

3.14 Comecando da binomial negativa truncada no 0 (consulte o Exercicio 3.13), se considerarmos
que r — 0, obtemos uma distribuicio interessante, a distribuicdo da série logaritmica. Uma
varidvel aleatéria X tem uma distribuicio de série logaritmica com pardmetro p se

— - X
PX=x)= _(_I._I.J_L
xlogp

x=1,2,..,, 0<p<l,

a. Verifique se isto define uma legitima fungéo de probabilidade.

b. Encontre a média e a varidncia de X. (A distribuiciio de série logaritmica mostrou ser til
na modelagem de abundéncia de espécie. Veja Stuart e Ord, 1987, para uma discusséo mais
detalhada desta distribuicéo.)
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Na Se¢fio 3.2 foi afismado que a distribuiciio de Poisson(d) ¢ o limite da distribui¢do binomial
negativa(r,p) considerando que r —co, p - Ler(l -p)— A. Mostre que sob estas condigdes
a fgm da binomial negativa converge para a de Poisson.

vVerifique essas duas identidades em relagiio & fungio gama, que foram dadas no liveo:
a. [a+1)=al(a)
b, T3 = VA

Estabeleca uma férmula similar a (3.3.18) para a distribuico gama. Se X ~ gamala, ), entdo,
para qualquer constante positiva v,
prv = LT
I'{ex)

[xiste tma interessante relaciio entre & binomial negativa e as varidvels aleatdrias gama, o que,
as vezes, pode oferecer uma aproximacio til. Seja ¥ uma varidvel aleatéria binomial negativa
com pardmetros » e p, onde p é a probabilidade de sucesso. Mostre que como p — 0, a fgm da
yaridvel aleatoria p ¥ converge para a de wma disiribuicio gama com pardmetros e L.

Mostre que

oo a—1 et

j ey Y L =123
« Ula) y=0 »

{Dica: atilize aintegraciio por partes.) Expresse esta férmula como uma relagio probabilistica

entre as varidveis aleatérias de Poisson e gama.

Seja a varidvel aleatéria X com [dp

flo) = e o<y < oo
Van
4. Encontre a média e a varidncia de X. (lista distribuico s vezes ¢ chamada de normal
dobrada.)
b Se X tem a distribuicde normal dobrada, encontre a transformagéo g(X) = Y e os valores
de a e B de modo que ¥ ~ gama(a,f3).

Escreva a integral que definivia a fgm da fdp
1
X) = e,
F) al+a?

Aintegral é finita? (Vocé espera que ela seja?)

Para cada uma das seguintes disiribuigdes, verifique as formulas para EX e var X dadas

no livro.

a. Verifigue VarX se X tem uma distibuigio de Poisson(A). (Dica: Caleule EX(X - 1)
EX?-EX)

b, Verifique Var X se X tem wma distribui¢iio binomial negativa(r, p).

¢. Verifique Var X se X tem uma distribuigio gamal(e, 5.

d. Verifique EX e Var X se X tem uma distribuigéo beta(e, ).

. Verifique BX e Var X se X tem uma distribuigio exponencial dupla(g. &7,

i

A distribuicdo de Pareto, com parimetros cc e §, tein fdp

i
a
f(x):%]ﬁ, a<x<oo, =0, f>0

a. Verifique se f{x) é uma kdp.

b, Derive a média e a varidncia desta distribui¢ao.
¢. Prove gue a varidncia nfo existe se f = 2,

Muitas distribuicdes “nomeadas” sdo casos especiais das distribuicdes mais comuns jd discu-

tidas. Para cada uma das seguintes distribuicoes nomeadas derive a forma da fdp, verifique se

esta ¢ uma fdp e calcule a média e a varidncia.

a. Se X ~ exponencial(f), entdo ¥ = XYY tem a distribuigéio de Weibullly, 8, onde y > 0 ¢
ilna constante.
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b. Se X ~ exponencial(f}, entdo ¥ = X/} tem a distribuigao de Rayleigh.

¢. Se X ~gama(a,b), entdo ¥ = 1/ X tema distribuiciio Gigama inverticaia,b). (Fsta diStl‘il}L]L .
¢ilo é il na estimagio Bayesiana de varidncias; vefa o Exercicio 7.23.)

d. Se X~ gama(3, f), entio Y = (X/8)"* tem a distribuicio de Maxwell.

e Se X ~ exponencial(i}), entdo ¥ = a - ylogX tem a distribuicio de Gumbel(a, v}, ohde

—co < a < oo ey >0 (Adistribuicdo de Gumbel também é conhecida como disfr.z‘bmmo
do valor extremo.)

3.25 Suponha que a varidvel aleatoria 7 seja a duragiio da vida (til de um objeto (possivelmeme,
a vida dtil de um componeate elétrico ou de um determinade ndividuo recebendo um tra-
tamento em particular). A fungdo risco hy(t) associada com a varidvel aleatoria T 6 definigy
por

PltsT<t+8|T= 1

& ’
Portanto, podenos interpretar by (£} como o indice de mudanga da probabilidade de Glle

0 objeto sobreviva um pottco mais que o tempo ¢, considerando que o objeto sobreviva aq

tempo £ Mostre que se T é uma varidvel aleatdria continua, entio

Tep () = limg.g

! ;
= == log {1~ Fr(n).

3.26 Verifique se as seguintes fdps tém as funces risco indicadas {veja o Exercicio 3.25).
a. Se T ~exponencial(f), entio iiy(£) = 1/,
b. Se T~ Weibuli(y, B), entido hip (1) = (y/ By e¥ 1.
¢ Se T~ logistica(y, B), isto &,
[RT P——
14 -t
entdo b () = (1 B)1Fe (1),

3.27 Para cada uma das seguintes familias, mostre se todas as fdps na familia sdo unimodais {veja
¢ Exercicio 2,27).
a. uniforme(a, H)
b, gama{a, )
¢ niw,a?)
d. beta(e, )

3.28 Mostre que cada uma das seguintes famitias ¢ wma famflia exponencial.
4. familia normal com o pariimetro ¢ ou o conhecida
b. familia gama com o pardmetro o ou § conhecido, ou ambos desconhecidos
¢. familia beta, com o pardmetro « ou 8 conhecide, ou ambos desconhecidos
d. familia de Poisson
e. familia binomial negativa com r conhecido, 0 < p <1

3.29 Para cada familia no Exercicio 3.28, descreva 0 espaco paramérrico natural,

3.3 Utilize as identidades do Teorema 3.4.2 para
a. caleudar a variineia de uma varidvel aleatdria binomial.
b. calcular a média e a varidncia de uma varidvel aleatéria Poisson ).

3.31 Neste exercicio, provaremos o Feorema 3.4.2.
a. Comece a partiy da igualdade

k
fh(x]c(&) exp (Z wi (@3t (x}) dx=1,
i=1
diferencie ambos os lados ¢, entéio, rearranje os termnos para estabelecer (3.4.4). (O fato de
que ﬁ%iogg{x) = g (x)/ g(x) serd (itil.)
b. Diferencie a igualdade acima uma segunda vez; entda, rearranje para estabetecer (3.4.5).
(O Tato de que -y log g (6} = (g" (x)/ g{x)) ~ (g'(x)/ g(x)? serd atil )

dxt
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332 4 Seuma familia exponencial pode ser escrita na forma (3.4.7), mostre que as identidades
do Teorema 3.4.2 simplificam para

. 0 «
E(hi (X)) = HEF loge™ (),
J

52
Var{t; (X)) = ~57€. loge™ (m).

b. Utlize esta identidade para calcular a média e a variéncia de uma varidvel aleatoria
gamala,b).

3,33 Paracada uma das seguintes familias:

{, Verifique se esta é uma familia exponencial,

ii. Descreva a curva na qual estd o vetor do 8 pardmetro.

ili. Fsboce um gréfico do espago paramétrico curvo.

a. n@,m

b. n(0,af?), a conhecido

c. gamaia.1/a)

d. Fixl0) = Cexp{~(x~0}*), C uma constante de normalizagio

No Exemplo 3.4.9 vimos que as aproximagdes normais podem resultar em familias exponen-
ciais curvas. Para cada uma das seguintes aproximagdes normais:

i. Descreva a curva na qual cstd o parimetro 8,

il. Esboce um grafice do espago paramétrico curvo.

a. Aproximacéo de Poisson: X ~nlA Aln)

b. Aproximagio binomial: £ ~ n(p,p(1 - p)/n)

c. Aproximagio binomial negativa: X~=o(Q-pipril-pynpd)

a. A familia normal que se aproxima de uma Poisson também pode ser parametrizada como
n{e?, e}, onde —oo < 0 < co. Esboce um grdfico do espago paramétrico e compare com a
aproximagio no Exercicio 3.34(a},

b. Supenhaque X ~ gama(a, ) e assuma que BX = i Esboce um gréfico do espaco paramé-
trico.

¢. Suponha que X; ~ gama{a;, 8, i = 1,2,...,n, ¢ assuma que EX; = . Descreva o espaco
paramétrico (ay,..., &, B1, - Bl

3.36 Considerea fdp f(x) = B -x%), -1 <x < 1. Represente o grdfico (M) f(x~ )l o) para cada
um dos seguintes itens nos mesmos eixos.

a pu=0,g=1

b. u=3,0=1

¢ u=3,0=2

Mostre que se f(x) ¢ uma fdp simétrica em torno de 0, entio u ¢ amediana da fdp de locagiio-
-escala (1/0) f((x ~ 1)/ o), —co < x < o0,
Seja Z uma varidvel aleatdria com fdp f(z). Defina que 2, seja um nimero que satisfaz esta
relagéio:
o0
a=PZ>z,)= f filzyde.
s

Mostre que se X é uma varidvel aleatdria com fdp (Lo) f(x— o) e xq = 02 + 4, entio
P(X = xg) = a. {Portanto, se uma tabela de z, valores estivesse disponivel, ent@io os vatores de
Yo poderiam facilmente ser calculados para qualguer membro da famitia de locagio-escala)

Considere a familia de Cauchy, definida na $egio 3.3. Esta familia pode ser ampliada para uma
familia de locagio-escala, gerando fdps da forma
1
i 2Y
it (1 +{=E) ]

a

Flxlo) =
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3.40

341

3.42

3.43

3.44

3.45

3.46

3.47

3.48

3.49

A média e a varifincia ndo existem para a distribuigfio de Cauchy. Assim, 0s pardmetros le g ;

ndo sdo a média e a variincia, Mas elas tém significado importante. Mostre que se '

varidvel aleatéria com wma distribuigéo de Cauchy com pardmetros g e o, entio:

a. ¢ éamediana da distribuicio de X, isto é, PNz =PX s = zl

b. p+0 e -0 sdoos quartis da distribuicio de X, isto 6, P(X zp+o) = P(X = o)
{Dica: prove isto primeiro para g =0 ¢ o = 1 ¢ entdo utilize o Exercicio 3.38.)

X6 uny,

=1
q

Seja f(x) qualquer fdp com média p e variancia o2, Mostre como criar uma familia de locagg,,
-escala com base em f(x} de modo que a fdp padido da famitia, digamos f7(x), tenha médiy

LN
0 e varifincia 1.

Uma familia de fdas {#(x{0),8 € ©} € estocasticamente crescente em § se ) >y = Fxlg) &)1"-.'

estocasticamente maior que F(x|0;). (Veja o Exercicio 1.49 para ver a definicio de estocasties. -

menie maior.)

a. Mostre que a familia n(Lo®) 6 estocasticamente crescernte em i para o fixo,

b. Mostre que a familia gama(a,B) de (3.3.6) € estocasticamente crescente em f3 {(pardmetyg
de escala) para o fixo (parimetro de formato).

Consulte o Exercicio 3.41 para a defini¢io de uma familia estocasticamente crescente,

4. Mostre que uma familia de locagio ¢ estocasticamente crescente em seu parimetro de
ocagio.

b. Mostre que uma familia de escala ¢ estocasticamente crescente em seu parameto de pg.
cala se 0 espago amostral for 10,00},

Uma familia de fdas (F(xi6),6 € 8} 6 estocasticamente decrescente em 0 se ) > (0 = F{x|@,) for

estocasticamente maior que F{x}16). (Veja os Exercicios 3.41 e 3.42.)

a. Prove que se X ~ Fy(xl6), onde 0 espaco amostral de X 6 (0,00) ¢ Fx(x|6) ¢ estocastica.
mente crescente em &, entiio Fy (yi0) é estocasticamente decrescente em 8, onde ¥ = 17X,

b. Prove que se X ~ Fy (¥, onde Fx{xif) & estocasticamente crescente em 8 e § = 0, entdo
Fxixi })) ¢ estocasticamente decrescente em 0.

Para qualquer varidvel aleatéria X para a qual EX? e E[X| existem, mostre que P(1X] = b} nio
excede nem EX2/6% nem EIX|/b, onde b é wma constante positiva, Se f(x) = ¢ para x >0,
mostre que um limite ¢ melhor quando b= 3, ¢ 0 outro, quando b = vZ. (Note a Desigualdade
de Markov, em Itens Diversos 3.8.2.}

Sefa X wma varidvel aleatéria com funcéo de geracio de momentos My (1), ~h < t < h,

a. Prove que P(X z &) s e”""Mx (1), 0 < t < . {Uma prova similar aquela utilizada para a
Desigualdade de Chebychev ird funcionar.)

b. De modo similar, prove que P(X s a) s e UMy (D), ~h <t <D,

¢. Um caso especial da parte (a) é que P(X = 0} = Ee'™ para todo ¢ 2 0 para ¢ qual a fgm
¢ definida. Quiais sdo as condi¢bes gerais de wma funcio /(%) de modo que P(X = 0) =
Eh(2,X) para todot = 0 para o qual Bh(t,X) existe? (Na parte (a), ht,x} = ')

Calcule #(1X — ux| = koy) para X ~ uniforme(0,1) e X ~ exponenciai(l}, e compare suas
respostas com o limite da Desigualdade de Chebychev,

Se Z ¢ uma varidvel aleatdria normal padrdo, prove este complemento da desigualdade no

Exemplo 3.6.3;
2 o
PllZlz8 = \f_w_?eﬁrim.
T4t

Derive as relagdes de recurséo, similares aquelas dadas em (3.6.2), para as distribuicées bino-
mial, binomial negativa e hipergeométrica.

Prove os seguintes andlogos do Lema de Stein, assumindo condig6es apropriadas na fungfo £
a. Se X ~ gama{e,f), entdo

E(g(X)(X - af) = BE(Xg'(X)).
b. Se X ~ beta(a, ), entio

1-X ,
E[g(X} (,o-m (a—ni—xml” =E({(1-X)g'(x)).

Prove a identidade para a distribui¢o binomiat negativa dada no Teorema 3.6.8, parte (b}
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3.8 ITENS DIVERSOS

5,8.1 ()8 POSTULADOS DE Porsson

A Jistribuigio de Poisson pode ser derivada a partir de um conjunto de suposictes basicas,
algumas vezes chamadas de postulados de Poisson. Estas suposi¢des estao relacionadas
riedades fisicas do processo em consideragao. Embora, genericamente falando, as
Suposiq()es ndo sejam muito faceis de serem verificadas, elas fornecem ao experimentador
um conjunto de diretrizes para avaliar se os postulados de Poisson forneceriio um modelo
razodvel. Parauma abordagem mais completa dos postutados de Poisson, veja o cldssico
livro de Feller (1968) ou Barr e Zehna {1983).

s prop

TROREMA 3.8.1
Para cada t = 0, seja N; uma varidvel aleatéria com valores inteiros, com as seguintes

propriedades. (Pense em N; como denotando o nidmero de chegadas no periodo de tempo

de 0t}
i. Nop=0 (inicia sem nenhuma chegada)

o - chegadas em periodos de tempo
it. §< &= Nge N, N,sio independentes. disjuntos sao independentes

o ntimero de chegadas

iti. NseNgpg—N; sdoidenticamente distribufdos. depende somente do
comprimento do pexiodo

a probabilidade de chegada é proporcional ao)

‘A limr,.gw =A comprimento do perfodo se 0 comprimento
do perfodo for pequeno
v, limy—n ﬂf\—riﬁﬂ =0 (nenhuma chegada simulténea)

Se i-v se mantiver, entdo, para qualquer nimero inteiro 7,

—At (At)n
n!

PN =n)=e

isto &, N, ~ Poisson(Az}.

Os postulados também podem ser interpretados como descri¢do do comportamento
de objetos espacialmente (por exemplo, o movimento de insetos), dande a aplicagéio de
Poisson em distribuigdes espaciais.

3.8.2 Avrem peE CHEBYCHEV

Ghosh e Meeden (1977) discutem o fato de que a Desigualdade de Chebychev é muito
conservadora, e quase nunca ¢ atingida. Se escrevermos X, para a média das varidveis
aleatérias X3, X, ...,Xn, entéo a Desigualdade de Chebychev define que

. 1
P(|X,, —-pl= kU) = EFC_Z
Elas provam o seguinte teorema.

TrOREMA 3.8.2
Se 0 < g < oo, entio

a. Se n = 1, a desigualdade & atingivel para k = 1 e inatingfvel para 0 < k<l
b. Sen =2, a desigualdade é atingivel se, e somente se, k= 1.

¢. Sen = 3, a desigualdade ndo ¢ atingivel.
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Séo dados exemplos para os casos em que a desigualdade € atingida. A maior parte de Sey

argumentos técnicos ¢ baseada na seguinte desigualdade, conhecida como DeSigUalda d
e N

de Markov,

LEmA 3.8.3
Desigualdade de Markov
SeP(Y 20} =1eP(Y =0) < 1, entdo, para qualquer 1 > 0,

EY
PYz=r= “T**
com igualdade se, e somentese, P(V =r)=p=1-P(Y =0),0<p =1l

A Desigualdade de Markov pode entéio ser aplicada 2 quantidade

(X — “]2

¥ =
o2

para obier os resultados acima.

Uma razio por que a Desigualdade de Chebychev ¢ tio vaga é que ela ndo impge -
restrigdes a distribuicdo bdsica de Y. Com a restricao adicional da unimodalidade, podemog
obter limites mais estritos, e as desigualdades de Gauss e Vysochanskii-Petunin. (Veja -
Pukelsheim, 1994, para ver detalhes e provas dessas desigualdades, baseadas em cdlculo
elementar.)

TEOREMA 3.8.4
Desigualdade de Gauss
Seja X ~ f, onde f é unimodal com moda v, e defina 1% = E(X ~ v)%. Entdo

472

527 para todo £ = V4/37

PlX—-vl>g) = .
1w e paratodo e = V4/3T.
3T
Embora este seja um limite mais estrito do que o de Chebychey, a dependéncia da moda
limita sua utilidade. A extensio de Vysochanskii-Petunin remove esta limitagéo.

TEOREMA 3.8.5
Desigualdade de Vysochanskii-Petunin
Seja X ~ f, onde f é unimodal, e defina &2 = E{X - a)? para um ponto arbitrdrio . Entdo

4¢?

962 paratodo ¢ = v8/3¢
PlX-al>e)s{

48 A

0e2 3 para todo £ = V8/3¢,

Pukelsheim indica que assumir @ = u = E(X) e £ = 3o, onde ¢® = Var(X), gera

4
PUX —pl =30) = g{ < {,05,

a chamada regra dos trés sigmas, e que a probabilidade é menor que 5% de que X esteja@
mais do quie trés desvios padrio da média da populacio.
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3.8.3 MAIS SOBRE FAMILIAS EXPONENCIAIS
A distribuigio lognormal estd na familia exponencial? A densidade dada em (3.3.21) pode
ser colocada na forma especificada por (3.4.1). Assim, colocamos a lognormal na famflia

exponencial.
De acordo com Brown (1986, Se¢idio 1.1), para definir uma familia exponencial de
distribuiges, comegamos com uma fungdo nédo negativa v(x) e definimnos o conjunto N por

N = {():f}e()“'v(,\:) dx<c>o}.

Se assumirmos que A(6) = [ e’ v(x) dx, o conjunto de densidades de probabilidade
definido por

Iy
. e v(x)
x| = e xe X, feN,
F{x18) 0 XE ¢
é wma familia exponencial. A fungéo geradora de momentos de f(xi) é

My(l) = f e flxl)ydx = w
X A{)

e, asshm, existe por construgio. Se o espago paramétrico @ for igual ao conjunto A, a familia
exponencial é chamada completa. Casos onde © é um conjunto dimensional inferior de N
dao origem a familias exponenciais curvas,

Retornando a distribuicio lognormal, sabemos que ela ndo tem uma fgm; deste modo, ela
n#o pode satisfazer a definicéio de Brown de uma familia exponencial. Contudo, a lognormal
satisfaz as identidades de expectincias do Teorema 3.4.2 e tira proveito das propriedades de
suficiéncia detalhadas na Secfio 6.2.1 {Teorema 6.2.10). Para nossos propositos, estas séo
as principais propriedades de que precisaimos e as principais razoes para identificar um
membro da familia exponencial. Propriedades mais avangadas, que néo investigaremos
aqui, podem precisar da existéncia da fgm.
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