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O Problema Dinamico no Plano

 Adinamica global é regida
/v\\\—_* = pela rigidez de catenaria.
N bH;Tr?dZI; « O efeito darigidez
—> layer flexional é importante
junto as extremidades ou
guando os modos de vibrar
tem comprimento
comparavel ao

comprimento de flexao

local.
TDP
boundary- M T _ _
layer A \O(s,1) e Existem diversas escalas

de tempo que regem a
dinamica da linha.




Procedimento de Analise Dinamica no Plano

« Solucao estatica de cabo-extensivel, sob correnteza no plano.

» Solucéo dinamica de cabo-extensivel, no dominio da
freqtiéncia, sob correnteza, ondas e movimento imposto ao
topo, considerando:

o extremidades articuladas (TDP e TOPO);

« articulacao no TDP ligada a mola linear que simula
extensao de trecho apoiado no fundo.

« Correcao da curvatura, angulo e curva elastica junto as
extremidades, incorporando efeito de rigidez flexional - a
posteriori - via solugcbes assintoticas, conseguidas atraves da
aplicacao da técnica da camada-limite:

« articulacdo no TOPO ligada a mola torsional que simula o
bending-stiffner.

« Modos naturais de vibrar podem ser avaliados
analiticamente através da equacéao dinamica de cabo
inextensivel.
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O Efeito da Rigidez Flexional

Comprimento de flexado

no TDP Zo = Ti

Definindo: 0
El

TO Curvatura estatica
no TDP

~
Il

A
&=—
L

Co
Celeridade de onda L
associada a rigidez T
geomeétrica, no TDP C, = 0

A equacéo na direcdo normal fica entao:

0% ~n (T ,d087) . o~ . o0,
—&° £f+T;(+[é§—gzd§g))/+cn+hn—;(0c080= pE
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OBS: Escalas de Tempo
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Celeridade de onda associada
a rigidez geométrica

Celeridades de ondas
associada a rigidez flexional

Celeridade de onda associada
a rigidez axial

Comprimento de flexao local
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O Efeito da Rigidez Flexional

Risers rigidos: EX 0(10_2)

-3
Risers flexiveis: € = O(107)

Desprezando a rigidez flexional, a equacao na direcao normal
fica entao regida pela tracao:

N

da .

A ~ . o°0
TZ"‘E?/"‘Cn +h, — y,C086 =

d"Z

" (1+0(&?))




O problema da corda vibrante

A
N/ XX

dy
dx

a(X)<<l=s~Xx e tana =sSina =

2

y(x)Ax% =T (X +Ax)sin(a (X + AX)) —T (x)sin(x(X))

AX—>0 = y<x)a Y ‘1( ()ay]




O problema da corda vibrante

T(X)=T, e u(X)=pu=cte=

H—5=To—| ou |—=C—5| com C, =

Solugao dotipo Y, (X, 1) = @, (x)e'"

o’ OX?

2

Levando a (CO o' +Q o (x)): 0

2

Solugdes do tipo: @, (x) = Ae"™* = ( kn2 + an ]% (x)=0

Co

2 2 |
o yn :—Qn2¢n(X)eIQnt e 0 yn :¢;‘rela)nt=> (C02¢rr]r+Qn2¢n (X)klwﬂt ~0
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O problema da corda vibrante

2

~ . O
Equacdo caracteristica: (- k ?+=n
CO

]:o

Condigées de contorno: o.] . =lp. ] =0=kL=nz
Nz
Soko=—
L
E portanto:
=
Q. =c,k, :nc:ozznE -0
L L\ u —

. (X) = A sin(k x) = A sin(nﬂ%)

y(x1) = £[C 0, (x)e! )]
n=1
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T(L)=T,+ /L

L 2
Como —g:gpne@:gp'n — Q:ii
t OX n  ue dx
Assim: n+ Q277 =0 —> 77!’1 (t) — ei(Qnt‘Hgn)
d ,
— (T00¢)+u()Q%0 =0
TO
X=0 <

| x O problema da corda vertical

62y — g @ com
Hx) ot>  ox (T(X) axj

Solugdo do tipo:  Y(X,t) = p(X)n(t)

H(X) =m(x)+m,(X)
T =T, +]7(x)dx
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O problema da corda vertical

T(L=T,+AL  r(X)=y=cte = T(x)=T,+x

u(X) =y =cte= (T0 - 7/)()(0" + 70" + 1Q°p =0

T
Definindo: & = 24X e ,5’2 — ﬁQZ
Y /4

Vem: Eo"+¢' + °p=0

Esta equacao pode ser transformada em uma
Equacéo de Bessel modificada, cuja solucéo e
conhecida.




[ x O problema da corda vertical
?(L) =T, +/L De fato, definindo uma nova variavel: § — 4’2
1 11
I : d = — _1/2d :__d
Tal que 4’ 2§ 5 25 5
: dp d dZ 1 do
Vem que: _ _
] i A0 DUy
o d’¢ d[dp| d[ 1 dplds
| d&®  d&|dE | dg|2¢ dg |dE
{1 d’p 1 dp|1 1 {dzgp_id_gg}
20 g 207 dg |20 4¢P dS® Ld
X=0 <To resultando: 5(0”:%{34(?—%3_?_




| x O problema da corda vertical
?L T
()_ 0+7/L E,de 5(0"+§0’+,82¢:O
1l d% 1dg +id_¢+ﬁz¢:o
4l ds* ¢dg| 2¢dg
L 4
dZ(D 1 d(D 2
+——+4 =0
4z oY

A

X=0
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O problema da corda vertical

T(L)=T,+,L Equacéo indicial

d’p d
% d;f + d? +4B52 =0

Que tem solucdo dada na forma de Funcbes de Bessel de ordem zero:

0(&)=CJ,(25¢)+C,Y,(2/5C)

ou.

p(&) =CJ, (Zﬁ":gl/z) +C,Y, (21351/2)
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T(L) =T, +L

| % O problema da corda vertical

T
Lembrando que: £=-2+X e p — K2
4 Y

( AT 1/2 AT 1/2
@(x) =C,J, 29(—) (0 + xj J + CZY{ZQEJ [0 + x] J
/4 /4 /4 /4

Condicdes de contorno nas extremidades:

?,(0)=¢,(L)=0

det

If
o

A~

Equacéo caracteristica




| x O problema da corda vertical
<
T(L) =T+

Determinados os Q =Q _(T,, 1,7, L)

0s modos naturais de vibrar s&o dados por:

12 1/2 12
P (X) = Clnjo[zgn(ﬂj (TO‘F Xj J-I—CZnYo[ZQn[’uj [
/4 4 y

24+ X

2

A

com.
Y2 Y2 Y2 Y2
J,| 20, “j (TOJ 3, 20, ”j (T°+ Lj
y) \r y) \r
C2n :_Cln 2 T 2 __Cln 12 T 1/2
Y| 20, “j (Oj Y| 20, “j (°+ Lj
) y) \r y) \r
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O problema da corda vertical

T(L) =T, +L

Caso Singular: T, =0

porque [, (0)]— o0

Sim, pois, para que a singularidade fosse removida seria necessario que:

C2n = O
mas como: y2 y2
J, 29{“ (T°+ Lj
/4 4
C2n = _Cln 12 T 12
Y, 2Qn[“ (°+ Lj
/4 4
Cln = C2n = O

Solucao trivial
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X O problema da corda vertical
<
T(I—):To"'?’L

Caso Singular: T, =0  porque [YO (O)] —> 00

Interpretacao fisica: quando a tragao se anula a celeridade da
onda transversal se anula:

- c(x) = m

7,

Deve-se incluir, localmente, o efeito da rigidez flexional, e
compatibilizar as solugdes nos dominios interior e exterior
(técnica da camada-limite).
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O problema da corda suspensa
?(L):TO ol Caso Particular: T, =0
como [Y,(0)] > deveseter |C, =0
12
H 2
000=C,0) 20, ]
/4
Da condi¢&o de contorno: ¢, (L) =0
T, =0

Equacao caracteristica




O problema do cabo sob acao de |

correnteza

Equacdes N Hipoteses:
dinamicas: j e problema no plano;

* cabo:

do(x dé a0 _ )
_TE EJFUE +@, =M P e inextensivel;
 infinitamente flexivel.
7 N do Za
—| T +U t@w, =M—r o "
12 A ds a Solucéao estatica,
previamente determinada:
v u
“AA Qs T(s), 6(s)




O problema do cabo sob acao de
correnteza

Na forma adimensional e na auséncia de forcas dinamicas externas:

(6)(577 d@jd6’+ 1 0”2020

6 dE)dE 1+a A&7
60, ' _
5( (‘f)[ oz dfjj+5t2 )
E=s/L; v=u/L; n=v/L m,
onde t=cot/L; o =4/To/(M+m, © 4T

com, F(&)= T(f) (C(é)] Tracdo adimensional

0 0
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O problema do cabo sob acao de
correnteza

Desprezando termos de segunda ordem na curvatura estatica:

Linearmente

: , 1 .
proporeionala @y (£) =—[(1+a)F (£) 1(¢)o'(€)
' Problema de Sturm-Liouville
’ 2
(F(&)e ) +o°¢=0 (de auto valor classico)

Se a tracao

fosse linear, a L

solucao seria w=0—

dada por Co
funcdes de

Bessel

v(&,t) = (E)e'™
n(&t) = p(&)e'

Por separacédo de variaveis




O problema do cabo sem acao de

F.(§)=1+¢7

14

12

10

correnteza
|
Uma funcéo praticamente
linear em &
6 8 10 12 14
¢ =tand(S)
F.(&)=secH(&) =1+tan’0(E)  ==p |F, () =41+¢%| com ¢ =tand(¢)

1N




O problema do cabo sem acao de
correnteza

Aproximando por minimos quadrados:

F({)~a’+b¢ com B=b/a’
E definindo:  z° =1+ B¢ =1+(b/a2)§

Obtem-se uma Equacao de Bessel modificada na forma:

Zz(p” +20"+ 4K222(p =0
)
aff tan 6,

K =

Com solucéo do tipo:

¢(z) = C,J,(2Kz) + C,Y,(2Kz)




O problema do cabo sem acao de
correnteza

Para um riser em catenaria direta:

0,(&) =

J 2 “n
aff tan 6,

A —
afftan 6,

:J(Z “n (1+,Btan6’L(§)”2]

@, 1/2
2B tand Y (2 (1+,Btan 6.&) ]

af tan 6

Satisfazendo a equacao caracteristica:

(0 )
Jo| 2 1+ Btan6,.)"* |Y,| 2 =
0( a,Btané?L( prand,) ]0( a,Btané’Lj

_ w 12
= JO(ZaﬂtaneL]Yo[zaﬂtan 1+ ftand,) j




Bessel’s u=5.7 WKB

Tranversal Displacement - Mode 0 0.1082rad/s Tranversal Displacement - Mode 0 0.1117rad/s 1
1 1
. \ - \
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0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
Mxial Displacement - Mode 0 Axial Displacement - Mode O
2 1
k= =
m ri m| > tand, =5.7
Para um riser e % : ang, =o.
% E -1
£ . &2 -
. 2 o
catenaria direta: 2 800
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O problema do cabo sob acao de

Forma propicia para
aplicacao do método

correnteza
v (@)= 2RO 200)
Problema singular se
F, A F(£)=0

+—¢'+—0=0
(PF(P £~

assintotico ;
: C T
WKB, se: Ae—@ (7 —tanod F(.{):[ (C)] _T4)
2 tan 6, Co T
A >>1
WKB: Wentzel, Kramers, Brillouin (bem como Rayleygh e Jeffreys)
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O problema do cabo sob acao de |
correnteza

TLP
HPSO
]
I [ ]
— junta .
- flexivel en"jeced)res de
flexdo
‘Lazy-
wave’
‘Catenaria boia
direta’ internmediaria
flutuadores
riser de acq
restritor de
*cur\mtura




O problema do cabo sob acao de
correnteza

Aproximacao WKB classica

(ver Bender & Orszag, pg. 490)

¢(5) =
~ Y (g)[Clsin(Af F (u)du)+ Czcos(Af F 2 (u)du)]

W
tan g,

“Turning
Point’ se
A=0

A% >>1 A

Modos de vibrar sao funcdes trigonomeétricas moduladas

em fase e amplitude e ‘lembram’ funcbes de Bessel 9
HC)=AFFS k=—T= -
dg JF () Co x(<)
Fase local Ndmero de Celeridade

onda local local




O problema do cabo sob acao de
correnteza

Riser em ‘Catenaria Diretai/v\%

R —

9.(O) = AFY()sin(A, JE F ¥ (u)du) —

Auto-valores sao
simples
guadratura da
solucao
estatica!ll!

O

O -1
o d¢
A, =nx| [} , o, =A, tand
n [.[O F(g)} L o
! (s,t)

Lineares em y
n

Modos de vibrar sao funcdes senoidais moduladas em
fase e amplitude e ‘lembram’ funcbes de Bessel

-1/2 _ d¢ _ An C(é/) A
= A é/ F 1/ d n - - —_— n
¢n (é/) n I , é/ K dé’ ,—F (é’) . - (é/)
Fase local NUmero de Celeridade

onda local local
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O problema do cabo sob acao de
correnteza

Riser em ‘Catenaria Diretai/v\%

Frequéncias Naturais Dimensionais

Q. :a)nc—oz
L
=Antan6’Li T
LY (m+m,)

Solucao Analitica, em
forma fechada




O problema do cabo sem acao de
correnteza

Riser em ‘Catenaria Direta’

¢,(0;6,) = A (cosg)™* Sin{Anfc‘f’L (COE#}

nz
o U0
" (cos)”?

A, =A,(00)=

— O =A qtané,
tan 6, (m+m,)L

112

como T, =

C N



O problema do cabo sem acao de
correnteza

Riser em ‘Catenaria Direta’

Usando m, = paD?/4 — q=(m-m,)g

d-a)

e,com  a=m,/m — |Q =A, [tand,
"@+a) VL

mas L=Hsing /(1-cosb,)

!

o ;An\/(l—coseL)\/(l—a)

cosé, (1+a)




1-cosé;

A?’!

cosé,

fl

O problema do cabo sem acao de

correnteza

Riser em ‘Catenaria Direta’

(1—-cosé,)

(1-a) |g

cosé,

J

(1+a)VH

]




WKB vs. POLIFLEX

Flexible Pipe /
o




WKB vs. POLIFLEX

Flexible Pipe

EA (kN) 312500

EJ (kNm®) 49.61

g (kN/m) 0.914

m (t/m) 0.218
D (m) 0.3934

H (m) 785

Total length (m) 3000

L (m) for 8, =80° 9355
L (m) for 8, =60° 13596




Flexible Pipe

Displacement (10e-1} Displacement. {l0e-2) Displacement {10e-1)

Displacement (10e-2)

POLIFLEX

Transversal Displacement - Mode 2 w=0.17rad~s
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WKB
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Flexible Pipe

POLIFLEX

Transversal Displacement - Mode 5 w=0.53rad/s

WKB

Tranversal Displacement - Mode 5 0.5584rad/s

o
m =

tang, =5.7

Displacement {10e-1}
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2000
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Transversal Displacement - Mode30 w=3.22rad- s
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WKB vs. POLIFLEX

\¢

Flexible Pipe M an L 5.7
tang, =5.7 LQ
. | L 2
6, =80 @o da elasticidade )\ . ‘ 2 ¢
.
L
ke
ale
T
? o Poliflex - (i)
- . ‘—‘ A Poliflex - (ii)
s [ ® Poliflex - (EA*100) (i) | |
‘;‘ B WKB
vt d
[ |
5 10 15 20 25 30

Mode number

35




SCR Tipico
Axial Rigidity, EA (kN) 2.314 x10°
Bending Stiffness, El (kNm?) 9915
Immersed weight, g (kN/m) 0.727
m (kg/m) (filled with water) 108.0
External diameter, D (m) 0.2032
Thickness (mm) 19.05
Depth H (m) 1800
Total length (m) 5047
Angle at top, 6, (°) (no current) 70 (w.r.t. horizontal)
Soil Rigidity, k (KN/m/m) 466.37
Suspended length, L (m) 2571
Static tension at TDP, T, (KN) 680.55
Flexural length, A(m) 3.82
Curvature at TDP, yo (m™) 1.077E-03
Nondimensional curvature at 4.114E-03
TDP, Xy = o4
Local scale, & = A/L 1.486E-03
Nondimensional soil rigidity 10

parameter, K = KEI /T,

[
[




Natural Frequency (rad/s)

WKB vs. POLIFLEX
SCR

Natural Frequencies for a Catenary Riser; WKB compared to numerical approach

3
[ ]
A
[ )
] A
2.5 n x A | |
| |
| |
| y {
2 .
T .
2
f m
15 - : S Efeito da elasticidade
H
. 1
11 |
B
] = WKB
B
0.5 - n | = Num, EA
2 A Num, EA*10
- Num, EA*20
0 T T T T T
0 5 10 15 20 25

Mode Number




WKB vs. POLIFLEX
SCR: Modo 25

Transversa | Displacement - Mode 25

: "W“‘W“M\[/“

1L bé/ \v

2200 2700 3200 3700 4200 4700 5200
Arc Length (m)

— ]
553
>
S

articulado




]

Sumario

A dinamica global é regida pela rigidez de catenaria.

O efeito da rigidez flexional € importante junto as extremidades
ou quando os modos de vibrar tem comprimento comparavel ao
comprimento de flexao local.

Existem diversas escalas de tempo que regem a dinamica da
linha.

E possivel construir uma solucdo em forma fechada, via técnica
WKB, para o problema de uma linha no plano.

Para o caso de uma catenaria pura, na auséncia de correnteza,
a solucéao é analitica.

A solucao numérica via POLIFLEX, que incorpora o efeito da
elasticidade, recai assintoticamente na solucao analitica quando
a rigidez axial € aumentada.
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