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Equacoes basicas
Inicialmente deve-se partir da equacao
caracteristica:
1+G(s)H(s) = 0. (1)

Esta equacao deve agora ser rearranjada da
seguinte forma:

(s+z)(s+2z2) +...+(S+2zm)
(s+p)(s+p2)+...+(S+pn)

1 +K 0, (2)

onde K > 0.
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Equacoes basicas

Como G(s)H(s) € um numero complexo, podemos
escrever as seguintes equacoes:

/G(S)H(s) = £180°(2xk+1)(k=0,1,2,...) (3)
IG(s)H(s)| = 1. (4)
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Passo 1: polos e zeros de G(s)H(s)

O LR comeca em polos de malha aberta e termina
em zeros (zeros finitos ou infinitos?.);

Note que o lugar das raizes é sempre simétrico em
relacao ao eixo real no plano s;

polos complexos e zeros complexos sao sempre
pares conjugados.
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Passo 1: continuacao ...

Os pontos de partida do LR sao polos em malha
aberta e correspondem a K = 0;

Isto pode ser observado pela condicao do modulo,
|G(s)H(s)| =1 fazendo o valor de K tender a zero:

: (s+2z1)(Ss+2zp)+...+(S+ zZm)
lim
K-0|(s+p1)(s+p2)+...+(s+pn)

1
= fi = = (5
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Passo 1: continuacao ...

Quando K aumenta para infinito, cada lugar das
raizes deve-se aproximar de um zero da funcao de

transferéncia em malha aberta finito ou infinito no
plano s.

Isto pode ser concluido através da observacao da
seguinte equacao:

: (Ss+2z1)(s+22)+...+(S+zZm)
lim
k—oo | (S+p1)(S+p2)+...+(5+pn)

1
= o = =0 (8
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Passo 1: continuacao ...

O LR tera tantos pedacos quanto forem o numero
de raizes da equacao caracteristica.

Se 0 numero de raizes em malha aberta é igual ao
numero de raizes em malha fechada
(eventualmente em malha fechada polos e zeros
podem se cancelar) o numero de pedacos
terminando em zeros finitos é igual ao numero m
de zeros em malha aberta.

Os n — m pedacos restantes terminam no infinito,
tangenciando as assintotas.
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Passo 2: LR no eixo real

O lugar das raizes no eixo real é determinado
através dos polos e zeros em malha aberta que
estao sobre o mesmo.

Os polos e zeros complexos conjugados de malha
aberta nao tem influéncia sobre o lugar das raizes
no eixo real porque a contribuicao a condicao do
angulo de polos e zeros complexos conjugados é

de 360°.
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Passo 2: continuacao ...

Cada porcao do lugar das raizes no eixo real, se
estende de um polo ou zero em malha aberta para
outro polo ou zero em malha aberta.

Ao se escolher um ponto de teste s no eixo real, se
o numero de pdlos e zeros reais a direita do ponto
de teste for impar entao este ponto faz parte do
lugar das raizes.
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Passo3: assintotas do LR

Se 0 ponto de teste esta localizado longe da origem
entao o angulo de cada po6lo complexo pode ser
considerado o mesmo;

As assintotas podem ser calculadas atraves da
seguinte equacao:

n , +1809(2 |
angulo das assintotas = =L E ) k=0,1,2,....
n—-—m -

Onde:
1 = numero de polos finitos de G(s)H (s),
m = numero de zeros finitos de G(s)H (s).
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Passo 3: continuacao ...

O ponto de interseccao das assintotas o, pode ser
calculado como a seqguir. Considerando a equacao
caracteristica do sistema em malha fechada:

1+ G(s)H(s) = 0. (8)
Que pode ser escrito também como:

smyp., smly 4+ )
1+K m-1 1 0 _ 0, ©)
s+ a, 1St +...+ aop
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Passo 3: continuacao ...

para valores grandes de s podemos considerar
apenas os termos de maior ordem. Dessa forma
podemos escrever:

Sm

1+ K— =0. (10)
S?’l

Desta aproximacao resultam 7 — m assintotas com
inicioem s = 0.
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Passo 3: continuacao ...

Uma aproximacao mais razoavel é considerar que
as assintotas cruzam o eixo real num ponto
denominado o:

1
1+ K = (). 11
" (s —Ogy)n—m 0 (1)

Expandindo o denominador e tomando os dois
termos de maior grau resulta em:

1
sn=m 4 (n —m)ogl

1+K = 0. (12)

—m-1
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Passo 3: continuacao ...

Voltando a Equacao 9, dividindo o denominador
pelo numerador obtemos:

1+K L = 0, (13)

SM+an—_1s"1+...+ag
SM4by_1sMm 1+ +bg

A divisao dos polinomios:

s"+an, s+ L+ ag
sm + bm_lSm_l + ... T b(),

(14)

Um resumo das reoeras gerais para a construcao do luecar das raizes - n. 14/43



Passo 3: continuacao ...

considerando os dois primeiros termos do
numerador e denominador é dada por:

s+ a, s
SM + by sm-1

n-m

n-m-—1 4+

=S + (an-1 —bm-1)s

(Am-1 — bm—l)bm—lsn_1

sM 4+ b, _1sm-1 el
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Passo 3: continuacao ...

Desprezando a parte correspondente ao resto da
divisao, a equacao caracteristica pode entao ser
escrita como:

|
1+K =0. (1
TR (@ = by p) s o 10
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Passo 3: continuacao ...

Comparando as Equacdes 12 e 16 obtemos:

An-1— bm-1 = (n—m)oy, (17)
entao:
o, = An-1 — bm—l. (18)
n-—-—m
Onde:

dn-1 = > pblos em malha aberta,
(19)
bm-1 = > zeros em malha aberta.

Um resumo das reoeras gerais para a construcao do luecar das raizes - n. 17/43



Passo 4: ponto de partida e chegada no eixo real

Se o0 LR se encontra entre duas raizes de malha
aberta no eixo real entao existe pelo menos um
ponto de partida entre os dois polos;

Se lugar das raizes se encontra entre dois zeros de
malha aberta (um dos zeros pode estar em — o)
entao sempre existira pelo menos um ponto de
chegada entre os dois zeros;

Se o lugar das raizes se encontra entre um polo de
malha aberta e um zero (finito ou infinito) no eixo
real, entao pode nao existir um ponto de chegada
ou partida, ou podem existir ambos.
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Passo 4: continuacao ...

Inicialmente escrevemos a equacao caracteristica
da seqguinte forma:

f(s) =B(s) + KA(s) =0, (20)

onde A(s) e B(s) nao contem K. Devemos notar
que F(s) tem multiplas raizes onde:

af(s) _
ds

0. (21)
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Passo 4: continuacao ...

Isto pode ser comprovado observando a seguinte
equacao caracteristica onde s; € uma raiz com
multiplicidade . Entao f(s) pode ser escrito como:

f(s)=(s—51)"(s—52)...(5 —sp). (22)

Se esta equacao for diferenciada com respeito a s e
calculada no ponto s;, entao:

af(s)

= 0. 23
el (23)

Isto significa que os polos multiplos satisfazem a
Equacao 23.
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Passo 4: continuacao ...

Vamos agora diferenciar a Equacao 20,

af(s)

— B'(s) + KA'(s) = 0, (24)
das
onde:
Al(s) = 2AL) (25)
das
e
B (s) = 4B6) (26)
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Passo 4: continuacao ...

O valor particular K que possui raizes multiplas é
obtido através da Equacao 24 como:

B'(s)

K=-20G)

(27)

Substituindo o valor de K dado pela Equacao 27 na
Equacao 20 obtemos:

B’ (s)

ﬂ”:B“%}Hg

A(s) =0, (28)

ou
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Passo 4: continuacao ...

B(s)A'(s) —B'(s)A(s) = 0. (29)

Se esta equacao for resolvida para s a raiz multipla
pode ser encontrada.

Por outro lado, da Equacao 20 obtemos:

B(s)

K= A(s)’

(30)
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Passo 4: continuacao ...

Calculando a derivada obtemos:

dK  B'(s)A(s) — B(s)A'(s)
ds A2(s) '

(31)

Se para esta equacao for imposto que dK/ds =0
entao obtemos a mesma equacao que a Equacao
29.
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Passo 4: continuacao ...

Desta forma os pontos de chegada ou partida
podem ser determinados através da equacao:

dK

7o =~ (B()A(s) = B(s)A'(s)) = 0. (32)

Deve-se notar que nem todas as raizes que
satisfazem esta equacao sao pontos de partida ou
de chegada.
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Passo 5: angulo de partida ou chegada

O angulo de partida sempre se refere a um polo
complexo e um angulo de chegada sempre se
refere a um zero complexo de malha aberta.

Para se determinar o angulo de partida ou chegada,
deve-se fazer a suposicao que para um teste nas
vizinhancas de um po6lo (ou zero) a soma das
contribuicoes angulares dos outros polos e zeros
pode ser considerada constante.
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Passo 5: continuacao ...

Desta forma, o angulo de partida e chegada podem
ser calculados da seguinte forma:

Angulo de partida de um pélo complexo = 180°

— soma dos angulos dos outros p6los em relacao
ao polo em questao

+ soma dos angulos dos zeros em relacao

ao polo em questao.
(33)
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Passo 5: continuacao ...

Angulo de chegada em um zero complexo = 180°

— soma dos angulos dos outros zeros em relacao
a0 zero em questao

+ soma dos angulos dos polos em relacao

a0 zero em questao.
(34)
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Passo 6: cruzamento com o eixo jw

Os pontos onde o lugar das raizes cruza o eixo
imaginario pode ser determinado atraves do
critério de estabilidade de Routh-Hurwitz;

O ponto onde o lugar das raizes cruza o eixo
imaginario corresponde a um valor de K tal que
torna o sistema instavel.
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Passo 6: continuacao ...

Deve-se utilizar a Tabulacao de Routh e determinar
o valor limite de K que faz com que o primeira
coluna esteja no limite de uma troca de sinal, ou
seja, impor que o elemento da primeira coluna que
esteja em funcao de K seja nulo.

Calculado o valor de K, facilmente determina-se os
pontos do lugar das raizes que cruzam o eixo
imaginario, em geral utilizando a equacao auxiliar
na linha correspondente ao termo s° na Tabulacdo
de Routh.
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Passo 7: determinar o LR em torno da origem

Aqui, deve-se realizar um trabalho bracal,
determinado-se o lugar das raizes utilizando varios

pontos de teste e a informacao acumalada nos
itens anteriores.
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Passo 8: Escolher polos e calcular K

Obviamente, qualquer ponto do lugar das raizes
deve sastisfazer a condicao de modulo;

Desta forma, se for conhecida a localizacao de um
polo em malha fechada o ganho K pode ser
calculado atraves da seguinte equacao:

. H?zl |S¢ — Si

K = =5
Hk:l |S¢ — Zk|

(35)
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Tabela com arranjos tipicos de LR

Table 6—1 Open-Loop Pole-Zero Configurations and the
Corresponding Root Loci
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Exemplo 1

K
GS)H(s) = s(s2 + 65+ 25) lo)

G1(s)=K/(s3+65%+25s)

Root Locus

k]
X
<
=)
<
E

-10

Real Axis
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Exemplo 2

GS)H(s) = s(s? +Iis +5) Wl

G2(s)=K/s(s*+4s+5)

Root Locus

Imag Axis

-2
Real Axis
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Exemplo 3

K(s+1)
s2(s + 3.6)

G3(s)=K(s+1)/s%(s+3.6)

EAOIOE (38)

Root Locus

2
3
<
o
[
E

0
Real Axis
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Exemplo 4

K(s?+1)
s(s +2) &e)

G(S)H(s) =

GA(s)=K(s*+1)/s(s+2)

Root Locus

Imag Axis

-1
Real Axis
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Exemplo 5

K(s+2)(s+3)
s(s+1)

G(S)H(s) = (40)

G5(s)=K(s+2)(s+3)/s((s+1)

Root Locus

2
X
<
=]
<
=

-1.5
Real Axis
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Adicao de polos

A adicao de um po6lo na funcao de transferéncia em
malha aberta tem o efeito de deslocar o lugar das
raizes para a direita, diminuindo a estabilidade
relativa e aumentando o tempo de acomodacao do
sistema.

Lembre-se que a adicao de um controle integral
adiciona um polo na origem tornando o sistema
menos estavel. A Figura 1 ilustra o efeito da adicao
de um polo para um sistema originalmente com
um unico polo, e também o efeito da adicao de
dois polos.
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Adicao de polos

Figura 1: (a) Lugar das raizes para um sistema
com um unico polo. (b) Lugar das raizes para
um sistema com dois poélos. (c) Lugar das raizes
para um sistema com trés polos.
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Adicao de zeros

A adicao de um zero na funcao de transferéncia de
malha aberta tem o efeito de deslocar o lugar das
raizes para a esquerda, aumentando a estabilidade
relativa e diminuindo o tempo de acomodacao do
sistema,

Fisicamente, a adicao de um zero corresponde a
introducao de uma acao de controle derivativa. O
efeito desta acao de controle proporciona uma
acao antecipatoria no sistema além de uma
resposta transitoria rapida.
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Adicao de zeros

A Figura ??-(a) ilustra um sistema que € estavel para
ganhos pequenos e instavel para ganhos grandes;

As Figuras ??-(b), (c) e (d) mostram o grafico de
lugar das raizes quando um zero é adicionado a
funcao de transferéncia de malha aberta;

Note que quando um zero é adicionado ao sistema
da Figura ??-(a) o sistema se torna estavel para
qualquer valor de ganho.
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Adicao de zeros
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