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Introducao



O calculo da resposta no dominio do tempo y(t) de um sistema g(t) pode
ser calculado atravées da integral de convolucao:

y(t) = / ~ g(ru(t - 7)dr,

onde u(t) é o sinal de excitagao do sistema.



Usualmente, utiliza-se a transformada de Laplace para a conversao do
sistema para o dominio da freqiiéncia:

Y(s) = G(s)U(s).



Posteriormente, para o calculo de y(t), pode-se realizar a
anti-transformada de Laplace.

Para isto, € mais facil transformar Y(s) utilizando a técnica de expansao em
fragcoes parciais, ja que cada fragao parcial tem anti-transformada
facilmente conhecida.



Neste caso, & possivel evidenciar o efeito de cada polo do sistema e do
sinal de entrada u(t). Os zeros de Y(s) desaparecem na expansao em
fragoes parciais.

0 efeito dos zeros afeta apenas os coeficentes das fragoes parciais.

A conclusao que devemos chegar é que os zeros do sistema atuam como
filtros evidenciando ou anulando o efeito dos polos do sistema.



Algumas questoes basicas



Seja um sistema linear e invariante no tempo representado por:

any " (t) + an-y" (1) + ...+ @y (1) + aoy(t) =
bt ™ () + btV () + ... + b (1) + bou(t),
onde,

. dDy(t) . dDu(t)
(i) 4y & gy 2




Podemos definir:

D(p) £ anp" + @n—1p" " + ...+ a:p + o,

N(p) £ bmp™ 4 bm—p™ '+ ...+ bip + bo,
onde,




Utilizando esta notagao podemos escrever:
D(p)y(t) = N(p)u(t)- (1)

A solugao para y(t) envolve dois termos. O primeiro, corresponde a
resposta do sistema D(p)y(t) = N(p)u(t) considerando uma entrada nula,
i.e., u(t) = 0. Neste caso, a Equacgao 1 se reduz a equagao denominada
Homogéneaq,

D(p)y(t) = o.



A sua transformada de Laplace pode ser expressa como:

I(s)
Y(s)= —=%
()= oy
onde I(s) & um polinémio cujos coeficientes dependem das condigoes
iniciais. D(s) & denominado polindmio caracteristico de 1 porque
caracteriza a resposta denominada livre, nao forgada ou resposta natural.
As raizes de D(s) sao denominadas modos do sistema.



Por exemplo, se:
D(s) = (s —2)(s +1)*(s +2 —j3)(s + 2 +j3).

Os modos do sistema nesse caso sao: 2, —1, —2 +j3, —2 — j3.

Os polos tem multiplicidade unitaria, com excecao de —1 que possui
multiplicidade igual a dois.



Desta forma, para quaisquer condicoes iniciais, Y(s) pode ser expandido
em fragdes parciais como:

K1 K2 K3 C’I C2

N R M CEr YO R R e

(2)



A resposta no tempo pode ser escrita como:

y(t) = Ky exp® +K, exp~ @ kg exp =G
Ciexp ' +Gtexp ",

onde Ki, K, K3, C; e C, dependem das condigoes iniciais.



Se todas as condigoes iniciais forem nulas a resposta de 1 pode ser escrita

como:
Y(s) _ N(s) _

Us) — D(s) ~ o)

onde G(s) é a transformada de Laplace quando as condigoes iniciais sao
nulas (c.i.n.):

_Y(s) _ L[saida]

G(s) = u(s) "~ L[entrada]

c.i.n. ci.n.



Logo a solucao geral da Equagao 1 pode ser escrita como:

Y(s) = % T %U(s)
~— —

Resposta a Entrada-Zero Resposta a Estado-Zero



Considere por exemplo a seguinte equacao diferencial:

d’y(t) | L dy(t) _

Tde T3g TYO=3
A utilizagao da transformada de Laplace considerando condigdes iniciais
nao nulas, resulta em:

du(t)
ar u(t). (3)

$°Y(s) — sy(0-) — y(0-) +3[sY(s) — y(0-)] +2¥(s) =
3[sU(s) — u(o-)] = U(s),
onde y = dy/dt e as letras mailsculas denotam as transformadas de

Laplace das variaveis representadas pelas letras minisculas
correspondentes.



Fazendo um reagrupamento dos termos podemos escrever a equagao
acima da seguinte forma:

(s +3)y(0-) +¥(0-) —3u(o-)

Yes) = (s> +35+2)

+

Resposta a Entrada-Zero
3s—1
(2 +3s+2)

Resposta a Estado-Zero

u(s).



Esta equacao revela que a solucao da Equacao 3 é parcialmente excitada
por u(t),t > 0, o que resulta numa parcela denominada de Resposta a
Estado-Zero, e parcialmente excitada pelas condicoes iniciais y(0-), y(0-),
e u(o-), o que resulta na parcela denominada Resposta a Entrada-Zero.

Tais condigoes iniciais serao denominadas aqui de estado inicial. O estado
inicial pode ser entendido como o resultado da entrada u(t) parat < o.



Expansao em frages parciais




Expansao em fragoes parciais

Suponha a seguinte funcao de transferéncia:

H?;(S + Z[)

6(s) = L(s+pi)(s+pm)’

onei=1,...,qen=gq+r.Aexpansao em fracoes parciais de G(s) pode
ser escrita como:

q

ZK‘+A1+A2 bbb
‘~ (s+pi) (S+pm) (S+pm)? (s pm)

i=1




onde:

K,' = (5 + pi)G(S)ls: p;’

A = [(S + pm)rG(S)Hs: pm’

d ,
A1 = Zcl(S+pm)'G(S)]

S=—Pm
1d?

A= Slgs

[(s 4 pm)"G(s)]

S=—Pm

A= s+ pa) 665

s=—pm



A fungao no dominio do tempo pode ser escrita como:

9
g(t) = > Kiexp P +A exp P +Atexp P +

i=1

At Texp Pt

(4)



Polos e zeros

A seguir, uma definicao formal para polos e zeros é estabelecida.
Polo
numero real ou complexo finito A tal que |G(\)| = oo.

Zero
namero real ou complexo finito X tal que |G(\)| = o.

20



Um primeiro questionamento de ordem teodrica que pode ser feito é se
todas as raizes do polindmio D(s) sao polos de G(s).

Considere a seguinte funcao de transferéncia:

~N(s)  2(s°+35°—s5-13)
6(s) = D(s) (s—1)(s+2)(s+1)3

Para A = —2 temos:
G(—2) =

= Q.

> Olo

Portanto, A = —2 é um polo e também
vamos fazer A = 1, dessa forma:

= —2 é uma raiz de D(s). Agora

_NQ@ _o
G(1)_W_67

o que torna o resultado indefinido.

21



Entretanto, utilizando a regra de L'Hopital " obtemos:

_ N(s)
~D(s)

5=1
B 2(3s% + 65 — 1)
554+ 1683 +125 —45 — 5| _,

5=1

16

Dessa forma, A = 1 nao é um polo de G(s).

Hopital pode ser utilizada quando existe uma indeterminacdo do tipo
2. Dado f(x) e g(x) funcdes diferenciaveis e g’(p) # o entéo:

lim 169 _ lim ) (5)

"Aregrade
fp) _

lim«—p gi5)

X g(x) ~ #0p g'(x)
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Portanto, nem toda raiz de D(s) & um polo de G(s). No exemplo acima, o
fato se deve ao fato que N(s) e D(s) possuem um fator comum. Na verdade,
a funcao de transferéncia pode ser escrita como:

2(s+3)(s—1)(s+1)  2(s+3)

(s=1D(s+2)(s+1)3 (s+2)(s+1)"

G(s) tem um zero em s = —3 e trés polos: s = —2, —1, —1.

23



Através deste exemplo, concluimos que se os polindmios N(s) e D(s) nao
possuem fatores comums, entdo todas as raizes de N(s) e D(s) sao
respectivamente zeros e polos de G(s).

Se N(s) e D(s) nao possuem um fator comum eles sao denominados
co-primos e G(s) é denominado irredutivel.

24



Resposta a estado-zero



Resposta a estado-zero

A resposta a estado-zero é estabelecida pela seguinte equagao:
Y(s) = G(s)U(s). (6)

Computa-se inicialmente a transformada de Laplace de u(t), U(s), e
posteriomente podemos obter Y(s). Uma expansao em fragoes parciais de
Y(s) pode facilmente levar a transformada de Laplace inversa para
obtencao da resposta do sistema no dominio do tempo y(t).

A seguir sao apresentados alguns exemplos.
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Dado o sistema 351
G(s) = . =V
©) (s+1)(s+2)’

calcular a resposta para um entrada a degrau unitario u(t) = 1 parat > o.
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Podemos escrever Y(s) como:

Y(s) = G(s)U(s) =

3s—1 1

(s+1)(s+2)s

27



A expansao em fragoes parciais pode ser representada como:

35— 1 Ki S

YO =G 06+2s Gy TG+ s

)

28



onde os coeficientes podem ser calculados como:

B _ 35—1 N ) I
K= YO+ = ooys|_ T X ()
o = V) + ooz = | =

=

Cyx(—2) %

B . 35-1 _E=n
K3 = Y(5)S|s=0 = m . - T) =05

29



Y(s) pode entao ser representada como:

3s—1 _ 4 I —3.5 —0.5
(s+1)(s+2)s (s+1)

Y(s) = (s+2) s

’

A resposta no tempo pode entao ser calculada como:

y(t)= sexp ‘—35exp* — 05
-

Devido aos polos de G(s) Devido ao polo de U(s)

30



Podemos observar através do Exemplo Anterior que os termos relativos aos
polos do sistema podem ser divididos em duas partes, uma relativa aos
polos do sistema G(s) e um relativo ao polo de U(s).

A resposta deste sistema poderia ser escrita genericamente como:

y(t) = Kiexp ™" +K exp ™ + @
termos devidos aos polos de U(s).

31



Uma questao importante é que dependendo de u(t), os polos de G(s)
podem nao ser excitados. O exemplo a seguir ilustra esta questao.

32



Considere por exemplo U(s) = s + 1. Neste caso,

Y(s) = 65)US) = sy )
3571_3(s+2)77_3_ 7
T (s+2) (s+2) (s+2)°

0 que implica em:
y(t) =35(t) — 7exp ™.

33



Vamos supor agora que:

34



A transformada de Laplace é dada por:

_(s+1)
)= s(s+3)’
dessa forma,
B 35 —1 S+1 35 —1
YO) = GG 956+3) GGt
7 10 1

“2(s+2) 3(5+3) 6s
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A resposta do sistema no dominio do tempo y(t) & dada por:

7 —ot 10 -3t 1
t) = - ex ——ex ——.
y(t) = S exp 3 P 5
Neste exemplo, é possivel observar que a excitagao ou nao do polo

depende se U(s) possui um zero para cancela-lo.
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Polos e suas caracteristicas no dominio
do tempo



Polo real negativos = —¢

+ Fungao de transferéncia:
K

(s+0)
+ Resposta no dominio do tempo:

ot

Kexp™
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Polo real positivo s = +o

+ Fungao de transferéncia:
K

G-o0)

+ Resposta no dominio do tempo:

K exp*.
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Polos complexos conjugados com parte real negativas = —o + jw

+ Funcao de transferéncia:

Ki Ki 1
(s+o0—jw) (S+o+jw)

Onde K; = K=

I+1°
+ Resposta no dominio do tempo:

(o+jw)t
+Kiyy exp =@

(o—jw)t

Kiexp™
Aexp “'sin(wt + b).

39



Polos complexos conjugados com parte real positivas = +o + jw

+ Funcao de transferéncia:

Ki Ki 1
(s—0c—jw) (s—oc+jw)

Onde K; = K=

I+1°
+ Resposta no dominio do tempo:
(—o—jw

—o+jw)t

K;exp~ M 4Ky exp ,

Aexp”sin(wt + ).
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Polos reais negativos com multiplicidade 2s = —¢

+ Funcao de transferéncia:

Ki Ki+1
(s+0) (s+o0)2

+ Resposta no dominio do tempo:

ot

Ki exp~ 7" +Kj, texp~
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Polos imaginarios s = +jw

+ Fungao de transferéncia:

ki g K
S —Jw S+ jw

Onde K; = K>

I+1°

+ Resposta no dominio do tempo:
K exp Y, (8)
Asin(wt + ).

K; exp

42



Polos imaginarios duplos s = +jw

+ Funcao de transferéncia:

K —
(52 + w2)2

=

(5 +jw)r(s —jw)r
K4 K> K5 K,
Gtjw) " Griwr  -jo)  —jw)

+ Resposta no dominio do tempo:
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0 efeito dos zeros




O efeito dos zeros

+ O efeito dos zeros sobre a resposta do sistema é mais dificil de ser
inferido.

« Apesar da localizacao dos polos determinar a natureza dos modos do
sistema, € a localizagao dos zeros que determina a propor¢ao que 0s
modos sao combinados.

- Estas combinagoes podem fazer com que os resultados sejam bastante
diferentes quando comparados com os modos individuais relativos a
cada polo.



+ Da mesma forma como nos polos, também podemos definir zeros
rapidos e zeros lentos. Zeros

« rapidos sao aqueles que estao bastante afastados em relacao ao eixo
imaginario quando comparado com os polos dominantes.

+ Por outro lado, zeros lentos sao aqueles que estao bem mais proximos
do eixo imaginario do que os polos dominantes.

45



+ Para ilustrar a influéncia dos zeros na resposta do sistema a resposta a
degrau de varios sistemas com polos iguais mas com zeros diferentes
sao comparados.

- Os sistemas definidos pelas fungoes de transferéncia Gi(s), G(s), Gs(S)
e G,(S) e suas respectivas expansoes em fragoes parciais podem ser
observados na Tabela.

+ A expansao em fragdes parciais de qualquer um desses sistemas pode
ser representada por:

K K> K5 K,

G+ Grit) T ri-p T

Y(s) =

46



Tabela 1: Respostas a degrau dos sistemas.

K, K K K,
Gi(S) = cremageag | 2| 05+Jo5 | 05-jo5 | 1
Go(s) = (S+1)gi(f$;‘(’s)+1_j) 2 | -1.5—jo5 | —1.5—jo.5 | 1

-6 | 25+j0.5 | 25—j0.5 | 1
6,(s) = et 2l | 1| s+jus | 5-jus | 1
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y(t)

61(5) — 2

— 0.2(s+10)
Ga(s) = GG E—))
— 10(s’40.15+0.2)
6u(5) = EmEite—g
| | ‘
2

48



Considere, por exemplo, a seguinte funcao de transferéncia:

—s+c
H(s) = c(s+1)(0.55+ 1)’

Nesse sistema é possivel verificar a variacao da resposta y(t) através da
variagao do parametro ¢ sem a mudanca dos valores dos polos e do ganho
do sistema.

49



* C=—0.1,0.1

- ¢=-10,10

y(t)
o

H(s) =

—s+4¢

c(s+1)(0.55+ 1)’

o

o |-

50



Os dois modos naturais do sistema sao representados por, exp
que sao relacionados aos polos —1 e —2 respectivamente.

—1t

eexp %,

51



0 efeito do primeiro modo natural exp~™ pode gradativamente ser anulado
a medida que ¢ — —1.

0 mesmo acontece para exp ' quando ¢ — —2.

Uma situagao mais geral, pode ser observada na Figura onde é apresentado
a resposta a degrau do sistema H(s) considerando
¢ = —0.1,0.1,—0.25,0.25, —10, 10.
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Pode ser observado que, para um zero rapido, por exemplo |c| > 1, nao
existe um impacto significativo na resposta transitoria. Quando o zero é
lento e estavel o sistema possui sobresinal significativo.

Quando o zero é lento e instavel entdao o sistema exibe um undershoot
significativo.

53]



Estabilidade




Sistema bola e barra (Ball and Beam)

+ Objetivo: equilibrar a bola numa posigao especifica.
L=

54



{’ri + m] + mgsin6(t) — mp(t)i(t)? = o

[Mp(t)? +J + Jo] 6(t) + 2mp(t)p(t)8 + mgp(t) cos b(t) = T(t)

+ J, momento de inércia da bola

+ m massa da bola

+ rraio da bola

+ Jmomento de inércia da haste

+ 6 angulo da haste

+ p(t) distancia da bola ao centro da haste

(10)
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P(s) —mg

G) = T(s) = Jalnst — mig?
Jg, = jr% +
L2
152 = m4 +J+Jb

(11)
(12)

(13)
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A importancia do modelo

+ Muitos sistemas, especialmente sistemas aeronauticos e aerospaciais,
possuem este comportamento dinamico.

+ Por exemplo: misseis, foguetes, avioes, etc.

57



Supermaneuverability

+ Super-manobrabilidade.

- Avides de combate sao intencionalmente feito instaveis ou quase
instaveis.

- Por exemplo, o avidao deve ser capaz de realizar a manobra Pugachev’s
Cobra.

s S
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Eurofighter Typhoon

59



Pendulo invertido

60



Parametros

massa do péndulo m = 0.5Kg,

massa do carro M = 0.5Kg,

comprimento do péndulo [ = 0.3m,

coeficiente de atrito viscoso b = 0.1N/m/s,
momento de inércia do péndulo I, = 0.006Kgm?,

cte gravitacional I, = 9.81m/s.
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modelo linearizado

+ Modelo linearizado em 6 = 0° (sinf = 6,cos 6 = 0),

ml
24) < (1)
F(s) $3 4+ b(’p;rml2 52 _ (M+';7)m915 _ % ’

+ where g = [(M + m)(I,mP) — (ml)?].
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modelo linearizado

+ Funcao de transferéncia:

O(s) _ 5.2632 (15)
F(s)  s3+ 0.1789s? — 51.6316S — 5.1649

+ Polos: s, = 7.1467, S, = —7.2256, 53 = —O0.1.

+ Polo s, é instavel.

« Um problema mais desafiador seria controlar 6(t) e x(t)
simultaneamente utilizando f(t).
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Estabilidade: algumas definicoes

Definition (Estabilidade absoluta)
se refere a condigao se um sistema é estavel ou instavel.

Definition (Estabilidade relativa)
se o sistema é estavel, pode-se determinar o grau de estabilidade deste
sistema.
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Estabilidade Entrada-Saida

Seja:

« u(t): entrada do sistema,
« y(t): saida do sistema,
+ g(t) resposta impulsiva.
Definition (Estabilidade Entrada-Saida)
com condicoes iniciais nulas, o sistema é dito ser Entrada-Saida estavel, ou

simplesmente estavel, se a saida y(t) € limitada para uma entrada u(t)
limitada.

Ou ainda, para um niimero 0 < Q < oc:

/m g(H)|dt < Q < oo. (16)

A condigao dada pela Equacao 16 implica que a area sobre a curva [g(t)| x t
deve ser finita.
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Sistema marginalmente estavel

Um sistema é marginalmente estavel se o sistema nao for assintoticamente
estavel e se for possivel escolher constantes A, B < oo tal que:

/ |g(t)|dt < A+ BT,VT (17)
(o]

Interpretacao: O sistema é marginalmente estavel se a integral cresce
linearmente com o tempo T.

Exemplos:

1.

G(s) = (18)

Sistema marginalmente estavel

G(s) = — (19)

Sistema instavel
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Relacdo entre estabilidade e as raizes da equacao caracteristica

Theorem
Um sistema SISO com uma funcado de transferéncia propria G(s) é estavel, se
e somente se cada polo de G(s) possui parte real negativa.
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Estabilidade com entrada nula, estabilidade assintotica ou estabilidade in-

terna

+ A estabilidade com entrada nula se refere a condicao de estabilidade
quando a entrada é nula e o sistema é dirigido pelas condigoes iniciais
nao nulas Xo.

Definition

A resposta com entrada nula do sistema x(t) = Ax(t) & marginalmente
estavel se para cada estado inicial finito x, excita uma resposta x(t)
limitada.

Definition

A resposta com entrada nula do sistema x(t) = Ax(t) é assintoticamente
estavel se para cada estado inicial finito x, excita uma resposta x(t)
limitada e ainda lim;—, .. X = 0.
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Vamos supor, o seguinte sistema de 1a. ordem:
y(t) = ay(t) + bu(t). (20)

Este sistema pode ser escrito, da seguinte forma:

x(t) = ax(t) + bu(t); (21)
y(t) = x(t),

0 que corresponde a representagao em espaco de estados.
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Fazendo o sinal de entrada u(t) = 0, obtemos:

x(t) = ax(t). (22)

Utilizando a propriedade da Transformada de Laplace para a derivada de
um sinal, temos:

sX(s) — x(0) = ax(s). (23)
Logo:
x(s) = XL £ 5ty — evix(o). (24)
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Observando a Equacgao 24 podemos concluir que:
+ Se o polo é positivo (a > 0) entdo x(t) cresce indefinidamente, ou seja:

lim x(t) = oco. (25)
t—oco
+ Se o polo é negativo (a < 0) entdo x(t) decresce exponencialmente, ou
seja:
lim x(t) = o. (26)

t— oo

Obviamente, a estabilidade assintotica do estado x(t) implica na
estabilidade assintotica da saida y(t).

n



Sistemas de ordem n

- 0 mesmo resultado, pode ser extrapolado para sistemas de ordem n:
X(t) = Ax(t), (27)
- onde A € uma matriz n x n. Neste caso, poderiamos escrever:
x(t) = e"x(0), (28)

- e da mesma forma, o vetor de estados x(t) decresce exponencialmente
se e somente se os polos do sistema tiverem parte real negativa.
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Polos e suas respostas impulsivas m=1

Jjw
3 41
2 X
1 +

t 7 o3 t o

-2 —1 (0] 1 2

; .
—2 X
73 +
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Polos e suas respostas impulsivas m=2

Jjw
3 4
2% :
.1
+ ¥ X + ag
1) 19 [0} 1 2

_‘I 4 ‘
—2 %
73 4

T4



Condicao de Estabilidade

Valoresdes = o; +jw; (i=1,...,n)

Assintoticamente Estavel/
Estavel

s gi<oparai=1,...,n

Marginalmente estavel ou
Marginalmente instavel

+ pelo menos algum o; = O,
« nenhum valor o; > 0,

+ nenhum polo maltiplo no
eixo jw.

Instavel

+ Pelo menos algum o; > 0 ou
algum polo o; = o de ordem
maltipla (polo de ordem
maltipla no eixo jw)

Tabela 2: Condicoes de estabilidade de sistemas SISO invariantes no tempo.
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20
G(s) = : (29)
() (s+1)(s+2)(s+3)
Obviamente trata-se de um sistema estavel. Os polos sao: s = —1,s = —2 e
s=-3.
(a) Respos'tﬂgmg Impulso (b) Resposn‘geamé Degrau
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Gz (S) =

20(s+1)

(s—1)(s>+25+2)

(30)

O sistema é instavel porque existe um polo em s = 1.

Ampltude

Resposta  Impuiso - G2(s)-20(s+1)(s-1)(%+25+2)

Rosposta a Degrau - G2(8)=20(6+1)(s-1)%425+2)

Ampltude

3 T

15

2

] s T s B 25

(d) Resposy{”amé Degrau
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20(s —1)
(s+2)(s* +4) (1)

O sistema é marginalmente estavel devido ao par de pélos complexos
conjugados =4;2.

Gs(s) =

Rosposta a Impuiso - Ga(s)-20(s-1)(5+2)(5"44) Resposta a Degrau - Ga(s)-20(s-1)(+2)s%4)

Ampitude

Ampltude

s £ 2

s o B 0
Time (soc)

(e) Resposgsbz Impulso (f) Resposta a Degrau
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10
GA(S)W- (32)

0 sistema é instavel devido aos polo complexos de ordem multipla s = +j2

Resposia a Impuiso - Ga(s)-10/(%4(s+10)

Resposta  Degrau - Ge{s)=10(s%+2(5+10)

Ampitude

Ampitude
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O Criterio de estabilidade de Routh-Hurwitz

0 método de Routh-Hurwitz permite definir a estabilidade de um sistema a
partir da equacgao caracteristica do sistema. A equacgao caracteristica de um
sistema SISO (Single Input Single Output) invariante no tempo pode ser
escrita como:

n—1

F(S) = anS" + Gn_18""" 4 ...+ @S + Qo. (33)

Para se determinar a estabilidade ou nao de um sistema é necessario
determinar se alguma das raizes de F(s) pertence ao semi-plano direito de
s. Se a Equagao 33 é escrita na forma fatorada obtemos:

F(s)=an(s—r)(s—"r)...(s—r), (34)

onde r; é a i-ésima raiz da equacgao caracteristica.
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Multiplicando todos os fatores, podemos escrever:

F(s) =ans" —an(ri+r+...4+ry)s"™"
+an(rir + rars + s +...)s" 2

(35)
— An(Mrafs 4 far, + .S 2+ ...
+ an(—1)"nrars. ..
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Em outras palavras, para uma equacgao de ordem n, obtemos:
F(s) =ans" — an(soma de todas as raizes)s" "
+ an(soma de todos os produtos de raizes duas a duas)s” >

— ap(soma de todos os produtos de raizes trés a trés)s”’3 +
+ an(produto de todas as raizes) = 0
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Examinando a Equacao 35, podemos notar que todos os coeficientes
do polindmio devem ter o mesmo sinal se todas as raizes estao no
semi-plano esquerdo.

Além disso, é necessario que todos os coeficientes sejam nao nulos.

Esses requisitos sao necessarios mas nao suficientes. Isto &, se estes
requisitos nao forem satisfeitos, ja podemos afirmar que o sistema nao
é estavel.

Entretanto, se os requisitos forem satisfeitos, nao necessariamente
temos um sistema estavel.
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+ Por exemplo, para a seguinte equacao caracteristica:
F(s) = (s+2)(s° —s+4) = (5 +5° +25+8).

- Este sistema é instavel, mesmo tendo todos os coeficientes de mesmo
sinal.

84



O critério de Hurwitz

+ A condicdo necessaria e suficiente para que todas as raizes da equacao
caracteristica estejam no semi-plano esquerdo é satisfeita quando
todos os determinantes de Hurwitz Dy, kR = 1,2, ... sejam positivos.

- Os determinantes de Hurwitz para a equagao caracteristica sao dados

por:

D, = }Gn—1|

Qp— Qp—
D2 _ n—1 n—3

an an—2

an—1  QGn-3 On—s (36)
Dy =| an An—2 Qp—y

(¢} Qn—1q Qn—3
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Dn

Qn—1
Qn

an73
an—»
Qn—1

an75
Gn_4
an_3

(37)
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A tabulacao de Routh

+ Felizmente, nao € necessario calcular os determinantes de Hurwitz. Um
método equivalente foi desenvolvido por Routh e é comumente
denominado tabulacao de Routh.

« Inicialmente, arranja-se os coeficientes da seguinte forma:

an Qn—2 Qn—y4 Qn—e QAn-8
Qn—1 Qn-3 Qn-s5 Qn-7 Qn—o
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- Vamos utilizar como exemplo uma equacao de 6a. ordem:

F(s) = a6s° + ass® + a,5* + G5S° + a.5° + a:S + Qo.

« Para este caso a Tabulacao de Routh é calculada como:

(38)
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Calculos para ordem 6

5°

S

Qe

0502 - 0601 o

a,

as

as

Aa, — asao

Cao, — Ao .

0500 - 060 o

ax

a,

(o]
as
A0 — as0

=0
A

Co—Ao _ |
— =

Ao
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+ O critério de estabilidade de Routh-Hurwitz estabelece que o nimero
de polos do sistema com parte real positiva € igual ao nimero de
trocas de sinal dos elementos da primeira coluna da tabela.
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Considere a equacao:
F(s)=(s—2)(s+1)(s—3)=s" -4’ +s+6=0. (39)

A equacao acima possui um coeficiente negativo, o que significa que nao
satisfaz as condigdes necessarias para a estabilidade. Através da forma
fatorada, sabemos que existem duas raizes no semi-plano direito: s = 2,
SE!
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Vamos examinar quais seriam os calculos do método de Routh-Hurwitz:

s3 1 1
s? —4 6
s (=6()=(6)(1) _ 25 0

Existem duas mudancas de sinal na coluna 1, indicando a presenca de duas
raizes no semi-plano direito.
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Considere a equacao:
F(s) = 25" +s* +35° + 55+ 10 = 0. (40)

Neste caso, as condi¢oes necessarias sao satisfeitas, i.e., todos os termos
estao presentes e de mesmo sinal.
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A tabulagao de Routh-Hurwitz é calculada como:

gt 2 3 10
s3 1 5 (¢}
$2 (1)(3):(2)(5) = —7 10 O
' (*7)(5):7(1)(10) =643 O O
5° 10 0O O

Como existem duas mudancas de sinal na primeira coluna existem duas
raizes no semi-plano direito. As quatro raizes do sistema sao dadas por:

+ § = —1.0055 + j0.9311,
* S = 0.7555 =& j1.4444,



Caso Especial 1

Se o primeiro elemento de qualquer linha for zero e os outros forem
diferentes de zero, os elementos da proxima linha serao todos infinitos.

Para solucionar este problema, dev-se substituir o elemento nulo por um
ndmero positivo e arbitrariamente pequeno.
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F(s)=s"+s’+2s8°+25+3=0 (1)
st 1 3
s® 1 0
s |0—e

Como a linha correspondente a s*> possui o primeiro elemento nulo,
devemos substitui-lo por e.
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st 1 2 3
s3 1 2 0
s? € 3
5 256—3 — %3 0
s° 3 o

Existem duas mudancas de sinal o que significa que existem duas raizes no
semi-plano direito. As raizes sao:

* § = —0.09057 & j0.902,
* S = 0.4057 £ j1.2928.

OBS: 0 método pode nao funcionar se o sistema possui raizes imaginarias
puras.
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Caso Especial 2

Se todos os elementos de uma linha sao zeros as seguintes condi¢oes
podem existir:

+ A equacgao possui pelo menos um par de raizes reais iguais mas de
sinais opostos,
+ A equagao tem um ou mais pares de raizes imaginarias,

+ A equacgao tem pares de raizes complexas conjugadas formando uma
simetria em relagao a origem. Ex: s = —1+j1,S =1+ j1.
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Caso Especial 2

Uma possivel solucao consiste em utilizar uma equacgao auxiliar A(s) = 0
que corresponde a linha anterior de zeros. A equacao auxiliar sempre
contém apenas termos de ordem par. As raizes da equagao auxiliar também
satisfazem a equacao original.

0 método consiste nos seguintes passos:

- Escreva a Equagao A(s) utilizando os coeficientes da linha anterior

nula,
« Calcule a derivada da equagao A(s):
dA(s) _
ds o, (42)

- Substitua a linha de zeros pelos coeficientes de dA(s)/ds = o.
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Exemplo 4

Vamos tentar determinar a estabilidade absoluta de um sistema que
possua a seguinte equacao caracteristica:

F(s) =5+ 45" +85° +85° + 75+ 4 = 0. (43)

A tabulacao de Routh-Hurwitz é calculada como:
s 1 8 7

s 4 8 4

$$ 6 6 O
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Exemplo 4

Como podemos observar a linha correspondente a linha s’ é nula. Os
polindmios A(s) E dA(s)/ds neste caso seriam dados por:

A(S)=452+4=0

dA(s) - - (44)
ds = 8s =o0.
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Exemplo 4

A tabulacao de Routh-Hurwitz seria agora dada por:
s 1 8 7

s 4 8 4

s 6 6 O

(45)
s 4 4
s' 8 o
A

Como nao ha mudangas de sinal nao ha raizes no semi-plano direito. As
raizes de A(s) sao s = +j o que indica que o sistema & marginalmente
estavel.
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