PSI-3260 Aplicagoes de Algebra Linear
Experiéncia 6
Autovalores e Autovetores — Parte computacional

1 Usando autovalores para resolver sistemas de equacoes

diferenciais

H& varias maneiras de se resolver equacoes diferenciais, incluindo técnicas analiticas e nu-
méricas. Por exemplo, a transformada de Laplace, que serd vista em Circuitos Elétricos, é
uma técnica analitica que pode ser usada para esse fim. Outra técnica analitica é a baseada
em autovalores e autovetores. Além de possibilitar obter a solucao de um sistema linear de
equacoes diferenciais ordinarias e a coeficientes constantes, a decomposicao em autovalores
e autovetores também permite analisar a estabilidade do sistemal.

A seguir, usamos a decomposicao de autovalores e autovetores para resolver o sistema
de equagoes diferenciais x(t) = Ax(t). No Exemplo 1.1, abordamos o caso em que a matriz
A é um escalar. Em seguida, no Exemplo 1.2, estendemos o resultado do caso escalar para
o caso de um sistema desacoplado, em que A é diagonal. Apesar de nao ser necessario
conhecimento de A/lgebm Linear para obter as solucoes dos dois primeiros exemplos, eles sao
essenciais para o caso mais geral em que o sistema ¢é acoplado, ou seja, A nao é mais diagonal.
Esse caso serd tratado no Exemplo 1.3, onde a decomposicao de autovalores e autovetores
faz o papel de uma transformacao que desacopla o sistema. Depois de obtermos a solucao do
sistema transformado, aplica-se a transformacao inversa para se chegar a solucao do sistema
acoplado.

Exemplo 1.1 — Caso escalar. Suponha que vocé precisa resolver a seguinte equacao
diferencial?

i(t) = —ax(t), (1)
com condi¢ao inicial z(ty) = xo, sendo a é uma constante real diferente de zero. Note que a
fungao incégnita z(t), solugao da Equacao (1), deve ter derivada proporcional a ela prépria.
Dada essa observacao e descartando a solugao trivial z(t) = 0, cabe uma pergunta: “que

'Um sistema pode ser, por exemplo, um circuito elétrico, o controlador de velocidade de um carro, o
aparelho circulatério do corpo humano, o mecanismo de amortecimento de um carro, o transmissor e o
receptor do celular, etc. Esses exemplos de sistema podem ser descritos por um conjunto (sistema) de
equagoes diferenciais.

2Como serd visto nos cursos de Célculo, essa equacdo diferencial é chamada de homogénea.
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funcao nao nula tem derivada proporcional a ela prépria?” Uma possivel candidata é a
fungao exponencial. Portanto, vamos considerar que a solucao de (1) é dada por

w(t) = Aet=t0) (2)
cuja derivada vale
i(t) = ApePtt=to), (3)
em que A e p s@o constantes. Substituindo (3) e (2) em (1), chega-se a
AP0 (L) =0 = p = —a.
#0

Para finalizar, devemos encontrar o valor da constante A. Usando a informacao da condicao
inicial, obtém-se
x(to) = Ty = Ae_a(t_to)}t:to = A

Portanto a solugao nao trivial da Equacao Diferencial (1) é dada por

z(t) = zge~ott), (4)

Note que a constante —a que aparece multiplicando z(¢) no lado direito de (1), aparece na

solucao multiplicando (¢ — ty) no argumento da exponencial.

Exemplo 1.2 — Sistema desacoplado. Suponha agora que se deseja resolver o seguinte
sistema de equacoes diferenciais

: (5)

i’g(t) = +3.’L’2(t)

com condigoes iniciais x1(0) = 5 e 22(0) = 9. Esse sistema ¢ dito desacoplado, pois x;(t) néo

depende de xo(t) e vice-versa. Assim, usando a solucao dada por (4), chega-se a

{ z1(t) = 5% _ (©)

1o(t) = 9e3t

Na Figura 1, sdo mostrados graficos da Solugao (6). Note que z1(t) é uma exponencial
decrescente que tende a zero a medida que t aumenta. Em contrapartida, z5(¢) é uma
exponencial crescente que aumenta com £. Um sistema que tem uma resposta nao limitada
como a mostrada na Figura 1-(b) é dito instdvel.
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Figura 1: Solugao do sistema desacoplado (5).

Até agora nao utilizamos o conhecimento de teoria de matrizes. No entanto, (5) pode ser

l’l(t)
] [ ) ] ' g

reescrita na seguinte forma matricial
n(t) | _
()

Definindo os vetores x(t) e x(t) como

x(f) = [ m() ] o x(t) = [ “() ] ®)

obtém-se a forma compacta,

1
|
o o
w o

x(t) = Ax(1). 9)

Os autovalores da matriz A valem A\; = —2 e \y = 3 e aparecem multiplicando ¢ nos
argumentos das exponenciais da Soluc¢ao (6), de modo que uma primeira conclusao pode ser

tirada desse exemplo:

Se pelo menos um dos autovalores da matriz A tiver parte real positiva,

a solucao do sistema pode crescer exponencialmente levando a instabilidade.

Exemplo 1.3 — Sistema acoplado. Vamos agora resolver o seguinte sistema de equagoes

l’g(t) = —2I1(t) — LL’Q(t) '

{ i1(t) = —day (t) + 2a(t) (10)

com condigoes iniciais x1(0) = 1 e 25(0) = —2. Escrevendo na forma matricial, obtém-se

g e
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Usando decomposicao em autovalores e autovetores, a matriz A pode ser escrita como
A=VDV™! (12)

em que D é a matriz diagonal de autovalores e V ¢é a matriz cujas colunas sao autovetores.

Para o Sistema (10), essas matrizes valem (verifique!)

| -3 0 | -1/V2 -1/
o[ 0] v [z ] "

Substituindo (12) em (9), chega-se a
%(t) = VDV 'x(t). (14)
Multiplicando ambos os lados dessa expressao a esquerda por V!, chega-se a
Vx(t) = DV 'x(1). (15)

Definindo um vetor transformado y(t) = V~!x(t) com derivada y(t) = V~!x(t) e identifi-
cando esse vetor em (14), obtém-se

y(t) = Dy(t). (16)

Como a matriz D é diagonal, o Sistema (16) é desacoplado como no Exemplo 1.2. Portanto,
a solucao de (16) é dada por

y(t) = (17)

A3t ]

A2€_2t

com A; = y1(0) e Ay = y2(0). Novamente, os autovalores da matriz A, que neste caso valem
A1 = —3 e Ay = —2, aparecem multiplicando ¢ no argumento das exponenciais da solu¢ao do
sistema desacoplado.

Ainda precisamos determinar as constantes A; e A;. Como temos apenas a informagcao
das condigoes iniciais z1(0) e z2(0), vamos ter que aplicar a mesma transformacao que
relaciona x(t) e y(t). Lembrando que y(0) = V~'x(0), basta resolver o seguinte sistema de

0. (0) ] oy [ 7(0) ] | (18)

equacoes
Ay
Ay

y2(0) 72(0)

oquelevaa A; = —4v/2e Ay = 3/5. Aplicando agora a transformacio inversa x(t) = Vy(t),

chega-se a

0 | _y [w® ]_[-1v2 -5
o(t) | | 12 —2/V5

Y2(1)

—4y/2e73 || de73t — 3e7 (19)
+3vBe 2 || de 3t —6e |

Note que tanto z;(t) quanto x5(t) sio combinacdes lineares de y,(t) = —4v/2e7 e yo(t) =
+3v/5e~%. Além disso, os autovalores de A tém um papel fundamental na solucio, pois

eles aparecem multiplicando ¢ no argumento das exponenciais. Como os dois autovalores da
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matriz A deste exemplo tém parte real negativa, a solucao do sistema tende a zero a medida
que o tempo passa. Neste caso, o sistema é dito assintoticamente estdvel. Graficos de x(t)
e x5(t) dados por (19) sdo mostrados na Figura 2.
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Figura 2: Solucao do sistema acoplado (10).

Um outro grafico muito usado em Sistemas Lineares e Nao Lineares é o que mostra o
conjunto de curvas obtidas pela evolugao temporal do sistema a partir de diferentes condicoes
iniciais. Trata-se de um gréfico de trajetérias no espago dos estados ;1 e x5 (também chamado
de espaco de fases). Na Figura 3, sdo mostradas algumas trajetérias no plano x(t) x za(t),
supondo condigdes iniciais uniformemente distribuidas no intervalo [—10, 10]. A condi¢ao
inicial é indicada pelo simbolo e e o fim da trajetéria pelo simbolo . Como era de se esperar,
independente da condigao inicial, os estados tendem para a origem (0,0) do plano x; X .

-10 -5 0 5 10
x,(t)

Figura 3: Trajetérias no espago de estados do sistema (10), considerando 50 condigoes
iniciais obtidas a partir de uma distribuigao uniforme no intervalo [—10, 10] e indicadas pelo
simbolo e. O fim de cada trajetoria estd indicado pelo simbolo

2 Parte computacional

A seguir vamos usar o procedimento baseado em decomposicao de autovalores e autovetores

do Exemplo 1.3 para analisar o comportamento livre de dois circuitos elétricos. Esses circui-
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tos também podem ser analisados por meio da andlise transitéria de softwares de simulacao
de circuitos (por exemplo: PSpice, MultiSim e PartSim — www.partsim.com).

2.1 Circuito RLC paralelo

Considere o circuito RLC paralelo mostrado da Figura 4.

¥t 0 Yo
i(t) (A) =nr L —c o

Figura 4: Circuito RLC paralelo.

Usando a primeira lei de Kirchhoff chega-se a
is(t) = ig(t) +ip(t) +ic(t). (20)

Das relacoes constitutivas do resistor, capacitor e indutor, sabe-se

: 1 , _dvu(t) L dig(t)
ir(t) = Ev(t), ic(t) = 07 e v(t)=1L T (21)
Substituindo essas relagoes em (20), obtém-se
do(t) 1 _ .
C pri Ev(t) +ip(t) =is(t) (22a)
dig(t)
=1L . 22
o) = L7 (220)

Substituindo (22b) em (22a) e dividindo a equagao resultante por LC, chega-se a seguinte

equagcao diferencial com i(t) sendo a fungao incognita:

d%ip(t) U dig(t) 1 . 1.
- Trea toet = et (23)
Definindo o fator de amortecimento
1
o = % (24&)
e a frequéncia prépria nao amortecida
9 1
“o T Too (24b)
(23) pode ser reescrita como
d%ip(t dir(t
%() + 20 Zfl—lf) +wiip(t) = wiig(t). (25)
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Como serd visto nos cursos de Circuitos Elétricos, um circuito de segunda ordem contém
dois elementos armazenadores de energia e pode ser descrito por uma equacao diferencial
da forma (25). Dado um circuito de segunda ordem, a fungao incégnita que aparece em
(25) pode ser diferente (poderia ser a tensdo de um capacitor, por exemplo). Além disso,
os parametros a e wi dependem da topologia do circuito. Assim, para o circuito RLC série,
por exemplo, « = R/(2L) e wg = 1/(LC).

Adotando z1(t) = ip(t) e xo(t) = dig(t)/dt o comportamento do circuito da Figura 4

pode ser descrito pelas seguintes equagoes

t1(t) = 2o(t) (26a)
—wi w1 (t) — 2 (t) + Wi is(t). (26b)

.
Do
—~
~
S—
Il

Definindo os vetores x(t) e x(t) como em (8), as equagoes (26a) e (26b) podem ser escritas

na forma matricial

(1) = [ B ] (1) + f]\@ (27)
Ov \ﬁi)_/ u(t)

Essa equacao é conhecida como equacao de estado do circuito. Nesta experiéncia, vamos
considerar que i4(t) = 0, ou seja, vamos analisar o comportamento livre do circuito devido
apenas as condigoes iniciais i,(0) e ve(0). A solu¢ao completa que leva em conta i4(t) serd

vista nos cursos de Circuitos Elétricos.

Exercicio 2.1. Obtenha uma expressao analitica para os autovalores da matriz A do circuito

RLC paralelo em funcao dos parametros a e wy.

Exercicio 2.2. Considere L = 6uH, C' = 3nF e trés valores diferentes para R:
1. R =209,
2. R=150Q e
3. R — oo (para isso faga R = Inf no Matlab).

Utilizando a funcao eig.m aplicada a matriz A, preencha a tabela abaizo. Esse circuito é
estavel? Explique.

R Comportamento do o? Jwi Autovalores

Circuito Livre

2002 Superamortecido
1502 Oscilatério
R — o Oscilador LC

Para v(0) = 10V e i (0) = 2A, utilize o procedimento para resolugao de sistemas de equagoes
diferenciais usando autovalores e autovetores do Exemplo 1.8 para obter a corrente ir(t) e

a tensdao v(t) do circuito RLC livre [is(t) = 0] da Figura 4. Vocé vai precisar das condi¢oes
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iniciais ©1(0) = i(0) e 29(0) = diét(t) ‘t:O'

Qual a relagao entre v(0) e x2(0)?

Pede-se:

- Para cada valor de R, obtenha grdficos de ir(t) e de v(t) para 0 <t < 8us, utilizando
um periodo de amostragem de 1ns.

- No caso de R — oo, estime o valor da frequéncia (em Hz) do sinal i (t) a partir do
grafico. Qual a relacdo dessa frequéncia com wy? FExplique porque o sinal ndo tende
para zero como nos casos anteriores, baseando-se na conservacao de energia.

- Para cada valor de R, varie as condi¢oes iniciais para obter 20 trajetorias no espaco
de estados 1 X xo. Considere que

ir,(0) € uniformemente distribuida no intervalo [—10A, 10A] e

v(0) € uniformemente distribuida no intervalo [—150V, 150V].

Dica: Use a fung¢ao rand.m do Matlab e faca um for para plotar uma trajetoria para
cada condi¢ao inicial, mantendo a trajetoria obtida anteriormente por meio da func¢ao

hold on. Use um simbolo para indicar a condi¢ao inicial (t = 0) e outro para o valor
final (t = 8us).

2.2 Circuito RLC paralelo com gerador vinculado

Vamos agora analisar o comportamento livre (devido somente as condi¢oes iniciais) do cir-
cuito da Figura 5, em que o gerador independente de corrente i 4(t) foi substituido por um
gerador de corrente controlado pela tensao v(t).

¢2’ (1) ir(t) ¢z’c(t)
gmv<t><+> = L

|
|
Q
4
—~
~
~

Figura 5: Circuito RLC paralelo livre com gerador vinculado de corrente controlado por
tensao.

Exercicio 2.3. O circuito da Figura (5) também pode ser descrito pelo sistema de equagoes
diferenciais x(t) = Ax(t). Considerando novamente os estados x1(t) = ir(t) e xa(t) =
dig(t)/dt, € possivel verificar que a matriz A continua sendo igual a que aparece em (27),

mas com outra defini¢cdo para o.
Pede-se:
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a) Determine a expressio analitica do fator de amortecimento « para o circuito da Fi-
gura (5) e verifique que a frequéncia propria nao amortecida wy continua sendo igual

al/VLC.

Dica: Substitua is(t) por gmv(t) na Equacdo (23) e use a Equagao (22b).

b) Considerando que os autovalores de A sejam complexos conjugados, determine o inter-

valo de g,, para que esses autovalores tenham real negativa em func¢ao dos parametros
R, L e C do circuito.

Exercicio 2.4. Utilize novamente o procedimento para resolucao de sistemas de equacoes
diferenciais usando autovalores e autovetores do Exemplo 1.3 para obter a corrente ir(t) e a
tensdo v(t) do circuito da Figura 5. Considere L = 6uH, C' = 3nF, R = 15082 e trés valores
diferentes para g,,:

1. gm =1/R,
2. gm=4/R ¢
3. gm =0,2/R.
Pede-se:

- Para cada valor de g,,, utilize a fun¢ao eig.m do Matlab para preencher a tabela abaizo.

Im Autovalores Estabilidade
1/R Marginalmente estavel
4/R
0,2/R

- Adote v(0) = 10V, i.(0) = 2A e obtenha grdficos para cada valor de g, de ir(t) e de
v(t) para 0 < t < 8us, utilizando um periodo de amostragem de 1ns.

- Para cada valor de g,,, varie as condigoes iniciais para obter 20 trajetorias no espaco
de estados x1 X x9. Considere que

ir,(0) € uniformemente distribuida no intervalo [—10A, 10A] e

v(0) € uniformemente distribuida no intervalo [—150V, 150V].
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