Experiencia 05
Medindo Distancia e Volume: Normas e Determinantes

23 de marco de 2015

1 Medidas de distancia — normas

E muito comum ser necessario estimar a distancia entre dois vetores. Como fazer isso? No
R2, a maneira como vocé estd acostumado é usar a distancia Fuclidiana, ou seja,

dy(py, py) = V(21 — 22)* + (Y1 — 2)2.

A Figura 1 ilustra um problema importante. Vocé estd no Parque do Ibiraquera morrendo
de calor e quer achar o caminho mais rdpido para uma barraquinha de sorvete. A solucao
voce sabe que é escolher o caminho de menor distancia Euclidiana, como mostra a figura.

A distancia Euclidiana é a tnica maneira de medir distancia? Observe a Figura 2, que
mostra o mapa de uma regiao de Sao Paulo. Qual é a menor distancia entre o Café Journal
e o Chicohamburger? Se vocé fosse um pombo, vocé responderia que a menor distancia é
dy(py, py) = V6% 4 52 = 7,81 quarteirdes (o caminho da esquerda). Se no entanto vocé nao
souber voar, esse caminho ndo é uma opcao vidvel — a menor distancia vidvel (a pé) é um
dos caminhos mostrados a direita (hd outras opgdes também). Nesse caso, a melhor maneira
de medir distancia é

di(py,Py) = |21 — x| + |y1 — y2| = 11 quarteiroes.

Agora, imagine que vocé precise cortar uma peca com o contorno dado pela curva azul
f(z) da Figura 3, definida no intervalo x € [—=57/4,57/4]. Vocé manda dois estagidrios

Figura 1: Distancia Euclidiana usada para resolver um problema importante no Parque do
Ibirapuera.
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Figura 2: Qual é o caminho mais curto para o Chicohamburger?

cortarem cada um uma peca. Um entrega a pega com o perfil da curva verde, o outro com o
perfil da curva vermelha. Qual é a melhor aproximacao para a curva azul, a curva vermelha
ou a curva verde? A curva verde é tal que

57r/4
/ fverde( ))2 dx = 0,076,

5m/4

enquanto que para a curva vermelha, vale

57r/4
/ fverm( ))2 dx = 0,083

5m/4

Ou seja, pensando no espaco das fungoes continuas, a curva verde estd mais proxima da
curva azul, pelo critério da distancia Euclidiana.

No entanto, se vocé procurar a maxima distancia entre dois pontos quaisquer das curvas,
o resultado ¢

max | f(x) = feerde(z)| = 0,0667, max |f(z) = fyerm(x)| = 0,0437.

—57/4<x<5m/4 —57 /A<, <H7/4

Ou seja, a pelo critério da maxima distancia, a curva verde esta mais perto da azul do que
a vermelha. Qual é a melhor solugao? Depende do problema: por exemplo, se a peca que
voceé esta cortando precisar se encaixar em uma outra, provavelmente a curva vermelha é
uma solucao melhor.

A conclusao é que existem diferentes maneiras de se medir distancia em um espaco
vetorial. Vamos chamar qualquer medida de distancia vélida em um espago vetorial de
norma vetorial. Os exemplos acima sao trés das principais — a norma Euclidiana ({5), a
norma “de Manhattan” (¢;), e a norma min-max (f,). O que elas todas tém em comum?
O que define que uma funcao de dois pontos pode ser uma distancia? Se vocé pensar, sao
s6 trés propriedades: dado um espago vetorial V', uma norma é uma fungao ||ul| de V— R
tal que, para quaisquer vetores u,v € V, vale
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Figura 3: Duas aproximacoes para a funcao azul: em verde, minimizando a distancia Eu-
clidiana; em vermelho, minimizando a méxima distancia. Acima, a curva original e as duas
aproximacoes; abaixo, o erro em cada ponto.

L. |Ju|l > 0, para todo u € V;
2. Jul| =0< u=0;
3. [[u+v| < Jul| + ||v| (desigualdade triangular).

A norma mais conhecida de todas ¢ a norma Euclidiana, que para o R" é definida por?

Outras normas muito usadas sao

n 1

lully = 3" ful, para o R™, 1]l = / f(@) d, para o Co.
=1 0

Il = max |ui|, para o R?, 1flloe = max |f(z)], para o Cp,u.

'A norma Euclidiana é conhecida como “norma f;” para o caso do conjunto de vetores ser enumeravel,

como o R", ou “norma Ls”, para o caso do conjunto de vetores ser nao enumeravel, como o espacgo das
fungbes continuas. Os simbolos ¢ ou £ sao Lebesgue, um matemédtico que derivou resultados importantes
em Teoria da Medida.



Os simbolos usados para essas normas véem do fato de que, para qualquer p > 1, as
funcoes

n 1/p 1 1/p
ll, = (Z Iuilp) , para o R™, ||, = (/ If(f)lpdfff) » para o Clo,)
i=1 0

também sao normas, e lim,_, ||u|, = ||| -

Provar que todas essas fungoes sao normas nao é sempre facil, exceto para os casos das
normas 1, 2 e 0o. E interessante vocé verificar que esses trées casos realmente obedecem todas
as condicoes que uma funcao precisa satisfazer para ser uma norma.

Ezercicio 1. Desenhe uma figura no Matlab dos pontos do R? que satisfazem

L pllz < e,
2. |lplh <,
3. [Ipllee < .

Usea=05ea=1.

Exercicio 2. Alguma das fungoes abaixo é uma norma? Se nao for uma norma, procure um
exemplo em que uma das trés condicoes falhe.

1. Considere p € R%:

2 Revisao - Calculo de areas usando determinantes

Uma aplicag@o interessante para o determinante é o calculo de dreas e volumes. A base para
isso é o

Teorema 1 Se A é uma matriz 2 X 2, a area do paralelogramo definido por suas colunas
é |det A|. Se A é uma matriz 3 x 3, o volume do paralelepipedo determinado
pelas colunas de A ¢é |det A.

A demonstracao desse teorema é simples e pode ser encontrada, por exemplo em [Lay, 2011,
pag. 180].

Como exemplo de aplicacao, vamos calcular a area do paralelogramo determinado pelos
pontos (—2, — 2), (0,3), (4, — 1) e (6,4), como mostrado na Figura 2(a).

Podemos transladar o paralelogramo de forma que ele tenha vértice na origem. Por
exemplo, subtraindo o vértice (—2, — 2) de cada um dos quatro vértices, obtemos um novo



L=t

Figura 4: Paralelogramo para o qual queremos calcular a area.

paralelogramo de mesma area com vértices (0,0), (2,5), (6,1) e (8,6) mostrado em linha cheia
na Figura 2(b). Esse paralelogramo é definido pelas colunas de

A:[??]. (1)

Como |det A| = | — 28|, a drea do paralelogramo é 28.
Outro teorema util é

Teorema 2 Seja T : R? — R? uma transformacdio linear determinada por uma matriz 2 x 2
A. Se S ¢ um paralelogramo em R?, entdao

{area de T'(S)} = | det A| - {drea de S}. (2)

Da mesma forma, Se 7' é uma matriz 3 x 3 e S ¢ um paralelepipedo em R3,
entao

{volume de T'(S)} = | det A| - {volume de S}. (3)

A demonstragao encontra-se, por exemplo, em [Lay, 2011, pag. 182].
E interessante notar que, como qualquer figura plana pode ser decomposta em paralelo-
gramos infinitesimais, o Teorema 2 aplica-se igualmente a qualquer figura plana ou espacial

S.

3 Solucao de sistemas de equacoes nao-lineares

Como dissemos anteriormente, transformacoes lineares sao também usadas para resolver
problemas nao lineares. Nesta aula vamos ver um exemplo de como isso € feito, descrevendo
um algoritmo para achar zeros de sistemas de equagoes nao lineares. Problemas desse tipo
sao comuns em engenharia, por exemplo, para resolver circuitos com dispositivos como diodos
ou transistores, para determinar a vazao em redes de distribuicao de dgua, e muitas outras
aplicagoes. O algoritmo que veremos aqui é usado em programas profissionais para simulagao
de circuitos eletronicos, como o Spice.

Vamos comecar pensando no problema da Figura 5. A mola esta presa a um pino a uma
distancia de 1 m de uma parede vertical, e pelo outro lado presa a uma massa de 0,1 kg.
Supondo que a mola estd em repouso quando tem um comprimento de [p = 1 m, e que a
constante da mola é k = 10 N/m, qual é a posi¢ao = em que a massa fica em repouso?



mg

Figura 5: Em que ponto a massa fica em equilibrio?

O ponto de repouso acontece quando a componente vertical da forca f,, da mola for igual
ao peso, ou seja, quando

fm

O comprimento da mola [ em fungao de z é | = /22 + 12, e f,, = k(I — 1), ou seja, o
problema que precisamos resolver é

)=k \/x2+l2—l)L—m =0,
f() ( 0 0 \/m g

ou, substituindo os valores,

f(x):lo(\/TH—l)Lq:o. (4)

2+ 1

T
— =1mg.
l g

Uma equagao esquisita como essa precisa ser resolvida numericamente. Ha véarios métodos
de solugao numérica de equagoes, vamos estudar aqui o método de Newton-Raphson, que é
muito utilizado. A ideia é que queremos resolver o problema

Ache z, tal que f(z,) =0.

Imagine que temos uma aproximacao inicial zy. Uma segunda aproximacao pode ser conse-
guida usando a derivada de f(z), pois sabemos que

d f(z0)
dox

f(x) = f(xo) + (x = o)

O algoritmo entao aproxima a fungdo no ponto z, pela reta tangente a curva f(z), e acha o
zero estimado pela tangente, ou seja, x1 é definido por (ver Figura 6)

o 1= ) 0= )
Cdz



f(x)

Figura 6: Primeira

f(x)

Figura 7: Quatro primeiras iteragoes do algoritmo de Newton-Raphson, com zy = 0,2.
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O algoritmo entao continua, calculando novas aproximacoes xq, x3, ... (ver Figura 7)

Tt = T )

dz

Um ponto importante desse método é decidir quando parar — se tudo estiver correndo
bem, a cada iteracao o valor de z, se aproxima mais do valor exato x,, mas nunca chega
realmente l4. Como decidir quando parar? Esse é um ponto delicado, que é resolvido em
geral segundo alguma condi¢do como as seguintes (ou uma mistura delas):

1. A diferenga |z,41 — x,| fica menor do que um certo § > 0 pré-determinado;
2. O valor da fungao |f(z,41)| fica menor do que um certo € > 0 pré-determinado;

3. O numero de iteragoes ultrapassa um valor limite NV; < oo pré-determinado.

Nenhum desses critérios é perfeito — o que queremos medir de verdade é |z, — x,41|, mas
isso nao é possivel calcular, por isso usa-se algum outro critério de qualidade. Por exemplo,
ao se usar o primeiro critério, estamos assumindo que, quando a varia¢ao |r,i1 — x,| < 0,
entao |r,11 — r.| < Kd para um K nao muito grande — mas isso nao é garantido. No curso
de Métodos Numéricos Aplicados esse problema vai ser estudado em mais profundidade.

Esse algoritmo funciona sempre? Infelizmente, ndo. A convergéncia do algoritmo de-
pende do problema e do valor inicial escolhido. Por exemplo, o que acontece se o valor
inicial for o = 07

3.1 Newton-Raphson em duas (ou mais) dimensoes

Vamos adaptar agora o algoritmo de Newton-Raphson para resolver um sistema de equagoes
nao-lineares, como por exemplo

{ fAlry) =5 -v=0 5)
falzyy) = a® —cos(y) = 0.

Para resolver um problema deste tipo, o algoritmo de Newton-Raphson usa uma aproximacao
linear das fungoes fi(x,y) e fo(z,y) em torno de um ponto. Usando derivadas parciais, em
torno do ponto (zo,yo) podemos escrever

dfi(xg, dfi(xg,
Ji(wo + Az, yo + Ay) = fi(z0,90) + AﬂfM + A?/M,
ox oy
0 : 0 :
Jo(zo + Az, yo + Ay) = fa(zo,90) + AQUM + AQM,
ox oy
ou seja, podemos escrever
df1(xo, df1(xo,
fi(zo + Az, yo + Ay) ~ fi(wo, yo) . fl(a;) ) fl(a?(; w1 AL
fo(zo + Az, yo + Ay) f2(0,90) Of(rog0) - OR(og) || Ay |-
N ox dy
A N '
=f(zo.0) 2 J(z0,y0)

A matriz J(xg,yo) é o jacobiano de fi(x,y), fo(z,y) calculado no ponto (g, yy). Suponha
que o ponto (xg,yo) estd mais ou menos préximo da solucdo do problema que queremos
resolver. Entao, uma solucao melhor pode ser obtida achando Axg, Ay tais que

f1<$0+AfE07yo+AyO) Of1(zo,y0)  9f1(%0,y0) Az, B 0
Ayo,|  [0]°

~ f1($0,y0)

b {fz(iﬂo,yo)

ox oy
Of2(wo,yo)  Of2(z0,y0)
fa(@o + Azo, yo + Ayo) 2ot 2(Z0,y0

9y

8



ou seja,

ox oy
Of2(wo,y0)  9f2(0,%0)
ox y

][]

Ay, f2($0,?/0)

[3f1 (zo,50)  Af1(x0,y0)

Com isso podemos definir uma recursao (algoritmo de Newton-Raphson)

- i)

Yn+1 Un f2 (:L"m yn)

Os critérios de parada usados sao semelhantes aos anteriores, apenas agora usando uma

e A T T
norma para medir distancia. Defina p, = [xn yn} , f(p,) = [fl(xn,yn) fg(xn,yn)] ,
entao escolhe-se uma norma adequada || - ||, e os critérios de parada ficam

1. A diferenga ||p,,, — P, || fica menor do que um certo 6 > 0 pré-determinado;
2. O valor da fungao || f(p,,1)| fica menor do que um certo £ > 0 pré-determinado;

3. O numero de iteragoes ultrapassa um valor limite NV; < oo pré-determinado.



