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Apresentamos a forma geral do teorema dos eixos perpendiculares, a qual pode ser aplicada a qualquer
corpo rigido, e obtemos a sua versao valida para qualquer sélido de revolugdo. Apresentamos, ainda, o seu caso
particular para cilindros gerais retos. Alguns exemplos sdo feitos com o intuito de mostrarmos como pode ser
simplificada a determinagdo de momentos de inércia de certos corpos rigidos se fizermos uso deste teorema.
Palavras-chave: corpo rigido, teorema dos eixos perpendiculares, solido de revolucao, cilindro geral reto.

We present the general form of the perpendicular axis theorem, which can be applied to any rigid body,
and we obtain its version valid for any solid of revolution. We also present a particular case for right general
cylinders. Some examples are given in order to show how the determination of moments of inertia of certain

rigid bodies can be simplified if we use this theorem.

Keywords: rigid body, perpendicular axis theorem, solid of revolution, right general cylinder.

1. Introducao

Corpo rigido é uma aproximacao para um sistema de
particulas cujas distancias relativas entre seus consti-
tuintes podem ser consideradas inalteradas durante os
seus movimentos. Como é bem conhecido (veja, por
exemplo, Ref. [M]), para descrevermos os possiveis mo-
vimentos de um corpo rigido é necessario conhecer-
mos suas propriedades inerciais: a massa e o tensor
de inércia em relagao a um referencial. Tais propri-
edades estao associadas as dificuldades de se alterar,
respectivamente, os movimentos do centro de massa do
corpo rigido e de rotacao deste corpo em torno de um
eixo. Dependendo da forma do corpo rigido e do refe-
rencial escolhido, a determinacao do tensor de inércia
pode nao ser simples. Entretanto, existem alguns teore-
mas que podem auxiliar em tal determinacao, sendo os
mais conhecidos (veja, por exemplo, Ref. [M]) o teorema
dos eixos paralelos, também conhecido como teorema
de Huygens-Steiner, e o teorema dos eixos perpendicu-
lares. O primeiro relaciona o momento de inércia de
um corpo rigido em relagao a um eixo que passe pelo
seu centro de massa com o seu momento de inércia em
relagdo a qualquer eixo paralelo a esse; o segundo é
uma relacao entre os elementos da diagonal do tensor
de inércia.

Embora o teorema dos eixos paralelos seja abordado
por todos os livros sobre mecénica classica que tratam
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do assunto relacionado a corpo rigido e que sao comu-
mente adotados em diferentes niveis do ensino supe-
rior [I-8], este ndo é o caso do teorema dos eixos per-
pendiculares. Neste caso, em tais livros, ou o assunto
néo é abordado [@], ou é apresentado, seja como um pro-
blema sugerido [B,8,8] ou ao longo do texto [0,B,B, 8],
de uma forma vélida apenas para corpos rigidos lamina-
res, isto é, corpos rigidos cujos constituintes estao dis-
tribuidos aproximadamente sobre um plano. Por outro
lado, hd muito tempo atrds, quando estivemos envol-
vidos em uma disciplina de nivel intermedidrio sobre
mecanica cldssica, demonstramos o teorema dos eixos
perpendiculares para qualquer corpo rigido e, gracas
a sua simplicidade e a sua surpreendente capacidade
em facilitar a determinacao de momentos de inércia de
corpos rigidos de interesse, temos, desde entao, apre-
sentado esta forma geral do teorema na disciplina de
nivel introdutério sobre mecanica classica. Recente-
mente, porém, descobrimos que a forma geral do te-
orema em discussao nao é uma novidade, pois, pelo
menos, aparece em uma lista de alguns teoremas rela-
tivos a momentos de inércia em um livro publicado na
década de 1930 [H]. Na década de 1980, a forma geral
deste teorema foi redescoberta por McKelvey [I].

Apesar disto, decidimos escrever o presente artigo
por diversos motivos. Primeiramente, na Ref. [@] o au-
tor apresenta alguns teoremas relacionados a momentos
de inércia, mas nao chama a atencao do leitor para o
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fato de que um deles é a forma geral do teorema dos ei-
xos perpendiculares e sequer explora as facilidades que a
utilizacao deste teorema pode trazer. Um outro motivo
é que no artigo da Ref. [[] o autor, apesar de explo-
rar alguns pontos importantes da aplicagao do teorema
em discussao, consome uma parte substancial do texto
apresentando dois exemplos complicados (um octaedro
regular e uma lente plano-convexa), o que, do nosso
ponto de vista, compromete a clareza de seu objetivo.
Ainda, por acharmos tao interessante, do ponto de vista
pratico, a generalizagao deste teorema, concluimos que
nao seria demais tird-lo do aparente esquecimento, o
que deve ser facilitado pela versao digital livre do pre-
sente meio de publicagao. E, finalmente, porque chega-
mos a uma forma particular deste teorema que o torna
ainda mais poderoso na determinagao de momentos de
inércia de corpos rigidos de revolugao.

Assim sendo, o presente artigo encontra-se organi-
zado da seguinte maneira: na Sec. B, apresentamos a
demonstracao do teorema em discussao, que, a partir
daqui, denomiraremos apenas como Teorema dos Eixos
Perpendiculares; na Sec. Bl, apresentaremos algumas
consequéncias imediatas deste teorema; na Sec. [, apre-
sentaremos os casos particulares deste teorema para
sélidos de revolugao e para sélidos do tipo cilindro ge-
ral reto e, finalmente, na Sec. B, apresentaremos alguns
exemplos com o objetivo de ressaltar os beneficios da
utilizagao deste teorema.

2. O teorema

Na Fig. O, encontra-se esquematizado um corpo rigido
genérico de volume V. Um elemento infinitesimal de
volume deste corpo rigido (dV) é localizado por um
observador em O pelo vetor posicao r e contém uma
quantidade infinitesimal de massa dada por p(r)dV,
onde p(r) representa a densidade volumétrica de massa
deste corpo rigido na posi¢do r. A massa total deste
corpo rigido (M) é, portanto, dada por

M= [ p(r)dV . (1)
/

p(r) dV

Figura 1 - Um corpo rigido genérico e o sistema de eixos ortogo-
nais entre si escolhido pelo observador em O.

Como haviamos dito logo no inicio da introducao
deste artigo, para descrevermos os possiveis movimen-
tos de um corpo rigido precisamos conhecer sua massa
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e sua outra propriedade inercial chamada de tensor de
inércia em relagao a um sistema de eixos ortogonais en-
tre si, como, por exemplo, os eixos X, Y e Z que apa-
recem na Fig. 0. Este tensor é um tensor de segunda
ordem simétrico, cujas componentes I X, (com i e j
podendo assumir os valores 1, 2 e 3) podem ser escritas
da seguinte forma (veja, por exemplo, Ref. [])

I x, = /(7“2%‘ —ziz;) p(r)dV (2)
%

onde, para escrevermos o menor numero possivel de
equacoes, trocamos temporariamente os nomes dos ei-
x0s X, Y e Z por, respectivamente, X1, Xo e X3, 7 é a
magnitude do vetor 7, §;; é a delta de Kronecker e x; é
a coordenada associada ao eixo X;. Os trés elementos
da diagonal deste tensor (j = i), dados por

o= /(r?—x?>p<r>dv7 3)

v

sao conhecidos como os momentos de inércia de um
corpo rigido em relagao a cada um dos eixos escolhi-
dos. Os demais seis elementos do tensor de inércia, co-
nhecidos como produtos de inércia de um corpo rigido
em relagdo a um sistema de eixos, sdo dados por (veja
Eq. (2))

Low, == [awpmav iz @
14

o que, devido ao fato de I x, =1 faz com que o

XX
J T
tensor em questao seja simétrico, como ja mencionado
anteriormente.
Para chegarmos a relacao que expressa o teorema
que estamos considerando neste artigo, devemos, pri-
meiramente, adicionar I, = I,  al,, =1, .,

dados pela Eq. (B), o que resulta em
Lo+ Iy = [l = @ 42 o)V (9)
v

Apés notarmos que 212 — (22 + y?) = (r? — 22) + 222
e utilizarmos, novamente, a Eq. (B) para identificarmos

I,, =1, ,,obteremos que
Lo + Ly =1, +2M(2%), (6)
onde )
@) =5 [#otrav (7
v

é o valor médio de z? ponderado pela densidade vo-
lumétrica de massa do corpo rigido. A Eq. (B), jun-
tamente com a definicao acima, expressa o Teorema
dos Eixos Perpendiculares valido para qualquer corpo
rigido (9,0
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3. Consequéncias

Partindo do principio de que a massa de um corpo
rigido (M) possa ser conhecida, o teorema dos eixos
perpendiculares, expresso pela Eq. (B), é uma relagao
que involve os trés elementos da diagonal do tensor de
inércia deste corpo rigido (I, I, e I,,) e o valor
médio de z? para a sua distribuigao de massa ((z?)), os
quais dependem da sua forma geometrica, de como sua
massa estd distribuida em seu volume e de um sistema
de eixos escolhidos. Portanto, para que este teorema
tenha alguma utilidade, é necessario conhecer trés des-
tas quantidades fisicas para se determinar uma quarta
ou evocar aproximagoes e/ou simetrias do sistema em
estudo.

Uma aproximagao, que reduz de quatro para trés
as quantidades relacionadas por este teorema, é aquela
usada quando podemos considerar um determinado
corpo rigido como tendo sua distribuicao de massa pra-
ticamente contida em um plano paralelo ao plano XY e
definido por uma coordenada zy. Neste caso, a coorde-
nada z de cada um de seus elementos infinitesimais de
volume é aproximadamente zg, o que, devido as Eqgs. (@)
e (), nos leva a concluir que (z2) ~ 2Z. Portanto, para
estes casos, o teorema expresso pela Eq. (B) assume uma
forma mais simples

Ioo+ 1, ~1,,+2Mz. (8)

Se o plano que contém, aproximadamente, um corpo
rigido laminar for o plano XY (29 = 0), a relagdo
acima é transformada na expressdo comumente conhe-
cida como o teorema dos eixos perpendiculares (veja,
por exemplo, Ref. [0]), ou seja

IXX +IYY ~ IZZ ° (9)

Devido & Eq. (@) e & discussdo apresentada no
paragrafo anterior, podemos concluir que (z2) 2 0 e,
portanto, deduzir da Eq. (B) que

[XX +IX/Y % [ZZ ? (10)

uma consequéncia interessante do teorema em dis-
cussao, valida para qualquer corpo rigido e para qual-
quer escolha de sistema de eixos, ja notada, pelo menos,
por Landau e Lifshitz [8] e por McKelvey [M].

Em certos casos, podemos reduzir o numero de
quantidades fisicas relacionadas pelo teorema dos eixos
perpendiculares utilizando simetrias do sistema consi-
derado. Se para um certo corpo rigido e um sistema
de eixos escolhido pudermos concluir que, digamos,
I..=1,,,aEq. (B) se reduzird a

1
IXX = IYY = §Izz +M<22> ’ (11)

significando que o conhecimento de, por exemplo, I,
e (2?) é suficiente para a determinagdao de todos os
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elementos da diagonal do tensor de inércia deste sis-
tema. Exemplos de corpos rigidos que podem se enqua-
drar nesta situacgao sao aqueles que tém suas massas
distribuidas uniformemente pelos seus volumes e for-
mas geométricas com simetria axial, formas de parale-
lepipedos ... Ha casos em que a simetria do sistema
¢ tal que podemos concluir que I, =1,, =1,, e,
portanto, podemos escrever a Eq. (B) como

IXX = IYY = IZZ = 2M<Z2> I (12)

onde vemos que os elementos da diagonal do tensor de
inércia de um sistema com tal simetria ficam deter-
minados pelo conhecimento de (22). Como exemplos
de sélidos para os quais, dependendo do sistema de ei-
x0s escolhido, podemos usar a equagao acima, citamos
aqueles que, além de serem caracterizados por uma den-
sidade volumétrica de massa uniforme, possuam formas
geométricas com simetria esférica, de cubos, de octae-
dros regulares [M] ...

4. Determinagao de (z?)

Nesta secdo, determinaremos a quantidade (z2), a qual
aparece na Eq. (B) que expressa o teorema dos eixos per-
pendiculares e é dada pela Eq. (@), para dois tipos de
corpos rigidos: um corpo rigido de revolucao genérico
e um cilindro geral reto. Para fazermos isto, supore-
mos, a partir daqui, que a massa de cada corpo rigido
estd distribuida uniformemente em seu volume, ou seja
p(r) = po e po é uma constante. Com isto, a Eq. ()
pode ser reescrita como M = pgV e a Eq. (1) para (2?)
fica bem mais simples

(z%) = é/% v . (13)

Figura 2 - Um corpo rigido de revolugdo genérico e a fungio
geratriz de sua superficie (g(z)) com seu intervalo de definicdo
([zmin, 2maz])-

Assim sendo, consideremos o corpo rigido de re-
volugao genérico esquematizado na Fig. B. Um corpo
rigido deste tipo é tal que a sua superficie é obtida pela
rotacao de 27w em torno de um eixo, digamos Z, de
uma curva descrita por uma fungéo g(z) definida no in-
tervalo [Zmin, Zmaz], conhecida como fungéo geratriz, o
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que torna este eixo um eixo de simetria axial para tal
corpo rigido. Um sélido deste tipo pode ser conside-
rado como uma pilha de cilindros retos infinitesimais,
cada um tendo Z como eixo de simetria axial, raio g(z)
e altura dz, como é mostrado na Fig. B. Portanto, a
contribuicao infinitesimal de cada um destes cilindros
ao volume e ao momento de inércia em relacao a Z [
deste corpo rigido sao, respectivamente,

dV = mg(2)? dz, (14)

1
dIzz = apO dVg(z)2 . (15)

Entao, para um corpo rigido de revolugao que ocupa
o intervalo [zmin, Zmaz), cuja fungdo geratriz g(z) seja
conhecida e, ainda, para o qual pg = M/V, as quanti-
dades V, (22) (veja Eq. (I3)) e I,, sdo dadas, respec-
tivamente, por

V Zmax
— = 9(2)* dz, (16)
T
5 = [ 22 (17)
V/r ’
1 M e

Zmin

Como o eixo de simetria axial da distribuicao de massa
do tipo de corpo rigido que consideramos até aqui nesta
secao foi escolhido por nés como sendo o eixo Z, a
Eq. (W) pode ser usada, juntamente com as equagoes
acima, para obtermos todos os elementos da diagonal
do tensor de inércia do sistema em questao.

O outro tipo de sélidos que gostariamos de abordar
nesta secao é aquele que é gerado quando uma figura
plana de drea A é deslocada de uma distancia h ao longo
de um eixo ortogonal ao plano que a contém e paralelo
a, digamos, Z. Um sélido deste tipo pode ser deno-
minado como cilindro geral reto [[2] e tem como caso
particular um prisma reto quando a sua base de drea A é
um poligono. Para um sélido deste tipo, o elemento in-
finitesimal de volume pode ser escrito como dV = Adz
e, por isto, seu volume é dado por V = Ah. Se este
sélido estiver entre os planos z = —h/2 e z = h/2, a
Eq. (I3) nos fornece o seguinte valor para (z2)

h/2
1
(2?%) = 7 / 22dz = ﬁh2 . (19)
—h/2

Como veremos na Sec. B, a utilizacao da equagao acima
com a Eq. () ou com a Eq. (IA) pode facilitar muito

Breitschaft e Carneiro

a determinagao dos elementos da diagonal de corpos
rigidos em forma de cilindros gerais retos. Apesar desta
categoria de sélidos ja ter sido abordada na Ref. [M],
decidimos apresenta-la aqui por acharmos uma catego-
ria importante, da qual fazem parte, por exemplo, o
cilindro circular reto e o cubo.

5. Exemplos

Nesta sec¢ao, discutiremos alguns exemplos de aplicacao
do teorema dos eixos perpendiculares. Apesar de ter-
mos apresentado, na segao anterior, as relagoes gerais
para as quantidades V', (22) e I,,, para um certo corpo
rigido de revolugcdo em termos da sua funcao geratriz
g(z) (veja Egs. (IB-IX)), ndo nos ateremos, aqui, na
determinacao de V e I, (quando necessario), pois po-
dem ser encontrados em varios outros lugares para os
sélidos que servirao como exemplos. Daremos énfase ao
calculo de (22) e & exploragao de simetrias de um corpo
rigido, mostrando como a aplicacao do teorema dos ei-
x0s perpendiculares torna a determinacgao dos demais
elementos da diagonal de seu tensor de inércia (I, , e
I, ) em uma tarefa simples. Devemos lembrar que tais
elementos podem ser calculados diretamente a partir
de suas defini¢oes (veja Eq. (B)) ou, por exemplo, in-
tegrando contribuicoes de sélidos infinitesimais para os
quais conhecamos dI,,, apds, em muitos casos, termos
feito uso do teorema dos eixos perpendiculares em sua
forma expressa pela Eq. (H) e do teorema dos eixos pa-
ralelos. Porém, sempre que possivel, o uso do teorema
dos eixos perpendiculares em sua forma geral facilita
muito tais determinagoes.

Na Fig. B, encontram-se esquematizados trés sélidos
de revolucao (cilindro circular reto, cone circular reto
e esfera) com seus respectivos pardmetros geométricos,
funcoes geratrizes e os sistemas de eixos em relagao aos
quais determinaremos I, e I,,. Para o cilindro, é
sabido que V = 7R?h e que I,, = MR?/2 [[@]. As-
sim, como g(z) = R, Zmin = —h/2 € Zmaz = h/2, da
Eq. (C2) obtemos, apds uma integragao elementar, o
mesmo resultado para (z2) que aparece na Eq. (I9) e,
portanto, a utilizacdo da Eq. () nos d4 que

1
I..=1,, = EM(:aR2 + h?). (20)

Este resultado foi obtido na Ref. [[M] a partir da
Eq. () e do fato de que o cilindro em questao é um
caso particular de um cilindro geral reto. Se R < h, a
equacao acima pode ser escrita como I, = [, =~
Mh?/12, o que corresponde ao resultado para uma
barra delgada [[I]. Por outro lado, se R > h teremos
um cilindro de altura muito pequenacom I, , =1,, ~
MR? /4, os quais, juntamente com o valor de I,, para
este cilindro, satisfazem a Eq. (B), como poderiamos
esperar.
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Figura 3 - Exemplos de corpos rigidos de revolugdo com seus respectivos parametros geométricos e fungoes geratrizes.

O préoximo exemplo é o cone, que pode ser um
bom modelo para um piao e para o qual assumire-
mos, também, ser conhecido que V = 7R?h/3 e que
I,, = 3MR?/10 [I3¥]. Como, para o presente caso,
9(z) = (R/h)z, zmin = 0 € Zmaz = h, a integral que
aparece na Eq. () é tao simples como a do exemplo
anterior e nos leva a (22) = 3h?/5. Conhecendo-se I,
e tendo chegado a este tltimo resultado, podemos, com

o auxilio da Eq. (), obter que

3 1
Lix =Ly = £ M (432 +h2> . (21)

O caso da esfera que aparece na Fig. B é mais sim-
ples ainda, pois, devido a sua simetria, podemos utilizar
o teorema dos eixos perpendiculares em sua forma ex-
pressa pela Eq. (I2). Para este caso, V = 47 R3/3, g(z)
¢ dada por 22 + g(2)? = R?, zpmin = —R € Zmae = R,
resultando da Eq. (W), ap6s uma outra integracao ele-
mentar, que (z2) = R?/5. Entdo, da Eq. (), obtemos

2
Igw=1,,=1,,= gMR2 : (22)

Como um ultimo exemplo, vamos determinar os ele-
mentos da diagonal do tensor de inércia de um cubo,
com arestas de comprimento h, em relagao a um sis-
tema de eixos com origem no centro do cubo e com
cada um destes eixos perpendicular a cada par de suas
faces opostas. Devido a simetria imposta ao sistema
pela nossa escolha do sistema de eixos, podemos utili-
zar, novamente, a Eq. (I2) com, agora, (22) dado pela
Eq. (M), pois um cubo é um caso particular de prismas.
Portanto, obtemos, imediatamente, que

1
=1,,= thZ’ : (23)

YY
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