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Resumo

A partir de motivagbes histéricas, um sistema formado por trés corpos se destaca como
objeto de estudo relevante. Considerando o caso particular de dois corpos mais massivos que
um terceiro, dispomos do formalismo de Hamilton, que através de transformagoes candnicas
convenientes, resulta na determinagao das equagbes do movimento associadas e no posterior
estudo de pontos de estabilidade, conhecidos como pontos de Lagrange.

1 Introducao

Dado um sistema de trés corpos interagindo gravitacionalmente, cuja configuracdo inicial é conhe-
cida, como o sistema evoluird com o passar do tempo? Isto é, quais serdao as posigoes e velocidades
de cada corpo em um dado instante de tempo?

Este problema ficou conhecido como Problema de trés corpos pela primeira vez em um trabalho
do francés Jean d’Alambert, em 1747, muito embora no final do século XVII Newton houvesse
tentado resolvé-lo com auxilio de aproximacgoes que levaram a resultados muito proximos do obser-
vado [4]. Com o passar do tempo, solugoes mais refinadas foram determinadas. Entre 1767 e 1772,
Euler e Lagrange encontraram solu¢oes para casos particulares em que as massas eram conserva-
das. Em 1836, Jacobi determinou uma constante de movimento para uma aproximagao circular e
em 1878, Hill mostrou como usar a integral de Jacobi para determinar a estabilidade dessa versao
do problema. No mesmo ano, o rei da Suécia, Oscar II, ofereceu um prémio a quem fosse capaz
de resolver o problema de trés corpos aplicado a estabilidade do sistema solar. Em um primeiro
momento, Henri Poincaré foi o vencedor, apresentando também solugoes para o caso particular,
em que uma das massas é muito pequena. Entretanto, subsequentemente Poincaré encontrou erros
no trabalho vencedor o que acarretou na retirada de circulagao desses resultados e na posterior
publicagao de um extenso trabalho sobre o problema. Neste, estavam provas da nao-integrabilidade
do problema e descobertas sobre orbitas cadticas.

Ap6s Poincaré, outros trabalhos provaram de forma mais rigorosa a ndo-integrabilidade e o pro-
blema de trés corpos continuou sendo estudado do ponto de vista analitico levando a uma posterior



abordagem numérica. Contudo, diante da impossibilidade da obtengao de uma solucao exata, os
chamados problemas de trés corpos restritos (RTBP) foram bastante explorados devido a aplica-
bilidade em sistemas de interesse da Astronomia. A restri¢do estd no fato de uma das massas ser
pequena diante das duas outras. O sistema Sol-Terra-lua é um 6timo exemplo, uma vez que a
relag@o entre as massas do sistema é aproximadamente 300000:1:0,01. O mesmo vale para o sistema
Terra-lua-satélite ou mesmo Sol-Terra-sonda.

2 Metodologia

Como apresentado anteriormente, vamos derivar as equagoes do movimento e os pontos de Lagrange
usando uma abordagem hamiltoniana. Por simplicidade, usaremos unidades normalizadas de forma
que a constante gravitacional seja G = 1, as massas dos corpos de maior massa, conhecidos como
primarios sejam p e 1 — p e e o periodo orbital 27. Chamaremos de R a distancia entre as
primdrias, p o semi-latus rectum! da érbita, e a excentricidade e v a anomalia verdadeira (fig. 1),
que é fundamental para a determinacao de um objeto em sua Orbita.

Y

Figura 1: Representacao esquemadtica das 6rbitas de dois corpos interagentes.

Os corpos primarios constituem um problema de dois corpos, cuja solugao estabelece uma relagao
entre R e v,

p
R=——. 1
1+ ecosv ()

Com v satisfazendo a equagao,

2
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1O semi-latus rectum é a distancia entre a reta diretriz da seccio cénica e o foco.



Usaremos coordenadas esféricas para descrever o terceiro corpo, num referencial que gira junto
com os primadrios, com origem no centro de massa. Os angulos ¢ e 6 sao, respectivamente, o polar
e o azimutal. As distdncias em relagdo aos primérios sdo obtidas geometricamente e dadas por,

r? = r? 4+ u?R? — 2urRsendcost (3)
rs = 12+ (1 —p)?R?+2(1 — p)rRsencpcost . (4)

Temos entao a seguinte lagrangiana,

1 . . 1—
L= =(% 4+ r2¢? + r2seno(i + 0)2) + £ 4 2 (5)
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A omissao da massa do corpo nao altera as equagoes do movimento. O termo © aparece por
causa da rotacao do referencial de tal forma que os momentos conjugados sao:

br = T . (6)
ps = 170 (7)
py = risen®¢p(v + 9) (8)

E portanto obtemos a hamiltoniana abaixo:

1 2

Note que R e © dependem se t de forma complicada, dificultando a solugdo das equagoes de

Hamilton. E possivel, porém, encontrar equagoes relacionando as coordenadas e a anomalia ver-

dadeira, abrindo mao de solucoes em funcao do tempo. Para isso, empregaremos transformacoes

candnicas conhecidas como transformacdes de Nechvile 2. Comecamos com uma transformacao para
um referencial pulsante tal que # = 5. Considere a seguinte fungao geratriz,

2
Py : pool—p

—ipp— 9

r2sen2¢) VP ro r1 9)

. ro. R
Wig,p,t) = pr + 0Py + ﬁrQ , (10)

onde ¢ e p sdo as coordenadas transformadas. As equagoes obtidas sdo:

P= (11)
¢ = ¢ (12)
i = o (13)
b= TR (14)
Pe = Do (15)
Po = Do (16)

2apesar da transformacdo ser associada ao nome de Nechvile, devido a seus trabalhos 1917, o mesmo raciocinio
fora empregado por Scheibner em 1866.



Pela independéncia linear das coordenadas, a nova hamiltoniana K passa a ser,

K=H+ % (17)

A dependéncia de W em t estd contida em R e R. Pela regra da cadeia obtemos,

<2
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K t) = —_—) - - =(= , 18

(@:5,1) = 575 (5" + =5 +f23€n2¢) o Ay (18)

onde 7; = . A segunda parte da transformacio consiste em trocar ¢ por v. Considere uma

transformagao do tipo:
1
G(qapa V) = ;K(Qapv t) (19)

Pelas equagoes de Hamilton,

d _dgdt i _10H _9G o)

dv dtdv ©v ©vodp Op’
assumindo que © nao depende de p, como é o caso que nos interessa. De forma analoga,
obtemos todas as equagdes de Hamilton com v no lugar de ¢. Aplicaremos essa transformagao ao

nosso problema, seguida de uma transformagao de escala nos momentos, com um fator % (péo

semi-latus rectum), resultando em (eq. 2):

R? 1. Pl D, R, nwo l—up
G /’ /, ="K A,At _ 2 /2 [ %) N A Il 21
(q p V) p (q 'z ) 2(7' +p'r‘ + T/2 + T 8€n2¢/) Po p( 9 + T/Q + Tll ) ( )

A dependéncia em v estd contida em R. No caso circular, em que R é constante, nao h&
dependéncia explicita em v, logo G é uma constante do movimento (usando a propriedade % = %—f;
note que = 0 implica (fg = 0). De fato, G é a metade da integral de Jacobi, a tinica quantidade
conbervada conhecida no problema restrito circular - energia e momento nao sao conservados.

Finalmente, podemos derivar as equagdes do movimento:

dr’
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3 Aplicacgao

Sob essa solugao restrita para o sistema de 3 corpos é possivel obter pontos de estabilidade gravita-
cional, onde corpos usufruem de uma regiao sem perturbagoes, garantindo a constancia nas posigoes
(no referencial pulsante). No caso de uma orbita eliptica de com 3 corpos como no problema de
Lagrange, obtém-se 5 pontos com essa caracteristica.

Considerando o repouso associado, os pontos de Lagrange sao obtidos simplesmente zerando o
lado esquerdo das equagtes 22 a 27, implicando nos seguintes resultados:

, T

_ 28

¢ =3 (25)

pp = pPp=0 (29)

vy = 1’ (30)
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O = T‘l(l — 7'/13 — ,],.573) + /,L( — ‘LL)COSQI(,r‘ii3 — 7*‘/273) (31)
1

0 = p(l—pr'send (5 — —3) (32)
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Como as equagoes nao dependem da anomalia verdadeira, os pontos sdo fixos no referencial
pulsante, portanto nao sao fixos, em geral, no referencial nao pulsante. Com unica exce¢do no
problema restrito circular, onde e = 0. Nesse caso, R é fixo e v é linear em ¢, de forma que as
transformacoes de Nechvile nao sao necessarias. Verificamos entao, que os trés pontos colineares,
L1, Ly e L3, correspondem as solugdes com 6’ =0 ou 0’ = .

l—p 1 11
0 = v —r'(—+ 7)) —p) (=3 — =3) (33)
7“1 T Tl 7“2
o= | Ful (34)
ry = |’ £(1—p) (35)

A equagao 33 equivale a uma equacao de 5° grau, que nao tem solugdo numa forma fechada.
Pode-se mostrar que hd exatamente trés solugdes admissiveis (Figura 2). Para o caso p << 1,

obtém-se as seguintes aproximacoes:
I 1/3]
1= (%) 70
(-6

QEONK
= ([ ()] 0)

Para encontrar os pontos equilaterais, L4 e Ly, note que as equacoes 31 e 32 sao satisfeitas se
r} =rh =1 - ou seja, esses pontos formam dois tridngulos equildteros com os primérios. Pelas egs.
3,4 e 30:

Ly

L,




1
r'costdf = p— 3 (36)
r'senf = =+ % (37)
1 3
Ph (1 — 5)2 T (38)

voltando para coordenadas cartesianas resultam nos pontos:

= (3] )
= (3] -%)

Sistemas conhecidos de trés corpos envolvem os primarios Sol-Terra e Terra-Lua, onde os pontos
de Lagrange sao utilizados para a manutencao de satélites/telescopios.

Figura 2: Imagem ilustrativa do pontos de Lagrange com o Sol e a Terra como primarios. As
distancias nao estao em escala.

O ponto Ly é utilizado pelo telescépio SOHO [1], para observagdes solares, no ponto Lo serd
instalado o telescépio James Webb [2] e os demais pontos estao sob estudo, j& que Jupiter poderia
ter influéncia relevante sobre estes resultando em um sistema de mais de 3 corpos.



4 Conclusao

Como foi verificado, as limitagoes do modelo sao reais, porém dentro das propostas apresentadas,
a determinacao dos pontos de Lagrange foi concreta para o nosso caso de interesse, satisfazendo os
objetivos imediatos do projeto e ainda que diante de restrigoes, ao pensarmos em termos de apli-
cabilidade podemos obter resultados relevantes, possibilitando a otimizagao da obtencao de dados
a partir do estudo desses pontos convenientes.

Por mais que as construcoes sejam semelhantes, a dependéncia temporal da distancia entre as
primarias, que generaliza o caso para érbitas elipticas, desencadeia complicagoes do ponto de vista
matematico, resultando na nao conservacao da Hamiltoniana e portanto o problema se torna nao in-
tegravel. Entretanto, para alguns casos de interesse como o sistema Sol-Terra-Lua, a excentricidade
assume valores muito pequenos®, o que permite a utilizacdo de teorias de perturbacdes, linearizando
as equagoes do movimento e portanto tornando-as integraveis.
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3No momento atual, a excentricidade da érbita terrestre é e = 0.0167.


https://sohowww.nascom.nasa.gov/
https://www.jwst.nasa.gov/

	Introdução
	Metodologia
	Aplicação
	Conclusão

