UNIVERSIDADE DE SAO PAULO - INSTITUTO DE FiSicA

Exercicio Oito

5 de dezembro de 2017

1 Exercicio

Um péndulo esférico é formado por uma pequena massa m presa a extremidade de uma corda
ideal de comprimento [ que esta fixa na outra extremidade, de tal maneira que o movimento dessa
particula acontece numa superficie esférica.

(a) Escreva a lagrangiana do péndulo
(b) Obtenha as equagoes de Euler-Lagrange.

(¢) Determine com qual velocidade angular ¢(6y) a particula se movera em um circulo em torno
do eixo Z, com a corda fazendo um angulo 6, constante na vertical.

(d) Para o caso em que a amplitude de oscilagao em torno de 6 é pequena, obtenha a frequéncia
de pequenas oscilagoes.

(e) Mostre que

[0(60)> _ 1
wgeq. oscil. 1+3 COSQ(90>

Sugestoes: Resolva o problema em coordenadas esféricas. Obtenha a frequéncia de pequenas
oscilagoes a partir do potencial efetivo.

2 Resposta

(a): Vamos escrever a lagrangiana desse sistema. Note que como o sistema pede coordenadas
esféricas basta que nés notemos que

T = %(z?é? + 2sin?(0)6?) (1)

Que ¢ a energia cinética em coordenadas esféricas quando r = [. Note que utilizamos que sin(m —
0) = sin(f). Para obter essa energia cinética basta escrever as transformagoes de coordenadas
cartesianas para coordenadas esféricas colocando r = [ e entao derivar e quadrar os resultados. A
soma serd o termo entre parenteses acima. Da mesma forma, podemos entao escrever

U = —mgl cos(m — 0) = mgl cos(6) (2)



e entao a lagrangiana seréa

l292 12 5in2(6 12
L= m2 + = blg (6)0" _ mgl cos(6) (3)

(b): Escrevendo as equagoes de Euler-Lagrange nos teremos que

2.1 Equacao para 0

g—g = mgl sin(0) + mi? sin(f) cos()H> (4)
a—ﬁ. =ml*) = 4 (%> = mi*0 (5)
00 dt \ 00
entao
mi?0 = mgl sin(h) + mi?sin() cos(6)¢? (6)
b — L sin(6) — ¢*sin(0) cos(d) = 0 (7)

l

2.2 Equacao para ¢

Note que a lagrangiana nao depende de ¢ de modo que teremos que

oL .
— = ml®sin®(0 8
¥ (0)¢ (8)
e entao a equagao é simplesmente
4 (ml2 sm2(9)¢5) ~0 9)
dt

(c): Seja ent@o o angulo 0 fixo. Entao teremos da equagao do movimento para 6 que

sin(fp) cos(fp)p* = —% sin(6y) (10)
donde

$(00)? = —F—— (11)

~ lcos(m — 6y)

(d): Consideremos, como a sugestao do exercicio nos recomendou, que temos a energia total do
sistema

202
Eorsu- "0

—i—Uef (12)



Onde nos definimos o potencial efetivo como sendo

mi? sin®(0)¢?
2
Note que da equacao anterior para ¢ noés temos que

Uey := + mgl cos(0) (13)

A2

U — 14
¢ (ml2)2 sin*(6) (14)
Onde A é uma constante. Nesse caso o potencial efetivo vai ficar
A2
U= —7F—5— [ 0 15
I omiz sin?(6) +mgl cos(6) (15)
Portanto
— A2 cos()
'(0) = — mgl sin(6 16
ef( ) ml2 Slng(g) mg Sln( ) ( )
E, calculando a segunda derivada nos teremos que
A% 1+ 2cos(h)
"(0) = — mygl 0 17
506) = (i ) — matcos() (17
De modo que nos teremos (fazendo w? = UY;/ml?)
A% (14 2cos(by) g
2 _ _Z 0 18
wpeq. osc. m2l4 ( sin4(90) ) I COS( 0) ( )

(e): Por fim vamos verificar a identidade que o exercicio pede. Para isso vamos utilizar que, quando
0 = 6, teremos a relacao

A% = (mi?sin®(6,))2¢* (19)
E entao teremos
wgeq. ose. = éz(l + 2cos?(6y)) — %COS(GO) — (20)
2 —l cos(0
—“Pe;é 2 = (1+ 2cos*(6)) — %COS(QO) : (—“;S( 0)) (21)
Portanto nos conseguimos que
w2
T~ (14 Beos’() )

Que corresponde ao que o exercicio pede para que seja demonstrado.
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