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1 Exercicio

O movimento sem atrito de uma argola de massa m esta restrito ao aro de raio R. O aro gira com
velocidade angular w em torno de um eixo vertical que coincide com um didmetro, como mostra a

figura.

Calcule a forga centrifuga.

)
b) Calcule a forga de Coriolis.
(c) Escreva a lagrangiana L do sistema.
(d) Mostre que a grandeza
9’% —L

é uma constante do movimento e identifique essa constante.
(e) Obtenha a equagao do movimento da argola e identifique as forgas inerciais nessa equagao.

(f) Determine as posigoes de equilibrio da argola para os casos em que w < y/g/R e w > +/g/R.



(g) Identifique os pontos de equilibrio estavel e calcule a frequéncia de pequenas oscilagoes em
torno desses pontos.

Sugestao: Considere a aproximagao para pequenos angulos, ou seja, substitua 8 = 6y + « na
equacgao do movimento, onde 6y é um ponto de equilibrio estavel e a é uma pequena perturbagao
desse equilibrio o << 1. Considere entao apenas termos de primeira ordem.

2 Resposta

(a): Vamos determinar a for¢a dentrifuga associada. Usando que podemos mapear a posigao da
argola utilizando coordenadas esféricas entao nos teremos que

Foe = —md x & x 7 (1)

Onde no6s vamos utilizar que
& x 7= —Rwsin(0)d x # = Rwsin(0)$ (2)
& x & x 7= Rw?sin(0)[cos(0)7 x ¢ — sin(0)d x ¢] = Rw*sin(f)[— cos(0)f — sin(0)7]  (3)

logo

Fze = mRw? sin(0)[sin(0)7 + cos(0)6] (4)

é a forga centrifuga do problema.

(b): A velocidade da argola com relagao ao referencial que gira sera simplesmente a velocidade

Tosy = (7,70, 7sin(h)@) = (0, R, 0) (5)

Entao nos teremos que a forca de Coriolis sera

& x ¥ = Rw cos(0)7 x § = Rwh cos(0)@ (6)

Portanto

Fr = —2mwRA cos(0)$ (7)

(c): Vamos tentar escrever agora a lagrangiana desse sistema. Vamos utilizar o resultado que
obtivemos no exercicio 3 onde a energia cinética de um sistema que gira da mesma forma que o
desse problema em coordenadas esféricas é dada por

T = %(fz + 1207 + r25% sin?(0) 4 r?w? sin?(A) + 2r?pw sin?(6)) (8)
Se usarmos agora que 17 = ¢ = 0 e que r = R nés vamos ficar com

T= %(R292 + R2w?sin®(0)) 9)
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Agora, a energia potencial associada a particula massiva (argola) é

U =mgz = mgR cos(f) (10)

Nesse caso teremos a lagrangiana do sistema como

L= %(RQQQ + R*w?sin?(0)) — mgR cos(f) (11)
(d): Veja que
oL 5 o . :
20 = mR“w* sin(#) cos(#) + mgR sin(6) (12)
9L _ R% (13)
06
Entao
%L _ R (14)
06
Se escrevermos que
oL :
o " (15)
Entao noés teremos que
0L pj
oL _ 16
f 90  mR? (16)
Entao
2 2 2 i 2
D mRw?sin”(0)
L= 5 22 + 5 mgR cos(0) (17)
Entao noés teremos que
0L 7 mR2w?sin?(0)
oL . _ _ 1
980 L 5 2 + mgR cos(6) 5 (18)

Perceba que essa é a energia do sistema somada a um outro termo. A primeira parte é a energia
cinética e potencial da particula. Essa é uma constante do movimento porque o sistema é um
sistema associado somente a forgas conservativas. Agora, note que w = ¢ onde ¢ = wt é o
movimento que a argola faz, com relagdo a coordenadas esféricas. Se escrevermos esse termo na
lagrangiana nos conseguimos derivadar a lagrangiana e obter uma equacao do movimento com
relacao a variavel ¢ que seréa

% (g—‘;) = %(mRQ sin?(0)¢) = 0 (19)



Isso implica que a quantidade mR?sin?(f)w é uma constante do movimento e portanto o segundo
termo que nao esta relacionado com a energia do sistema também é uma constante. Logo todo
aquele termo é uma constante. Podemos também utilizar as equacoes de Euler-Lagrange.

mR*0 — mR*w?sin(0) cos(f) — mgRsin(h) = 0 (20)
Vamos usar isso de modo que, calculando a derivada da expressao anterior nés vamos ter que
d [/.0L 240 . ) 2 2 )
T 95 — L) =mR00 —mgRsin(0)§ — mR“wsin(#) cos(0)d (21)
Entao
d /.00 . . ) s _
T 9£ — L) =0 |mR*0 — mR°w”sin(0) cos(#) — mgRsin(d)| =0 (22)

-~

Logo noés concluimos que a quantidade requerida é de fato uma constante do movimento.

(e): A equacdo do movimento da argola sera

0 — w?sin(0) cos(6) — %sin(@) =0 (23)

Onde o termo do meio é o termo de forga centrifuga. Note que como a particula esta sujeita ao
vinculo do aro ela nao pode se mover nas direcoes nao permitidas, isso faz com que a tnica forga
que se adeque na equagao do movimento seja a parte centrifuga na dire¢ao 6 que é permitida pelo
vinculo.

(f): Vamos agora analisar essa equa¢do do movimento. Queremos obter as posi¢oes de equilibrio
da argola, e obtemos o equilibrio se fizermos 6 = 0. Nesse caso nos teremos que

2 : 9 g .
0 = w*cos(#) sin() + 7 sin(f) <= cos(f) = ~ Pz O sin(f) =0 (24)

Portanto temos que

6, =0oum (25)

- -9
0, =cos ' | =% 26
e (%) (26)
sao dois pontos de equilibrio possiveis. Note que se w? < g/R entao nés teremos que

. - B
—wr> =2 = 1> ==
Y 7R Reo?

e podemos ter o caso de ser menor ou igual quando w? > g/R.



(g): Agora, vamos seguir a sugestao dada e escrever § = 6y + . Vamos entao ter que 0=cdce

& = w?sin(fy + a) cos(fy + a) + % sin(6p + «) (27)
sin(y + a) = sin(fy) cos(a) + sin(ar) cos(fy) = sin(y) + a cos(6y) (28)
cos(0y + a) = cos(a) cos(fy) — sin(a) sin(fy) = cos(fy) — asin(bp) (29)

sin(fo+a) cos(fp+a) = (sin(fy)+a cos(by))(cos(by)—asin(fy)) = sin(fy) cos(by)—a sin®(0y)+a cos?(Ay)

& = w?sin(fy) cos(fy) + w?a cos(26y) + %Sin(Go) + %a cos(fo) (30)
& = w? [Sin(Go) cos(fp) + acos?(fy) — asin®(6y) + % sin(fy) + % 005(90)] (31)

agora inserimos um termo o apenas para modificar a aparéncia do nosso resultado, note que esse
termo nao vai contribuir diretamente porque estamos considerando o << 1.

= w? [sin(@o) cos(6p) + acos?(fy) — asin®(6y) + % sin(fy) + % cos(6p) — a* cos(f) sin(&o)]

i = w? [sin(@o) (cos(é’o) — asin(by) + %) + accos(6yp) (cos(ﬁo) — acsin(by) + %)}

logo teremos

& = w? <cos(80) — asin(fp) + %) (sin(fy) + cvcos(bp)) (32)

Agora vamos notar que se fizermos o ponto de equilibrio 6, ser igual ao ponto 6; (desculpe essa
confus@o pequena em notagao, aqui nessa ultima equagao temos 6, um ponto de equilibrio geral),
teremos que

= w? (R__cig — asin(f;) + %) (sin(6;) + a cos(0y)) ~ —aw?*sin*(6,) (33)
Temos entao a equagao diferencial
& = —w?sin®(01)a = Wi, o0 (34)

Onde noés temos que a frequéncia dessa pequena oscilagao sera

92
Wfreak = W 1-— R2w4 (35)

Note entao que se w? < g/R nos teremos que ha equilibrio instavel e que se w? > g/R temos
equilibrio estavel, para esse valor de ;.
Se tivermos que 0y = #; entao nods teremos que em 0

2

& = aw? <1 + %) (36)
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e teremos equilibrio estavel, mesmo quando w? < g/R. Se tivermos 7 entao o equilibrio ¢ instavel
se w? > g/R e estéavel do contrario.

& = —aw? (—1 + %) (37)
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