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1 Exercicio

(a) Escreva as equagoes de Euler-Lagrange, em coordenadas esféricas, para o movimento de uma
particula de massa m, submetida a uma forca de componentes F;., Fy, F,,.

(b) Escreva as equagoes de Euler-Lagrange para a mesma particula de massa m, em um sistema
de coordenadas esféricas, que gira com velocidade angular w em torno do eixo Z(cartesiano).

(c) Identifique a forca centrifuga e a forga de Coriolis generalizadas, Q,, QQp € @y, por meio
das quais as equagoes de movimento, no sistema em rotacao, adquirem a forma idéntica as
obtidas no sistema fixo.

(d) Calcule e mostre que concordam com as obtidas no estudo de referenciais em rotacao.

2 Resposta
(a): Primeiro, notamos que a transformacao para coordenadas esféricas é definida através de

x = rsin(f) cos(¢p)
y = rsin(f) sin(¢) (1)

z = rcos(f)

De modo que noés teremos a seguinte situagao, vamos calcular a energia cinética em coordenadas
esféricas, para isso basta fazer as derivadas

i = 7sin(f) cos(¢) + 1 cos(6) cos(¢) — r¢sin(f) sin(e) (2)
3 = rsin(0) sin(¢) + 0 cos(0) sin(¢) + rsin(f) cos(¢) (3)
4 = 7 cos(f) — rfsin(f) (4)

Se colocarmos cada uma dessas expressoes ao quadrado nos vamos ter que

i? = 72 sin?(6) cos®(¢) + 1262 cos®(0) cos?(¢) + r2¢? sin?(h) sin’(¢)
+ri0sin(20) cos?(¢) — r20¢ sin(26) sin(p) cos(@) — ridsin?(6) sin(26)
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3y = 2 sin?(0) sin®(¢) + 262 cos? () sin’(¢) + r2¢? sin?(6) cos?(¢)
+770 sin(26) sin?(¢) + 20¢ sin(26) sin(¢) cos(¢) + rr-¢ sin’() sin(2¢)

e em z nods vamos ter

22 = 72 cos?(0) — rifsin(26) + 126 sin?(6) (5)

Se agora somarmos tudo isso teremos

i? + 9% 4 2% = #%sin%(0) cos?(¢) + r26? cos?(¢) + r2¢? sin?(#)sin’ (o)
+r70 sin(20) cos?(¢) — r20¢ si i cos(¢) —W
+725in%(0) sin’(¢) + 262 sin?(¢) + r2¢? sin?(A)cos? ()

+r70sin(20) sin?(¢) + r20¢ si i cos(¢) +W

+72 cos? () — 6 sin(20) + r20?

e agora vamos usar que cos’ +sin? = 1 constantemente. Tentei utilizar cores onde aplicamos essa
propriedade trigonometrica apenas para que ficasse mais imples acompanhar as contas.

i% 4 % 4 22 =72 4+ 120 + r2¢% sin?(0) + 70 sin(20)cos®(¢) + ri sin(20)sin?(¢) — 0 sin(26)

24?4 32 = 4207 4 2P sin®(#) —{—M—W
logo, concluimos que a energia cinética sera
T—2<T +T292+T¢sm()> (6)

Agora vamos notar que a energia potencial deve ser F' = —VgU onde Vg esta escrita em coorde-
nadas esféricas. Nos teremos entao que temos a seguinte lagrangiana em coordenadas polares

£—2<7‘ +r202+7‘¢sm()>—U (7)

Onde consideramos que o potencial é invariante sob transformagoes do grupo SO(3).

(b): Vamos considerar agora que a particula de massa m estd em um sistema de coordenadas
esféricas que gira com velocidade w em torno de Z. Vamos rodar todas as coordenadas x, vy, z por
um angulo wt onde w ¢é a velocidade angular e t o tempo. Rotagoes tridimensionais em relacao ao
eixo 2 sao transformagdes de coordenada pertencentes ao grupo de rotagdes SO(3). O elemento
desse grupo que deixa as coordenadas z cartesianas invariantes ¢ a matriz 3 x 3 definida por

cos(wt) —sin(wt) 0
R, (wt) = singwt) coséwt) (1) (8)



Entao nés teremos que as coordenadas da massa m devem ser, agora,

x rsin(6) cos(¢) rsin(6) cos(¢) cos(wt) — rsin(f) sin(¢) sin(wt)
y: = R, (wt) [ rsin(0) ?;r;(qb) = | rsin(@) cos(¢) sin(wt) +<;§in(0) sin(¢) cos(wt) 9)

Portanto nos teremos que calcular a energia cinética a partir desses valores novos de transformacao
de coordenadas.

Se fizermos as derivadas de cada um dos valores z’,1, 2/ acima que serdao representados pelos
simbolos &g, etc. Entdo teremos que os primeiros vao possuir oito termos (e quando colocarmos
ao quadrado teremos 64 termos portanto vamos utilizar o Mathematica para simplificar os termos
de todas as coordenadas quadradas somadas). Teremos que

tg = 7sin(f) cos(¢) cos(wt) + Té.COS((g) cos(¢) cos(wt) — r¢sin(f) sin(p) cos(wt) — rw sin(f) cos(p) sin(wt)
—7sin(f) sin(p) sin(wt) — 76 cos(#) sin(y) sin(wt) — r¢ sin(f) cos(p) sin(wt) — rw sin(f) sin(p) cos(wt)

ys: = 7 sin(0) cos(p) sin(wt) + ré:’ cos(0) cos(ip) sin(wt) — r¢sin(f) sin(p) sin(wt) + rw sin(0) cos(p) cos(wt)
+7sin(6) sin(p) cos(wt) + 76 cos(#) sin(yp) cos(wt) + r¢ sin(f) cos(p) cos(wt) — rw sin(f) sin(yp) sin(wt)

tg = 7 cos(f) — rfsin() (10)

No programa abaixo definimos a, b, ¢, d, etc como os valores que aparecem acima e em seguida nos
expandimos usando a fun¢ao EXPAND.

Vamos entao fazer isso (colocar os valores das questoes anteriores ao quadrado e somar) com
apoio do Mathematica. Segue abaixo o programa escrito. Note que os comentérios foram feitos
de modo que devem ser apagados no caso de serem re-colocados no programa Mathematica. Note
também que noés definimos cada um dos oito valores que foram utilizados no multinémio. Também
utilizamos que § =T, p =P, 7 =dr, w = O, 6 = dT, etc. Note que x2 e y2 querem dizer i%,, etc.

dr*Sin[T]*Cos [P]*Cos [0*t]

)
]

b = r*dT*Cos [T]*Cos [P]*Cos [0*t]
¢ = -r*dP*Sin[T]*Sin[P]*Cos [0*t]
d = -r*0*Sin[T]*Cos[P]*Sin[0*t]
e = -dr*Sin[T]*Sin[P]*Sin[0*t]

f = -r*xdT*Cos[T]*Sin[P]*Sin[0*t]

g = -r*dP*Sin[T]*Cos [P]*Sin [0*t]



h = -r*0*Sin[T]*Sin[P]*Cos[0*t]
In[42]:= x2 = Expand[(a + b+ c +d +e + f + g + h)"2]

/*saida que corresponde ao valor de x2 = %/

Out[42]= dP"2 r~2 cos~2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+dP~2 r~2 sin~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)+2
dP~2 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 dP dr r cos~2(P) sin~2(T) sin(0
t) cos(0 t)-2 dP dr r sin(P) cos(P) sin~2(T) cos~2(0 t)+2 dP dr r sin(P) cos(P)
sin~2(T) sin~2(0 t)+2 dP dr r sin~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 4P dT r~2
cos~2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 dP dT r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T)
cos”2(0 t)+2 dP dT r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T) sin~2(0 t)+2 dP dT r~2 sin~2(P)
sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dP 0 r~2 cos~2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+2 dP 0 r~2
sin~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)+4 dP 0 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0
t)+dr~2 sin~2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+dr~2 cos~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-2 dr~2
sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dr dT r cos~2(P) sin(T) cos(T) cos~2(0
t)+2 dr dT r sin~2(P) sin(T) cos(T) sin~2(0 t)-4 dr dT r sin(P) cos(P) sin(T)
cos(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 dr 0 r cos~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 dr O r
sin(P) cos(P) sin~2(T) cos~2(0 t)+2 dr 0 r sin(P) cos(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+2 dr O
r sin~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+dT"2 r~2 cos~2(P) cos~2(T) cos~2(0 t)+dT"2
r~2 sin~2(P) cos~2(T) sin~2(0 t)-2 dT~2 r~2 sin(P) cos(P) cos~2(T) sin(0 t) cos(0
t)-2 dT 0 r~2 cos”™2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)-2 AT 0 r~2 sin(P) cos(P)
sin(T) cos(T) cos~2(0 t)+2 4T 0 r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T) sin~2(0 t)+2 dT O
r~2 sin~2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+0°2 r~2 cos~2(P) sin~2(T) sin~2(0
t)+072 r~2 sin~2(P) sin~2(T) co0s~2(0 t)+2 072 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t)
cos(0 t)

A1 = dr*Sin[T]*Cos[P]*Sin[0*t]

Bl = r*dT*Cos [T]*Cos [P]*Sin[0*t]
Cl = -r*dP*Sin[T]*Sin[P]*Sin[0*t]
D1 = r*0*3in[T]*Cos [P]*Cos [0*t]
El = dr*Sin[T]*Sin[P]*Cos[0*t]

F1 = r*xdT*Cos[T]*Sin[P]*Cos [0*t]
Gl = r*dP*Sin[T]*Cos[P]*Cos [0*t]
H1 = -r*0*Sin[T]*Sin[P]*Sin[0*t]

/*saida que corresponde ao valor de y2x*/
In[51]:= y2 = Expand[(A1l + B1 + C1 + D1 + E1 + F1 + G1 + H1)"2]

Out [51]= dP~2 r~2 sin~2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+dP~2 r~2 cos~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-2
dP~2 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dP dr r cos~2(P) sin~2(T) sin(0
t) cos(0 t)+2 dP dr r sin(P) cos(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-2 dP dr r sin(P) cos(P)
sin~2(T) sin~2(0 t)-2 dP dr r sin~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 4P dT r~2
cos™2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dP 4T r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T)



cos~2(0 t)-2 dP dT r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T) sin~2(0 t)-2 dP 4T r~2 sin~2(P)
sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dP 0 r~2 sin~2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+2 dP 0 r~2
cos~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-4 dP 0 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0
t)+dr~2 cos”2(P) sin~2(T) sin~2(0 t)+dr~2 sin~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)+2 dr~2
sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dr dT r cos~2(P) sin(T) cos(T) sin~2(0
t)+2 dr dT r sin~2(P) sin(T) cos(T) cos~2(0 t)+4 dr dT r sin(P) cos(P) sin(T)
cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dr 0 r cos~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dr O r
sin(P) cos(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-2 dr 0 r sin(P) cos(P) sin~2(T) sin~2(0 t)-2 dr O
r sin~2(P) sin~2(T) sin(0 t) cos(0 t)+dT"2 r~2 cos~2(P) cos~2(T) sin~2(0 t)+dT~2
r~2 sin~2(P) cos~2(T) cos~2(0 t)+2 dT"2 r~2 sin(P) cos(P) cos~2(T) sin(0 t) cos(0
t)+2 dT 0 r~2 cos~2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+2 dT 0 r~2 sin(P) cos(P)
sin(T) cos(T) cos~2(0 t)-2 dT 0 r~2 sin(P) cos(P) sin(T) cos(T) sin~2(0 t)-2 dT O
r~2 sin~2(P) sin(T) cos(T) sin(0 t) cos(0 t)+0°2 r~2 sin~2(P) sin~2(T) sin~2(0
t)+0"2 r~2 cos~2(P) sin~2(T) cos~2(0 t)-2 072 r~2 sin(P) cos(P) sin~2(T) sin(0 t)
cos(0 t)

In[52]:

Simplify[x2 + y2]

Out [62]= sin~2(T) (xr~2 (dP+0)~2+dr~2)+dr dT r sin(2 T)+dT"2 r~2 cos~2(T)

Onde nos temos claramente que a saida do programa foi

@2, + g2 = sin?(0) (r2(¢ + w)? + 72) + 70r sin(20) + 6%r2 cos?(0) (11)

Melhorando essa equagao nés obtemos que

2, 4+ 1% = 2sin?(0) 4+ r2¢? sin?(0) + r2%w? sin?(0) + 2r2¢w sin?(0) 4 62r2cos?(0) 4 2rif sin(0) cos(6)
(12)
%, = i2cos®(0) + r26%sin” () —2rv0 sin(6) cos(h) (13)

se notarmos que na soma de todas as coordenadas as partes em vermelho vao se juntar opr causa
da equagao fundamental da trigonometria e as partes em azul vao se cancelar, entao nos teremos
que

0% g%+ 25 = 74 202 + 2% sin?(0) + r2w? sin®(0) + 2r2pw sin?() (14)
Como nos temos que a energia potencial é considerada invariante entao valera que (£’ é a lagran-

giana no referencial que roda).

L= 22 4126 122 sin?(9) + 1w sin(6) + 20w sin?(6)) — U (15)

Note que a primeira parte é exatamente a energia cinética 1" antes de ocorrer a rotagao. Desse
modo noés teremos que

L' =L+ %rzwz sin?(0) + mri¢wsin®(0) =: L — U (16)

Note que para L valem as equagoes de lagrange.



(c): Agora vamos identificar as forgas centrifuga e de Coriolis generalizadas. Nos vamos ter que as
equagoes de lagrange para £’ vao ser tais que, como L satisfaz as equagoes de lagrange, sejam ¢
as k-ésimas coordenadas generalizadas, entao noés teremos que

oL d (0L 0L A (OLN ou  d foUN _ an
Oq. At \9g ) 0qr At \9q ) Oq At \dgr)
~

Onde nos teremos que () sao as forcas generalizadas. Podemos calcular nesse exemplo os valores
de ) pois temos que

U= —%TQwQ sin?(#) — mr?pw sin®(0) (18)

Entao teremos as seguintes forcas generalizadas

2.1 Forca generalizada para a coordenada r

(Z_L{ = —mrw? sin®(0) — 2mrgw sin? () (19)
-
ou
—~ =0 20
or (20)
Entao noés concluimos que
Q, = mrw?sin?(0) 4+ 2mrdw sin®(0) (21)

Utilizando termos de transformacao de coordenadas (que surgem de tratamento de Jacobianos)
nos vamos conseguir que (1-Q, = F,):

F, = 2mwr¢ sin®(0) + mrw? sin®(0) (22)

2.2 Forca generalizada para a coordenada 6

Agora para a coordenada 6 nos vamos ter que

(Z_Z;{ = —mr?w?sin(0) cos(f) — 2mr?pw sin(6) cos(H) (23)

E, como antes, nés vamos ter que 0U /06 = 0. Nesse caso nos teremos que a forga generalizada
sera

Qo = mrw?sin(6) cos(#) + 2mr?pw sin(0) cos(6) (24)

Desse modo, nos teremos que, notando Yy = rFy entao

Fy = mrw?sin(6) cos(6) + 2mrw¢ sin(0) cos() (25)



2.3 Forca generalizada para a coordenada ¢

Nesse caso
ou
i 26
- (26)
g—g = —mriwsin®(0) (27)
i@_u — —mw2rr sin?(0) — mr2w20 sin(6) cos(h) (28)
dt 0¢
Portanto nés vamos ter que
Q, = —2mwrisin®(0) — 2mwr?0 sin(0) cos(6) (29)
Logo nos teremos que @), = rsin(0)F,
F, = —2mwr sin(0) — 2mwré cos(6) (30)

Vamos apenas escrever esse vetor forca generalizada em forma vetorial para referéncia futura

2mwrg sin?(0) + mrw? sin?(0)
F = | mrw?sin(0) cos(d) + 2mrwe sin(6) cos(6) (31)
—2mwr sin(6) — 2mwré cos(6)

(d): Agora vamos mostrar que esses valores correspondem as coordenadas de forga de Coriolis e
forca centrifuga que sao obtidas do estudo de referénciais em rotagao. Note que naquele momento
no6s tinhamos
7= (1,70, rsin(0)¢) (32)
a velocidade em coordenadas esféricas. Assim noés vamos ter que o termo de forga de Coriolis sera
dado por:
Fpo= —2mw x ¥ (33)

Note primeiramente que o vetor @ = w? = w cos(0)# — wsin(#)f de modo que teremos

T 0 @ —wrgsin®(0)
W x U =det | wecos(d) —wsin(0) 0 = | —wr¢sin(@) cos(6) (34)
7 r0 rsin(f)p wrf cos(f) + wisin(6)
Com isso nos conseguimos que
2mwrp sin?(6)
Fp = 2mwr sin(f) cos(d) (35)

—2muwrf cos(0) — 2mwr sin(6)

Agora para a forca centrifuga nés vamos ter que obter
Foo=—mwXwxTF (36)
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Note que nods teremos entao que

7 0 ") 0
wx 7 =det | wcos(f) —wsin(d) 0] = 0 (37)
r 0 0 wr sin(6)
& 0 ") —w?rsin?(0)
wxwxT=det | wcos(d) —wsin(h) 0 = [ —w?rsin(f) cos(0) (38)
0 0 wr sin () 0
Logo noés teremos a forca centrifuga dada por
B mw?r sin?(#)
Foe = | mw?rsin(6) cos(6) (39)

0

E agora, por verificacao direta basta notar que F na Equacao é igual a ﬁc + ]306 €como
queriamos mostrar.
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