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1 Exercicio

A massa m de um péndulo esta presa por um fio ideal de comprimento [ a um ponto de sustentagao
que se move para frente e para tras ao longo de um eixo horizontal, de acordo com a equacao
xr = acos(wt). Suponha que o péndulo s6 oscile no plano vertical que contém o eixo x. Considere
que a posicao do péndulo seja descrita por um angulo 6 que o fio faz com uma linha vertical.

(a) Escreva a lagrangiana do sistema.
(b) Obtenha as equagoes de Euler-Lagrange.

(c) Mostre que, para valores pequenos de 6, a equagdo do movimento se reduz a equagao de
movimento de um oscilador harménico forcado.

(d) Determine os movimentos para o estado estacionario que corresponde ao visto no item ante-
rior.

(e) De que forma a amplitude de oscilagoes do estado estacionario depende de m, 1, a e w?

2 Resposta

(a): Vamos escrever a lagrangiana desse sistema. Primeiro, a origem do sistema de coordenadas
serd aquela onde x = 0, e que temos o ponto fixo do péndulo.



Figura 1: Esquema do Péndulo proposto pelo exercicio

Nesse caso noés temos que a posicao da massa m sofre um efeito com relagao a variagao do ponto
fixo do péntulo em relagao a origem O como descrita na Fig. . Vamos ter a descricao das
coordenadas da massa m utilizando o fato de que teremos um acrécimo de termo x = a cos(wt),
logo teremos o seguinte

{x = acos(wt) + I sin(f) (1)

y = —lcos(0)

Nesse caso entao nos vemos ter as derivadas, considerando w, a,l > 0 constantes,
i = —aw sin(wt) + 16 cos(h) (2)

i = 10sin(0) (3)

Portanto teremos que seus quadrados serao

i? = a’w? sin®(wt) + 126 cos?(A) — 2awlf sin(wt) cos(H) (4)

y? = 126%sin?(0) (5)

Somando estes dois termos nds teremos que

i? + 9 = a®w?sin®(wt) — 2awlf sin(wt) cos(8) + 126* (6)



Portanto nés temos que o termo de energia cinética associada ao sistema seré

T = % (a2w2 sin?(wt) — 2awlf sin(wt) cos(6) + l292> (7)

O termo de energia potencial gravitacional sera aquele relacionado & posicao vertical da massa em
relacao & origem O. Isso é dado pela equacao
U = mgy = —mgl cos(0) (8)

E com isso terminamos de escrever a lagrangiana desse sistema:

L= %((LQwQ sin?(wt) + 1260%) — mawl sin(wt) cos(#) + mgl cos(f) 9)

(b): Vamos agora obter as Equagoes de Euler-Lagrange, note que temos uma lagrangiana £ =
L(t,0,0) de modo que teremos apenas a equagao de Lagrange com relacdo a variavel 6 (que é uma
coordenada generalizada do sistema). Teremos entao que

oL

20 = mawlf sin(wt) sin(h) — mgl sin(0) (10)
% = mi?*0 — mawl sin(wt) cos(6) (11)

d aﬁ 21 2 . .
Ta6 ml“0 — maw?l cos(wt) cos(#) + mawlf sin(wt) sin(6) (12)

Desse modo nés temos a equagao

mawlf sin(wt) sin(A) — mgl sin(0) = mi26 — maw?l cos(wt) cos(0) + mawlf sin(wt) sin(f)  (13)
Donde

—mglsin(0) = mi*0 — maw?l cos(wt) cos(f) (14)
Dividindo tudo por ml? nés vamos ter a equacao
2

0 — % cos(wt) cos(6) + %sin(@) =0 (15)



(c): Se nos tivermos que # << 1 entdo teremos que (usando as aproximagoes sin(6) ~ 6 e cos(#) ~
1) a equagao do movimento fica

0 + w20 = F(t) (16)
Onde nos definimos que

an

F(t) = - cos(wt) (17)

wo = \@ (18)

essa Eq. define o movimento de um oscilador harmoénico forgado.

e definimos tambem que

(d): O estado estacionario corresponde ao estado da solugao particular da equagao definida em
(16]). Nesse caso nos teremos que, considere o ansatz

0.(t) = Acos(at) (19)

Onde a, A sao constantes que precisam ser determinadas. Nesse caso nos teremos que 6, =
—aAsin(at) e que 0, = —a?Acos(at) e entdao nos teremos que
5 5 aw?

—a”Acos(at) + wjAcos(at) = — cos(wt) (20)

l

Se considerarmos entao que a = w entao noés teremos a equagao para a amplitude A da solugao do
estado estacionario

aw? a ww?d

A= 5 =— (21)

lwg—w?) g (wg—w?)

Portanto nés vemos que no estado estacionario nés temos que a massa se comporta tal que 6, é a
solugao de um oscilador harménico. Entao nesse caso nos teremos que

(e): A amplitude A do estado estacionario seréa dada pela equagao

2,2
a wwy

Agiwa = (22)

gwi — w?

Onde noés temos que wy ¢ definido em funcgao de g,! pela Eq. .
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