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Teoremas de Otimizacao com

Restricoes de Desigualdade

a N

MAXIMIZACAO COM RESTRICAO DE DESIGUALDADE

Considere o seguinte problema (P1) de maximizacdo condicionada:

Maximize F(x) onde X =(X;,X,,.... Xy )€ R"

Sujeito a g(x)<b

As condicdes de Primeira Ordem (ou as condigdes necessarias) sdo estabelecidas no teorema a
sequir.

Teoremal: Sejam F(x) e g(x) fungbes continuas e diferenciaveis, onde

*

X =(Xy,X,,.... Xy )€RY.  Suponha que x*=(xI,x2,...,x;) é uma solugdo do

problema P1 acima. Suponha também que se em X a restricio é efetiva

V) emag 90) -
(g(x )—b), entdo T:&O,paratodm—l, 2, .., N.
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Entdo para a funcao lagrange L(x,1)="F(x)—A[g(x)-b], existe um nimero

real A", tal que, junto com o x*:(x’[,x;,...,x*N), satisfazem as seguintes

condicdes:
aL(x"\7) _
©) T:O paratodoi=1,2,.., N
(b) %Lg(x*)mzo
(c) A >0
LoL(XAT) N
(d) R (—g(x )+b):0

4 N

No caso das condi¢des de Sequnda Ordem, quando o problema de maximizagdo envolve uma

restricdo de desigualdade, é necessario considerar o seguinte aspecto.

Se na solugfo x"a restrigdo for efetiva (g(x*) = b), entéo o problema poderia ter sido resolvido

maximizando-se F(x) sujeito a restri¢do de igualdade g(x) = b.
Portanto, nesse caso vale o Teorema ja visto que especifica as condi¢des de segunda ordem

desse tipo de problema.

Por outro lado, se na solugdo X" a restrigdo ndo for efetiva (g(x*)<b), entdo o problema

poderia ter sido resolvido maximizando-se F(x), sem nenhum tipo de restricdo sobre os valores
das variaveis de controle x.
Entdo, as condi¢Bes de segunda ordem desse caso sdo exatamente as mesmas do problema de

maximizagdo ndo condicionada de F(x).

- /




.

Resumindo-se, pode-se estabelecer as seguintes CondicBes de Sequnda Ordem para o problema

P1 acima:

Suponha que X" = (xI, x;,...,x*N) e A" atendem as condigBes de primeira ordem especificadas no

Teorema 1 acima. Para os mesmos considere as seguintes duas Unicas alternativas:

AL . . )
1. A Restricao é Efetiva; — ——~=-g(x")+b=0 ou g(x")=b. Nesse Caso, se também
a Matriz Hessiana Orlada
0o 9 .. %
0X, OXy
a9 L 9L
H=|ox, ox OX \OX,
g L R
| Oy OX,0Xy ox%,

calculada no ponto (x*,k*), é tal que os seus k-ésimos menores principais alternam de valor da

H,|<0, etc, entdo x"=(x,X;,...xy) é um ponto de

seguinte forma: |H,|<0,

HS‘>O,

Maximo Local Estrito do problema P1.

/

/

.

o a(xa) ) .
2._A Restricdo ndo é Efetiva: T:—g(x )+b>0 ou g(x')<b. Nesse caso, se

também a Matriz Hessiana calculada no ponto (x")

[o%F(x") o%F(x') oF(x")]

ox? OX,0%, OX,0%,

O°F(x7) o°F(x) O°F(x")
H=D2F(X*)= OX,0X, axz X ox,
O°F(x") o°F(X) o°F(x)

| X0,  OX,0X, ox: |

for Definida Negativa, entio x =(xI,x;,...,x*N) ¢ um ponto de Maximo Local Estrito do

problema P1.

~

/
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Exemplo:
Maximize F(x,y)=xy
Sujeito a x?+y?<1
Definindo-se a funciio Lagrange L(x,y,A)=xy-A[x*+y*~1], temos as seguintes
condicdes:
oL(x",y" A" . .
n e L VPR
OX
oL(xy ) L.
@ TR ) vy =0
oy
aL(x"y" ) N2 e
®) T:—(x ) -(y') +120
) A >0
L) e e
©) L [—(x) ~(v') +1]:o

.

Para resolver esse sistema, podemos considerar inicialmente que a solugéo trivial

(X" =0; y"=0; A" =0)satisfaz essas 5 condicdes.

Suponha agoraque X #0e y #0. Entdo de (1) e (2) temos que:

2);* ou que (y*)2 =(x*)2 eque A %0

Entéo de (5) temos que (y*)2 +(X*)2 =1 ouque 2(x*)2 =1

x*=ii ,y*:ii e A==

7 7

Mas de (4) temos que € necessario que A" >0. Portanto, necessariamente

N |-

« 1 . .
A= E, Ou seja, necessariamente x* = y*

Temos entdo aos seguintes 3 pontos candidatos a solugdo do problema:
1 11

P1=(0,0,0): PZ:[%,%,%} Psz[_ﬁ’_ﬁ’z} )
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Para avaliar as condicGes de 22 ordem, temos as seguintes derivadas:

Lo=-2A; L,=-20; L, =L,=1; 0,=2x; g,=2y

F
| T Xy _ L. o
H —[ny FWJ ou H(O,O,O)—(l J , que & indefinido.

Como nos demais 4 pontos a restri¢do é efetiva, devemos analisar

0 g, 9, 0 2x 2y
H=|g, L, L,|=l2x -2» 1
9, L, L,) 2y 1 -2

E como N =2e M =1, basta apenas examinar o sinal de \Fl‘ :

[H(P2)|=8 & definida negativa
[F(P3)|=8 ¢ definida negativa

1 1 1 1 11
Conclusdo: P2=| —=,—=,-~| e P3=| ——=,——=,~ | sdo solugdes do problema.
B (JEJEZJ [JE Jizj e dop
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MINIMIZACAO COM RESTRICAQO DE DESIGUALDADE

Considere agora o problema de minimizacéo condicionada:

Minimize F(x) onde X =(X;,X,,....Xy)eR"

Sujeito a g(x)<b

Com uma simples adaptacdo desse problema, podemos resolve-lo como um problema de

maximizacéo condicionada:
Maximize G(x) =-F(x) onde X=(X;,X,,...Xy)eR"

Sujeito a g(x)<b

Portanto, um problema tipico de minimizagdo com restricdo de desigualdade necessita ser
formulado como o seguinte problema (P2):

Minimize F(x) onde X=(X;,X,,....Xy)€R"

Sujeito a g(x)=b

4 N

Definindo da mesma forma a fungdo Lagrange L (x,%)=F(x)—[g(x)—-b], tem-se agora as

seguintes condicdes de 12 ordem:

oL(x" 1) :
@) —2=0 paratodoi=1,2,..,N
oX;
oL(x A" .
(b) (6k ):—g(x)+b50
() A >0
L OL(x, . .
(d) A .(m)zx (—g(x )+b):o

No caso das condigcbes de 22 ordem, para 0s pontos x* onde a restricdo nao é efetiva,
necessitamos que a Matriz Hessiana da funcéo F(x) seja Definida Positiva. Para os pontos x*
onde a restrigdo é efetiva, necessitamos que a Matriz Hessiana Orlada da funcéo de Lagrange

L(x,2) também seja Definida Positiva.

- /
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CASO GERAL DE MAXIMIZACAO COM VARIAS EQUACOES DE
RESTRICOES DE DESIGUALDADE

Considere o seguinte problema (P2) de maximizagdo condicionada:

Maximize F(x) onde X =(X;,X,,...,Xy)€R"
Sujeito a 9,(x)<b,

9,(x)<b,

Ok (X)<by

As condicoes de Primeira Ordem (ou as condi¢Bes necessarias) para a solucdo desse
problema sdo estabelecidas no teorema a seguir.

- /

/

Teorema 2: Sejam F(x) , gi(X), 02(x), ..., gx(x) funcbes continuas e diferenciaveis, onde\
X=(X;,%,,.. Xy ) €RY. Suponha que X" =(x},X;,..,xy) € uma solugo do problema P3
acima. Suponha também que no ponto x*, K, equagdes de restrigdes sio efetivas (gi (x*): bi)
e as demais (K—KO) restricdes ndo séo efetivas (gj(x*)<bj). Para simplificar a notagéo,

suponha que sdo as primeiras K, equacdes de restri¢des que sdo as efetivas e suponha que em

relagdo a esse sub-conjunto de equacdes vale a Qualificagdo de Restricbes Ndo Degeneradas
(QRND), ou seja, a matriz jacobiana

I ag,(x") g, (x) ag, (x) |
0X, 0X, OXy
09,(x")  ag,(x") a9, (x")
Dy(x)=| ~ ox, ox, Xy,
%, (X) 096 (X) 99 (X)
| ox 0X, oxy |

tem Posto ou Rank igual a K,
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Entdo, para a fungdo lagrangeana

ou
L(x1)= F(x)—iZ::ki [5,(x)-b,]

existem 0s multiplicadores K= (M A M), tal

* * *

(X" A7) = (X, X500 Xy Ay, Aoy ) Valem as seguintes condicdes:

aL(x',1") _
@) —=0 paratodoi=1,2,.., N
OX;
b aL(X*’y)— “J+b, >0 todoi=1,2, .., K
(b) T——gi(x)+ > paratodoi=1,2, ...,
() =0 paratodoi=1,2, .., K
(d) : aL(;;'}L )=k:(—gi (x*)+bi):0 paratodoi=1,2, ..., K

L(x.A)=F(x)=2,[ 9, (x)=by |-, [ 9, (X) =0, | .= A [ 9 (X) ~ by |

que para

/ No caso das condi¢cbes de Segunda Ordem (as condigdes suficientes) para a solu¢do do \

problema P3 acima, as mesmas sdo estabelecidas através do teorema a seguir.:

Teorema 3:  Sejam F(x) , gi(x), g2(x), ..., gk(X) fungdes continuas e diferenciaveis, onde

x=(x1,x2,...,xN)eRN. Considere em relagdo a essas funcbes o problema de otimizagdo P3

acima especificado.

K
Defina a fungo Lagrangeana L(x,A)=F(x)-> A, [gi (x)—bi] e suponha que:
i=1

*

a) Existem X" =(x},X},...Xy) € A" =(A},1},.... A ) que satisfazem as condigdes do Teorema 2

acima, ou seja, que:

aL(x", 1) .
(a.1) ——F—==0 paratodoi=1,2,.., N
2
@2 LX) ")+b, >0 todoi=1,2, .., K
a. — =g (x')+b > aratodoi=1,2, ..,
o g,(X")+b, p
(a.3) A >0 paratodoi=1,2, .., K
LoL(x )

\_ (a.4) A T=7Li*(—gi(x*)+bi):0 paratodoi=1,2, ., K




\

-

(envolvendo apenas as restri¢des efetivas)

| 0o .. 0 99,
0X,
o
0 L
a 0X,
o B 0L
X, ox, ox?
. B L
| OXy OXy  OX,0Xy

b) Que para 0 mesmo x*:(xI,x;...,xL), K, equacbes de restriches sdo efetivas (para
simplificar a notacdo, suponha que estas sdo exatamente as primeiras K, equacdes) e as

demais (K—K,) restricdes ndo séo efetivas, sendo que a Matriz Hessiana Orlada

09, |
OXy

Yy,
OXy
oL

OX 0%,

o°L
X3,

~

/

calculada no ponto (x’,?f), é tal que os valores dos seus Ultimos (N—-K;) k-ésimos menores

principais alternam em sinal, sendo que o sinal do dltimo (‘HMKO ‘) ¢ igual ao sinal de (—1)N ;

Entdo X" = (X}, %;,.

,x*N) é um ponto de Maximo L ocal Estrito do problema P3.
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Exemplo: Maximizar U =x,x, +80x,
sujeito a 2X, +X, <100

X, 20 e X, 20

Condicdes de 12 Ordem da Solugéo:
L =X,X, +80x, — 4 (2%, +X, —100) — A, (=%, ) = 4, (=X, )
oL
1) —=x,-24+4,=0
) S oTXe At

1

oL
2) —=x,+80-4+4=0
) o=t B0- At

2

3 420,420, 4,20
4) 100-2x,-x,=0

5 x,20 e X, 20

6) A(2x,+x,-100)=0

7 Ax =0 e X, =0

12 Possibilidade: Solucéo Interna x; >0 e X, >0

De (7), devemos ter que A, =0 e A, =0. Portanto, de (1) e (2), temos
que Xx,=24 e X, +80=4 ouque 2x,+160=x, e 4 >0.

Por outro lado, de (6) temos que 2X; +X, =100 ou X, =100-2x;

Mas esses dois resultados implicam que 2x; +160=100-2x, ou que

X; =-15. Mas isso viola a condigéo (5).
22 Possibilidade: Solucgéo de Canto: x, >0 e x,=0
De (7) temos que A, =0 e de (1) que X, =24, ou que A4 =0. Isso,

junto com (2) e (3) implicam que —x; —80=4, >0 ou que x, <-80.

Mas isso viola (5).
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32 Possibilidade: Solucéo de Canto: x; =0 e x, >0

De (7) temos que A,=0 e de (2) que 80=4,. Isso, junto com (6)
implica que x,-100=0 ou x, =100. Finalmente, de (1), tem-se que
100-2.80+4, =0 ou A4, =60. Portanto, a cesta (0, 100) é candidata a

ser a de equilibrio do consumidor.

OBS.: Nessa cesta, a [TMS| = % = x*xzso = % < % =2
2 1 + 2

X2

100

Xy

Fim
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