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Parte I

INTRODUCAO AO MATLAB

O MATLAB, do inglés Matrix Laboratory, é um ambiente de programa-
¢do de alto desempenho voltado para a resolugdo de problemas que
podem ser expressos em notagdo matematica.



INTRODUCAO

1.1 FERRAMENTA MATLAB

MATLAB é uma abreviacdo para MATrix LABoratory.

M ATL AB O MATLAB, portanto, é um sistema interativo cujo ele-

“ mento bésico da informagdo é uma matriz que ndo re-

‘ quer dimensionamento. Trata-se de um ambiente de

alto nivel que possui ferramentas avangadas de anélise

numérica, cdlculo com matrizes, processamento de si-

nais e visualizagdo de dados. O MATLAB também possui caracteristicas de lin-

guagem de programagcdo. O software possui fun¢des matematicas ja existentes,

programadas em linguagem prépria e agrupadas de acordo com a drea de inte-

resse em toolboxes.

Assim, o MATLAB pode ser usado para:

¢ (Célculos matematicos;

* Desenvolvimento de algoritmos;

* Modelagem, simulagéo e visualizacdo de sistemas;

* Andlise, exploracdo e visualizacdo de dados;

* Graficos cientificos e de engenharia;

* Desenvolvimento de aplica¢des, incluindo a elaboracado de interfaces graficas

com O usudrio.

1.2 OBJETIVO

O nosso objetivo é aprender a utilizar o software MATLAB® para resolver alguns
problemas comuns da drea de dindmica e controle dos sistemas.

Nao é objetivo esgotar todos os temas e opgdes de uma ferramenta tdo poderosa.
Alias, quando estiver com dificuldades no uso do software, tenha sempre em
mente que existe uma grande chance deste seu problema ja ter sido discutido nos
intimeros sites de ajuda e tutoriais disponiveis na internet, ou em livros didéticos
- por exemplo, [4].



INICIANDO O MATLAB

Execute o MATLAB, clicando no icone. A tela principal do programa é mostrada
na Figura 1. A tela contém, em sua visualizagdo padrdo, uma janela de coman-
dos, Command Window; uma janela para exibi¢cdo da area de trabalho, Workspace,
onde ficam armazenadas as varidveis definidas pelo usudrio; e o Command His-
tory, ou histérico de comandos. A janela de comando fornece a principal forma
de comunicacdo entre o usudrio e o interpretador MATLAB, que exibe um sinal
de prontiddo, prompt, para indicar que estd pronto para receber instrugoes.

. 5 e
> Prompt do operador

Janela de comandos

Histérico
de
comandos

Seect e toview cetsk

Figura 1: Tela principal do MATLAB2015a.

Antes de iniciar a sessdo de trabalho é conveniente aumentar a fonte da letra
usada na janela de comando. Clique em Preferences — Fonts, em seguida em Desk-
top Code Font, conforme Figura 2 e ajuste o tamanho da fonte para (no minimo)
12 pontos. Acredite: muitos erros de digitacdo pode ser evitados com esta simples
providéncia!

2.1 CONCEITOS BASICOS DA JANELA DE COMANDOS

H4 diversas maneiras de se obter mais informagdes sobre uma fungdo ou tépico
do MATLAB. Se o nome da fungdo for conhecido pode-se digitar, na janela de
comando:

» help <nome da funcgao>

Também é possivel fazer uma busca por palavra-chave com o comando lookfor.
Por exemplo, o comando:

» lookfor identity
retorna uma descri¢do curta de fungbes relativas a matrizes identidade. Além
dessas formas, pode-se consultar a documentacdo do MATLAB clicando no icone
de ajuda da janela de comandos.

As fungdes abaixo também ajudam no controle da janela de comandos,

clc,home: limpa a janela de comandos;

clear : limpa da memoria variaveis e fungoes;



2.2 COMANDOS E EXPRESSOES
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Figura 2: Ajuste da fonte usada na Janela de Comandos.

computer: retorna string contendo o computador que estd executando MATLAB;
delete : apaga um arquivo ou um objeto gréfico;

demo : abre ajanela MATLAB examples;

ver : mostra o numero da versdo do MATLAB e dos toolboxes instalados;
version : retorna a versdo em uso do MATLAB;

who : lista o nome das varidveis armazenadas;

whos : lista as propriedades das varidveis atuais (nomes, dimensdo, ntimero de
bytes e classe).

load : carrega varidveis armazenadas em arquivos .m;

2.2 COMANDOS E EXPRESSOES

Para inserir algum comando, simplesmente digite na janela de comandos. Se vocé
cometer algum erro, digite ENTER até aparecer o sinal prompt novamente e redi-
gite o comando. O MATLAB guarda na memoria seus comandos, portanto, para
rever comandos anteriores use as teclas 1 ou |.. Para facilitar a repeti¢do de coman-
dos é possivel também dar um duplo-clique nos itens da janela de histérico. Nao
se esqueca de que todo comando deve ser finalizado teclando ENTER.

Comece com a seguinte instrugéo,

» a=5/10
a:

0.5000

Para vocé aprender uma operagdo diferente do MATLAB, digite a seguinte ex-
pressdo e deduza a fungdo do comando < \ >,

A Tabela 1 mostra as principais operacdes aritméticas escalares do MATLAB.
O resultado de qualquer comando que néo seja atribuido a uma varidvel espe-
cifica é armazenado em uma varidvel padrdo chamada ans. Exemplo:

4



2.3 STRINGS

Simbolo Operacao MATLAB
A exponenciagao a® a™b

* multiplicagdo ab axb

/ divisdo a direita a/b = ¢ a/b

\ divisdo a esquerda a\b = % a\b

+ adicdo a+b a+b

— subtracdo a—b a—b

Tabela 1: Operagdes escalares. Tabela extraida de Palm III [4].

» 5/10
ans=

0.5000

Quando for interessante omitir a exibicdo do resultado de qualquer comando
basta encerrd-lo com ponto-e-virgula. Exemplo:

1 >> a=5/10; % armazena a variavel mas nao exibe na tela

O simbolo de porcentagem serve para criar comentdrios de uma linha, tanto na
janela de comandos quanto no ambiente de programagdo do MATLAB.

Quando se deseja continuar o comando na préxima linha, o sinal utilizado pelo
MATLAB é representado por 3 pontos < ... >. Ou seja:

» a=10; b=20;
» c=a+t...

» b

c =

30

Vale informar que este comando nédo funciona para comentarios.
O usudrio pode interromper a execugdo do MATLAB, a qualquer momento,
pressionando o Crtl-c.

2.3 STRINGS

O MATLAB define como string o conjunto de caracteres (vetor de caracteres) colo-
cados entre aspas simples. Para acessar a varidvel é necessario definir a localizacao
dos caracteres. Isto é,

» a=’exemplo com string’

a:

exemplo com string
» a(l3:18)
ans =

string




2.4 VARIAVEIS

2.4 VARIAVEIS

No MATLAB os nomes das varidveis devem ser palavras tinicas, sem a inclusao
de espagos e ndo devem conter acentos. O MATLAB é sensivel a caixa, ou seja,
diferencia letras maitisculas de mintsculas e aloca automaticamente o espago de
memoria necessdrio para as varidveis usadas. As trés regras bdasicas para nomen-
clatura de varidveis sdo apresentadas na Tabela 2.

As varidveis sdo sensiveis a letras maitisculas VAR, Var, var sdo trés varia-
e minusculas veis distintas.

As varidveis podem possuir até 31 caracteres EstouEntendendoTudoAteAgora

- 0 excesso de caracteres sera ignorado. pode ser uma varidvel.

O nome da varidvel deve comecgar com uma X51, X_51 podem ser uma va-
letra, seguida de qualquer ntimero, letra ou ridveis.
caracter de sublinhado.

Tabela 2: Nomenclatura de varidveis.

Existem algumas varidveis especiais utilizadas pelo MATLAB, tais como pi
(constante Pi),i, j (nimero imagindrio v/—1), ans (varidvel padrado para o dltimo
resultado), etc... Vocé pode redefinir estas varidveis, mas ndo convém...

2.5 FORMATOS NUMERICOS

O MATLAB mostra um resultado numérico em um determinado formato, con-
forme Tabela 3. O formato default de um ntimero real é aquele definido como for-
mat short, com aproximacdo de quatro casas decimais. Se os digitos significativos
estiverem fora desta faixa, 0 MATLAB mostra o resultado em notagdo cientifica.
Vocé pode definir um formato diferente. A forma de representacdo dos ndmeros
internamente ndo muda, somente a exibi¢do dos resultados.

Formato Resultado Exemplo
format short Ponto fixo; 4 casas deci- 1.3333
mais
format short e Not. cientifica; 4 casas de- 1.3333e+000
cimais
format long Ponto fixo; 14 casas deci- 1.33333333333333
mais
format long e Not. cientifica; 4 casas de- 1.333333333333333€+000
cimais
format hex Hexadecimal 3ff5555555555555
format rat formato racional (aprox.), 4/3
i.é, razdo de inteiros
format bank valor monetdrio (délar e 1.33
centavos); 2 casas deci-
mais
format + simbolos +,- e espagosem  +
branco

Tabela 3: Formatos numéricos.



2.6 FUNGOES COMUMENTE UTILIZADAS 7

2.6 FUN(;GES COMUMENTE UTILIZADAS

A Tabela 4 e a Tabela 5 mostram, respectivamente, algumas fungdes trigonométri-
cas e elementares comumente utilizadas.

sin(x) seno de x sinh(x) seno hiperboélico de x
cos(x) coseno de x cosh(x) coseno hiperbélico de x
tan(x) tangente de x tanh(x) tangente hiperbolica de x
cot(x) cotangente de x coth(x) cotangente hiperboélica de x
sec(x) secante de x sech(x) secante hiperbélica de x
csc(x) cosecante de x csch(x) cosecante hiperbdlica de x
asin(x) arco cujo seno é x asinh(x) arco cujo seno hiperbdlico é x
acos(x) arco cujo cosseno € x acosh(x) arco cujo coseno hiperbdlico é x
atan(x)  arco cuja tangente x atanh(x) arco cuja tangente hiperbélica é x
acot(x) arco cuja cotangente x | acoth(x) arco cujo cotangente hiperbdlica é x
acsc(x) arco cuja cosecante x acsch(x)  arco cujo cosecante hiperbdlica é x
asec(x) arco cuja secante x asech(x) arco cujo secante hiperbdlica é x
Tabela 4: Fungdes trigonométricas.

abs(x) valor absoluto, ou seja, médulo de x

exp(x) exponencial (base e)

fix(x) arredonda para inteiro, em dire¢do ao zero - p. ex., fix(4.89) =4

floor(x) similar ao comando fix

round(x) arredonda para o inteiro mais préximo - p. ex., round(4.89) =5,

round(4.27) =4

ceil(x) arredonda para o préximo inteiro acima - p. ex., ceil(4.27) =5

gcd(x,y) méximo divisor comum entre x e y

lem(x,y) minimo multiplo comum entre x e y

log(x) logaritmo natural (base e)

log10(x)  logaritmo decimal (base 10)

log2(x) logaritmo base 2 e desmembra ntimero em ponto-flutuante

rem(x,y) resto da divisdo de x pory - p. ex., rem(8,3) =2

sign(x) fungdo sinal de x

sqrt(x) raiz quadrada de x

Tabela 5: Fung¢des elementares.

2.7 EXERcIcIos

1. Calcule as seguintes expressdes usando MATLAB,
® 2/2%3

o 56—

2/54+772—1

o 10/2\15—3+2+x4
o 372/4



2.7 EXERCIcCIOS

o 3A2N2
2. Tente entender o significado dos comandos round, floor e ceil,
« round(6/9 + 3 % 2)
- floor(6/9 +3x2)
. ceil(6/9+3%2)
« round(1/9 + 3% 2)
« floor(1/9+3%2)
- ceil(1/943%2)

8



MANIPULACAO DE MATRIZES

O tipo numérico padrédo usado pelo MATLAB ¢é a matriz de valores em ponto flu-
tuante: ntimeros reais ou complexos sdo armazenados em matrizes 1x1. A maneira
mais simples de se armazenar uma matriz na memoria é com uma atribuigdo da
seguinte forma:

» A= [2 1 3 4 5]

O resultado do comando anterior é mostrado na Figura 3. Note que o comando
passou a fazer parte do histérico do programa e que a matriz foi armazenada na
drea de trabalho.

Figura 3: Atribuigdo de valores.

A alocagdo da matriz também pode ser confirmada pelos comandos who (mos-
tra o nome das varidveis armazenadas) ou whos (mostra os nomes e espagos
ocupados pelas varidveis), ja mencionados,

» whos

Name Size Bytes Class Attributes
A 1x5 40 double

» who

Your variables are:

A

A matriz deste exemplo é chamada de vetor linha, jd que se trata de uma matriz
com apenas 1 linha. Na digitagdo, os valores do vetor podem ser separados por
espagos, como no exemplo, ou por virgulas. Para criar um vetor coluna deve-se
separar cada linha das demais usando ponto-e-virgula. Exemplo:



MANIPULAQAO DE MATRIZES

» B = [5; -4; 6.5]
B=
5.0000
-4.0000
6.5000
Para criar uma matriz bidimensional basta combinar as sintaxes anteriores:
» M= [2 1 3; 46 7;, 3 4 5]
M=
2 1 3
4 o6 7
3 4 5

Os elementos de uma matriz podem ser acessados pelo nome da varidvel, se-
guido de indices entre parénteses, sendo que o primeiro elemento é sempre o de
indice 1. Exemplo de acesso:

» X=B(2)
x=

-4

Se uma nova informacgéo for atribuida a um vetor ou matriz os redimensiona-
mentos necessdarios serdo feitos automaticamente. Exemplo:

» A=[4 5 9];
» A(6)=8
A=
4 5 9 0 0 8

Para acessar os elementos de uma matriz escreve-se o conjunto de indices entre
parénteses, separados por virgula. Exemplo:

» x=M(2,3)
x=

7

Todos os elementos de uma certa dimensdo de uma matriz podem ser indexa-
dos em conjunto, como no comando abaixo que cria um vetor linha com todos os
elementos da segunda linha da matriz M.

» vl = M(2,:)
vl =

4 6 7

Esse comando pode ser traduzido como armazene em v1 os elementos de M que
estdo na linha 2 e em todas as colunas. Da mesma forma, o comando a seguir cria um
vetor coluna com os elementos da primeira coluna da matriz M:

» v2 = M(:,1)

vl =

10



3.1 SEQUENCIAS

O uso do sinal <:> também permite a atribuicdo de valores a uma dimensédo
completa de uma matriz. Por exemplo, a seguinte instru¢do sobre a matriz M
atribui o valor 5 a todos elementos da primeira linha da matriz:

» M(1,:) =5
M =
5 5 5
4 o6 7
3 4 5

O arranjo vazio, expresso por [] ndo contém nenhum elemento. E possivel eli-
minar uma linha ou coluna de uma matriz igualando-se a linha ou coluna selecio-
nada ao arranjo vazio. Por exemplo, a instrugdo a seguir remove a segunda linha
da matriz M.

» M(2,:) = []
M =

5
4 5

Finalmente, matrizes podem ser concatenadas por meio de atribui¢des diretas.
Exemplo:

M= [[5; 5; 5] v2 vl1']
M =
2 4
5 4 6
3 7

O termo v1’ significa utilizar a transposta de v1.

3.1 SEQUENCIAS

A defini¢do de uma sequéncia de ntimeros no MATLAB é muito simples. O sim-
bolo <:> serve para criar uma sequéncia igualmente espagada de valores, entre
dois limites especificados, inteiros ou ndo. Por exemplo, a instrugdo abaixo cria
um vetor linha com os valores 3, 4, 5, 6, 7 e 8 (0 incremento padrado é unitério).

» v3 = 3:8
v3 =
3 4 5 6 7 8

O incremento pode ser definido pelo usudrio se a seqiiéncia for criada sob a
forma [Valor inicial: Incremento: Valor final].Exemplo:

» vd = 2:0.5:4
vl =

2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000

Outra forma de se obter um vetor com valores igualmente espagados é pelo uso
da funcdo linspace. Por exemplo, a instrucdo abaixo gera um vetor linha com
25 valores igualmente espagados entre 10 e 200. Se o pardmetro que controla o
ntmero de pontos for omitido, a seqiiéncia terd 100 valores.

» y = linspace(10,200,25);

11



3.2 OPERAQGES MATEMATICAS 12

A diferenca entre usar o operador <:> e a fun¢do linspace é que a primeira
forma exige o espacamento entre os valores enquanto a segunda requer a quan-
tidade de valores.

Sequéncias com valores linearmente espacados sdo usados, normalmente, para
fornecer valores de varidveis independentes para fung¢des. Por exemplo, as instru-
¢Oes a seguir criam um vetor com 50 valores da funcdo y = sin(x), para x € [0, 27]:

» x = linspace (0, 2xpi, 50);

» y = sin(x);

‘pi” é uma fungdo interna do MATLAB que retorna o valor de 7. Neste tipo
de operagdo, chamada de vetorizada, o MATLAB cria o vetor y com a mesma
dimensao do vetor x.

Em situagdes que exijam grandes variagdes de valores pode ser interessante que
a variagdo de valores seja logaritmica, o que pode ser obtido com o uso da fun-
¢do logspace, de sintaxe semelhante & de 1inspace. Por exemplo, a instrucdo
abaixo cria um vetor com 50 valores espacados logaritmicamente entre10® = 1 e
10* = 1000.

» £ = logspace(0,4,50);

3.2 OPERAGCOES MATEMATICAS

O MATLAB reconhece os operadores matematicos comuns a maioria das lingua-
gens de programacdo nas operagdes com escalares (ntiimeros reais e complexos).
Nas operacdes com matrizes é preciso respeitar as regras da Matemdtica em rela-
¢do as dimensdes envolvidas. Por exemplo, considere:

» A= [6,3];
» B=[4,8];
» b=2;

A Tabela 6 resume algumas das principais operagdes elemento a elemento do
MATLAB.

Simb. Operagdo Exemplo
+ Adicdo escalar-arranjo A+b [63]+2=[85]
— Subtragdo escalar-arranjo A—b [63]—2=1[41]
+ Adicdo de arranjos A+B [63]+[48]=[1011]
— Subtragdo de arranjos A—B [63]—[48]=[2-5]
& Multiplicagdo de arranjos A.xB [63].%[4 8] =[6x43x8] =[24 24]
./ Divisao de arranjos a direita A./B [63]./[48]=1[6/43/8] =[1.50.375]
A Divisdo de arranjos a esquerda A.\B [63].\[4 8] =[4/68/5] =[0.667 2.667]
A Exponenciagao de arranjos ANb [63].7°2=[6232] =[3679]
b.AA 26 3] =[26 23] = [64 8]
ANB [63]. A 48] ==[6*38] =[1296 6561]

Tabela 6: Operagdes elemento a elemento. Extraida de Palm III [4].



3.3 OUTRAS OPERA(;@ES COM MATRIZES

Considere as seguintes matrizes,

b

|
o N =
o w A
— 0o u

o~}

|
w A O
A& G
SIS

Para as operagdes:

1. C = A+ B (Soma);

2. C = A — B (Subtragéo)

3. C = A% B (Multiplicagdo matricial)

4. C = A.xB (Multiplicagdo elemento-a-elemento)
5. C = A./B (Divisdo elemento-a-elemento)

6. C = A.A2 (Potenciacdo elemento-a-elemento)

Verifique que, de acordo com as defini¢des da matemaética e as convengdes do
MATLAB, obtém-se os seguintes resultados:

6 9 10 4 -1 0 36 49 38
1.C=6 9 1[2C=|-2 -3 7| 3C=[49 &4 6l
9 4 6 3 4 4 33 34 35

5 20 25 02 08 1.0 1 16 25
4C=18 18 18/5.C= 105 05 45| 6C=|4 9 8
18 0 5] 20 0 02 36 0 1)

Importante observar que a multiplicagdo de uma matriz A(n x k) por uma ma-
triz B(k x m) produz uma matriz n x m. Para as outras opera¢des mostradas, as
matrizes A e B devem ter as mesmas dimensdes.

3.3 OUTRAS OPERACOES COM MATRIZES

Para o vetor linha v = [16 5 9 4 2 11 7 14|, verifique os seguintes co-

mandos,
v (3) % Extrai o terceiro elemento de v
v([l 5 61]) % Extrai o primeiro, quinto e sexto elemento de v
v2 = v([5:8 1:4]) % Extrai e inverte as duas metades de v
4 Vv(5:end) % Extrai do gquinto ao ultimo elemento de v
v([2 3 4]) = [10 15 20] % Substitui alguns elementos de v
Ou ainda,

A = magic(4) %Quadrado magico 4x4: mesmo valor de soma dos
elementos ao longo de qualquer linha, coluna ou da diagonal
principal.

A(2,4) % Extrai o elemento da linha 2 e quarta coluna 4

A(2:4,1:2) % Forma uma nova matriz com os elementos das linhas 2, 3
e 4 e colunas 1-2

A(1l4) % usando um indice, MATLAB trata a matriz como se seus
elementos fossem alinhados em um vetor coluna

13



5 1dx = sub2ind(size (A),

A (idx)

indices (linha,coluna)

encontrados anteriormente

[2 3 4],

3.3 OUTRAS OPERAQ@ES COM MATRIZES

[1 2 4]) %sub2ind converte os

em um indice linear
%$valores de A correspondentes aos indices lineares

Ha uma série de fung¢des disponiveis no MATLAB para geracdo ou alteragdo
de matrizes e vetores, exemplificadas na Tabela 7. Além disso, a Tabela 8 fornece
algumas matrizes especiais existentes no MATLAB.

Funcdo

Operagédo

X=max

x=min

[vmax

X =

[m n]

X
Il

d=eig

(B);

(A);

imax] = max(v);

size (A);

= size (A);

length (A7) ;

det (A) ;

(A);

[V,D]=eig(A);

inv (A

poly(

norm (x

>
 Z

sort (A) ;

sum (A

)i

Retorna o maior componente de A. Se A for
uma matriz, o resultado é um vetor linha con-
tendo o maior elemento de cada coluna. Para
vetores, o resultado é o maior valor (ou o
nimero complexo com maior médulo) entre

seus componentes.

Semelhante ao max (A), mas retorna os valo-
res minimos.

Para o vetor v, retorna o maior elemento em
vmax e o indice correspondente em imax.

Retorna as dimensdes da matriz A em um
vetor linha, x = [m,n], contendo o ntmero
de linhas (m) e colunas (n) da matriz.

Retorna o niimero de linhas e colunas em va-
ridveis separadas.

Retorna o comprimento do vetor A ou o
comprimento da maior dimensdo da ma-
triz A. Nesse ultimo caso, length (A) =
max (size (A))

Retorna o determinante da matriz quadrada
A.

Determina autovalores de A.

Determina autovalores e autovetores de A.
Calcula a inversa de A.

Calcula a equacédo caracteristica de A.
Retorna o comprimento geométrico do vetor

2 2
X7 X5+ XA

Rearranja em ordem crescente cada coluna
de A e retorna uma matriz com as mesmas
dimensdes de A.

Soma os elementos de cada coluna de A e re-
torna um vetor linha que contém o resultado
das somas.

Tabela 7: Outras operagdes.

Vale a pena ainda mencionar o comando find para obtengdo de elementos de
uma matriz ou vetor que obedecem uma determinada condigdo,

» X

= find(expresséao);

14



3.3 OUTRAS OI’ERAQ@ES COM MATRIZES

Operagao

Funcao
x = eye(n);
x = zeros (n);

X = zeros(m,n);
x = ones(n);
rand (n) ;

randn (n) ;

Retorna uma matriz identidade com dimen-
sdo m X m, isto é, com valores unitdrios na
diagonal principal e nulos nas demais posi-
coes.

Cria uma matriz quadrada com dimensdo
n X n de elementos nulos.

Cria uma matriz retangular com dimensado
m x 1 de elementos nulos.

Semelhante ao comando zeros, gera matrizes
com valores unitdrios (preenchidas com 1’s).

Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-
tos aleatérios distribuidos entre o e 1.

Cria uma matriz quadrada n x n de elemen-
tos aleatérios que seguem uma distribuicdo
normal, com média o e variancia 1.

Tabela 8: Matrizes especiais do MATLAB.

Encontra e retorna todos os elementos de um vetor ou matriz que satisfazem
a uma certa expressdo légica. Normalmente, usam-se argumentos a esquerda da
instrucdo de busca para armazenar os indices dos elementos de interesse. Exem-

plo:
» A = [3 -2 1; 02 -1; 41 2]1;
» [L C] = find(A>2 & A<=4)
L =
1
3
C=
1
1

Nesse exemplo apenas os elementos A(1,1) e A(3,1) atendem ao critério dese-
jado. Percebe-se que L é o vetor contendo a localizagdo na linha e C na coluna. As
expressdes vdlidas podem incluir operadores relacionais e 16gicos, resumidos na

Tabela 9.

Esses operadores se aplicam a escalares e matrizes, de acordo com regras que
podem ser consultadas na documentagdo do MATLAB. Se o argumento da fungéo
for apenas o nome de uma matriz ou vetor, serdo retornados os indices de todos
os elementos da matriz ou vetor que forem diferentes de zero.

Finalmente, os comandos all e any analisa o nimero de valores nulos de cada
coluna de uma matriz. Isto é, o comando all retorna 1 para cada coluna da
matriz A que contenha somente valores ndo nulos e o em caso contrario, gerando

um vetor linha. Por exemplo,

» A = [3 -2 1; 0 2 -1;
» x = all(A)
X:

41 21;

15



3.4 EXERcCICIOS

Operadores relacionais

< Menor que

<= Menor ou igual
> Maior que

>= Maior ou igual
== Igual a

~= Diferente de

Operadores l6gicos

& operagdo E
| operagao OU

~ negagdo légica

Tabela 9: Operadores relacionais e 16gicos.

Para vetores, a fungdo retorna 1 se todos os elementos forem ndo nulos e o
em caso contrdrio. A funcdo any retorna 1 para cada coluna da matriz A que
contenha algum valor ndo nulo e o em caso contrario, gerando um vetor linha. A
fungdo também trabalha com vetores. Exemplo:

» x = any (A)

X=

3.4 EXERcCicIos

Antes de iniciar qualquer nova atividade no MATLAB é recomendével limpar a
janela de comando digitando c1c. Em seguida, deve-se remover todas as variaveis
da memoria, usando o comando clear. Se quiser eliminar apenas uma variavel,
deve-se usar a sintaxe clear <nome da varidvel>.

1. Treine (Extraido de Braun [1]):
c9=1[1; 2 3 4
c9=01 234 56 7 8
)
« 2ig—1
9=[1 23 4567 &9 101 12

h=[1111;2222;3333}
e g—h
e gxh
* hxg
® g.xh
e g./h
e h\g
e gxh'

16



3.4 EXERcCICIOS

e g'xh
'62[123;456;780}

‘f:{987;654;321}
o exf

e fxe

* q =rand(3)

o AN2

e AN2—AxA

e AN2

e AN2—Ax%xA

2. Armazene as seguintes matrizes

2 -1 5 -2 3
M1 =13 1 M2=1|0 5 2
2 0 2 -1 0 4

3. Calcule as seguintes operagdes:
e M1+ M2;
e M1-M2;
e M1xM2;
e M1.xM2;
s M1\M2;
e M1./2;

4. Obtenha a matriz transposta de M1
5. Obtenha a matriz inversa de M2

6. Com uma linha de comando, calcule a multiplicacdo entre M1 e a inversa
de M2

7. Com uma linha de comando, calcule a multiplicacdo entre M1 e a transposta
de M2

8. Gere uma matriz de dimensdo 5 x 5 com a diagonal igual a 3 e todos os
outros elementos iguais a zero.

9. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M1 que contém
valores menores do que zero.

10. Obtenha os indices e os valores dos elementos da matriz M2 que sejam
maiores ou iguais a -2 e menores ou iguais a 2.

11. (Extraido de Palm III [4]) Escreva uma sentenca de atribuicio no MATLAB
para cada uma das seguintes fung¢des, considerando que w, x, y, z sdo vetores
linha de mesma dimenséao e ¢, d sdo escalares:

1

\/27c/x

_ x+w/(y+z),
b= x+w/(y—z)’

o f —

17



3.4 EXERcCICIOS

L ee/2n)
" (Iny)vaz’

_ x(2.15+0.35y) '8
*S= z(1—x)Y ’

12. Declare a matriz A =

210 7 6 o
3 12 25 9
Altere o elemento A(2,1) para 18.

Defina o elemento A(2,8) como —16

Defina uma matriz B que contenha as trés primeira linhas da matriz A
e as colunas de 2 a 5.

13. Dada a matriz:

3 7 —4 12
A -5 9 10 2
6 13 8 11
15 5 4 1

¢ Ordene cada coluna e armazene o resultado em Al.
¢ Ordene cada linha e armazene o resultado em A2.

¢ Some cada coluna e armazene o resultado em b1.

e Some cada linha e armazene o resultado em b2.

¢ Avaliar o valor méximo no vetor resultante da multiplicacdo elemento
a elemento da segunda coluna de A2 pela primeira coluna de A.

¢ Utilizar a divisdo elemento a elemento para dividir a primeira linha de
A pela soma dos trés primeiros elementos da terceira coluna de Al.

Acrescente uma terceira linha a matriz com os elementos 30 21 19 1.

18



Parte II

GRAFICOS E PROGRAMACAO

Aqui sdo apresentados os comandos bdsicos empregados na plota-
gem de gréficos bi- e tri- dimensionais e nogdes sobre programacao.
Ressalta-se que esta parte da apostila tem apenas o suficiente para
vocé iniciar o uso das poderosas ferramentas gréficas e de programa-
¢do disponiveis no MATLAB.



GRAFICOS

O MATLAB possui diversas ferramentas para tragados de graficos bidimensionais
ou tridimensionais.

4.1 GRAFICOS BIDIMENSIONAIS

A maneira mais simples de tracar um grafico xy é pelo uso da fungdo plot. A
forma plot (x,y) desenha um gréfico bidimensional dos pontos do vetor y em
relagdo aos pontos do vetor x, sendo que ambos devem ter o mesmo niimero
de elementos. O gréfico resultante é desenhado em uma janela de figura com as
escalas automadticas nos eixos x e y e segmentos de reta unindo os pontos. Por
exemplo, para desenhar o gréfico da fungao:

y =1—1.1547¢~ 9% 5in(2.5981x + 1.0472)

no intervalo x € [0, 10], pode-se utilizar a seguinte seqiiéncia de comandos:

x = 0:0.1:10;
y = 1-1.1547xexp (-1.5%x) .xsin(2.5981xx+1.0472);
plot (x,vy)

O resultado, apresentado na Figura 4, é exibido em uma janela de figura identi-
ficada por um nimero. O mesmo resultado é obtido com a fun¢do fplot, basta
identificar a string a ser representada no dominio do grafico,

y="1-1.1547+exp (-1.5*x) .xsin(2.5981%x+1.0472)"';
2 fplot(y, [0 10]

Outra funcdo utilizada para confeccionar graficos bidimensionais é a funcao
ezplot. Esta fungdo também tem como argumentos de entrada uma funcéo
string e um intervalo de variagdo. Se f = f(x,y), o comando ezplot representa a
fungdo considerando f(x,y) =0,

ezplot ('x"2-3xy"2+2xx*y"', [0 100]

Em algumas ocasides é interessante que as escalas dos eixos sejam represen-
tadas em escala logaritmica (ao invés da escala linear padrdo). Nestes casos, é
possivel usar as fungdes semilogx, semilogy ou loglog, que alteram, respec-
tivamente, a escala do eixo x, do eixo y e de ambos. Normalmente os valores que
compdem tais gréficos também sdo gerados com espacamentos logaritmicos, via
fungdo logspace.

A fungdo plot pode trabalhar com vdrias duplas de vetores, sobrepondo mais
de um gréfico em uma mesma janela. O resultado da seqiiéncia de comandos a
seguir estd representado na Figura 5.

x=-1:0.1:1; Cria vetor 'x': valores entre 1 e -1 espacados de 0.1

y=x."2; % Calcula y
z=x."3; % Calcula Z
4 plot(x,y,'rx',x,z,'b:'") % Traca os dois graficos - x vs y e x Vs z
xlabel ('Valor de x') % Nomeia o eixo x
ylabel('y e z") % Nomeia o eixo y

20
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4 Figure 1
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Figura 4: Exemplo de resultado grafico da fungdo plot.

title('Graficos sobrepostos') % Atribui um titulo ao grafico

grid % Ativa as linhas de grade da janela

Note que foram usadas fung¢des para nomear os eixos (xlabel e ylabel) e 0
titulo do gréfico (tit1le), além de exibicdo de linhas de grade (grid). O estilo e
cor da linha estdo definidos no comando plot. A Tabela 10 mostra as configura-
¢Oes de cores, marcadores e linhas, opc¢des essas validas para plotar graficos no

MATLAB, em 2D e 3D.

Cores de linhas Marcadores de ponto Tipos de linhas
Simb. Cor Simb. Marcador Simb. Tipo
y amarelo . ponto — solida
m  magenta 0 circulo : pontilhada
c azul-claro X X —.  trago-ponto
T vermelho + + —— tracejada
g verde * asterisco
b azul escuro | s quadrado
w branco d losango
k preto v tridngulo

A triangulo

< triangulo para esquerda

> triangulo para direita

P pentagrama

h hexagrama

Tabela 10: Cédigos para cores, marcadores e tipos de linha em graficos no MATLAB.

Outra forma de se obter graficos sobrepostos é com o uso da fun¢do hold, que
faz com que todos os resultados gréficos subsequentes ao seu uso sejam dese-
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Figura 5: Grafico com duas fungdes superpostas.

nhados em uma mesma janela de figura. Exemplo (considerando as varidveis do
exemplo anterior):

plot(x,y); % Desenha o grafico de uma funcao

hold on % Ativa a 'trava' de exibicao grafica

plot(x,z); % Desenha outro grafico na mesma janela de figura
hold off % Desativa a 'trava' de exibicao grafica

Para que os gréficos sejam plotados no mesmo grafico, mas um por um, usa-se

a sequéncia de comandos hold on e pause,

x=linspace (0,2*pi, 100);

y=sin(x);

z=0.5*xsin (3*x);

plot(x,y, 'r*x")

pause % pausa ate ser pressionada uma tecla
hold on % Mantem o grafico atual

plot(x,z, 'b:")

pause

close

O comando subplot (nl,nc,ng) pode ser usado para plotar mais de um

gréfico na mesma janela; nl, nc sdo, respectivamente, o ntiimero de linhas e o
nimero de colunas de gréficos; e ng é o niimero do grafico em questdo. Por
exemplo, a sequéncia de comandos abaixo gera a Figura 6.

1

K = [1:100].72;
Y = K. (-0.4);
subplot (3,1,1);
plot (K, Y);
grid on

subplot (3,1,2);
semilogx (K, Y);
grid on

subplot (3,1, 3);
loglog (K, Y);
grid on

22



4.2 GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS
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Figura 6: Funcdo subplot.

Todos os resultados gréficos aparecem na janela de figura ativa. Uma nova
janela pode ser criada ou ativada pelo comando figure. Quando usada sem
argumentos, esta fungdo cria uma janela de titulo Figure No. xx, sendo xx um
nuimero sequencial, considerado disponivel pelo MATLAB. O uso do comando
figure (n) cria ajanela de figura n, se necessario, e a torna ativa. Outros recursos
da fun¢do plot podem ser consultados na documentagdo do MATLAB.

A escala dos eixos é feita automaticamente. No entanto, esta pode ser alterada
através do comando axis ([xmin, xmax, ymin, ymax]), que gera Os eixos nos
limites especificados.

Quando os argumentos para plotar sdo complexos, a parte imagindria é igno-
rada, exceto quando é dado simplesmente um argumento complexo. Para este
caso especial é plotada a parte real versos a parte imagindria. Entdo, plot (Z),
quando Z é um vetor complexo, é equivalente a plot (real (Z), imag(Z)).

4.2 GRAFICOS TRIDIMENSIONAIS

Graficos em trés dimensdes podem ser tragcados pelo MATLAB com a mesma fa-
cilidade que os bidimensionais. A func¢do plot3 funciona de forma semelhante a
funcédo plot para o tragado de gréaficos de linha em 3D. Por exemplo, a sequéncia
de comandos a seguir produz um gréfico de uma hélice tridimensional. Note o
uso da fungdo zlabel para nomear o eixo z do grafico. O resultado estd repre-
sentado na Figura 7.

t linspace (0, 6%pi, 100);
plot3(sin(t),cos(t),t);
xlabel ('seno (t)");

4 ylabel('cosseno(t)");
zlabel('z = t');
title('Grafico de helice');
grid on;

O MATLAB também pode construir graficos de superficies a partir de um con-
junto de coordenadas tridimensionais xyz. Inicialmente, é preciso gerar matrizes
X e Y com, respectivamente, linhas e colunas preenchidas com os valores das va-
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4 Figure 1 - O X
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Figura 7: Grafico de linha tridimensional.

ridveis x e y. Isto pode ser feito diretamente pela funcdo meshgrid (omita o <; >
das duas tdltimas linhas de comando para entender a logica da funcdo),

x = linspace(0,2,3); % Geracao de valores para 'x' e 'y',
y = linspace(3,5,2); % ambos com a mesma dimensao!

3 [X,Y] = meshgrid(x,y) % Criacao da matriz da malha 'xy'
z=X.*Y

A partir dessas matrizes, que representam uma grade retangular de pontos no
plano xy, qualquer funcdo de duas varidveis pode ser calculada em uma matriz
Z e desenhada pelo comando mesh. Exemplo para o grafico de um paraboléide
eliptico (Figura 8):

1 x = =5:0.5:5; % Definicao da malha de pontos no eixo 'x'
y = X; % Repeticao da malha do eixo x para o eixo 'y'
[X,Y] = meshgrid(x,Vy); % Criacao da matriz da malha 'xy'

Z = X" 2 +Y." 2; % Calculo da funcao z = f(x,Vy)
mesh (X,Y,Z) % Tracado do grafico da funcao 'z'

Verifica-se que a malha gerada é colorida. O usudrio pode escolher um dos
mapas de cores existente no MATLAB (veja o préoximo exemplo). Porém, se essa
matriz for omitida, como no exemplo anterior, as cores das linhas serdo relaciona-
das com a altura da malha sobre o plano xy.

A fungdo mesh cria uma malha tridimensional em que cada ponto é unido por
segmentos de reta aos vizinhos na malha. Usando a fun¢do surf é possivel gerar
um gréfico de superficie em que os espagos entre os segmentos sdo coloridos, con-
forme o mapa de cores definido pela funcdo colormap. O cédigo hsv da listagem
abaixo refere-se a um dos mapas de cores disponiveis no MATLAB apresentados
na Tabela 11.

[X,Y] = meshgrid(-8:.5:8);
R = sgrt(X.”2 + Y."2) + eps;
Z = sin(R) ./R;

surf (X,Y,2)
5 colormap hsv % define o mapa de cores
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Figura 8: Paraboléide eliptico gerado com a fung¢do mesh.

colorbar % para colocar a barra de cores
Funcéo Mapa de cores
Hsv Escalar com cores saturadas
Hot Preto-vermelho-amarelo-branco
Gray Escalar linear de tons de cinza
Bone Escala de tons de cinza levemente azulados
Copper Escala linear de tons acobreados
Pink Tons pastéis de rosa
White Mapa de cores totalmente branco
Flag Vermelho, branco, azul e preto alternados
Jet Uma variante do mapa hsv
Prism Mapa de cores denominado prisma
Cool Tons de ciano e magenta.
lines Mapa de cores que usa as mesmas cores do
comando plot
colorcube Mapa de cores denominado cubo colorido
summer Tons de amarelo e verde
autumn Tons de vermelho e amarelo
winter Tons de azul e verde
spring Tons de magenta e amarelo

Tabela 11: Mapas de cores utilizados pelo MATLAB.

A Figura 10 mostra o uso de diferentes mapas de cores e, aproveitando, mostra
também a opgdo de como eliminar as linhas de grade da superficie. A Figura foi
gerada através dos comandos,
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x=-3:0.1:3; y=x; [X,Y]=meshgrid(x,y); Z=X." 3 + Y."3 — 5xX.xY + 1/5;
surf (X,Y,Z), colormap ([summer])
pause

4 surf(X,Y,z,'EdgeColor', 'none'), colormap([winter])

[4\ Figure1 . O X
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Figura 9: Superficie gerada pela fungdo surf.

(a) Summer. (b) Winter, sem linhas.

Figura 10: Exemplo de uso do mapa de cores.

4.3 EXERCICIOS

1. Plote a fungdo 2D sin(nr/x), para x = —1..1

2. Veja o exemplo abaixo:
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» A= [1,2,3,4,5; 1,0,1,2,1; 2,1,0,1,2]."
A =

1 1 2

2 0 1

3 1 0

4 2 1

5 1 2
» plot(A(:,1), A(:,2:end))

A Tabela 12 mostra a varidveis temperatura e vento, em fun¢do da hora. Crie
uma varidvel similar a A do exemplo e faca o que é pedido abaixo.

Horas Temperatura Vento
0 9 12
2 8 13
4 6 14
6 6 15
8 8 17
10 10 13
12 14 19
14 17 11
16 15 7
18 13 8
20 11 7
22 10 14

Tabela 12: Valores da temperatura do ar e velocidade do vento.

Plote,
* somente a varidvel temperatura;
¢ utilize o comando area para preencher a drea sob a curva do itm ante-
rior;
* plote as duas varidveis no mesmo grafico, mas em cores diferentes;

¢ plote as duas varidveis no mesmo grafico, mas em espessura de linha
diferente;

* plote as duas varidveis no mesmo grafico, somente com marcadores;

3. Plote, para uma malha quadrada adequada [x,yl, a fungdo z = xe(_"z_yz).
Coloque legenda.

¢ Faca duas malhas: uma pouco e outra bastante refinada.

e Useocomando surf (x,y, z,gradient (z)) para que a opgédo gradient (z)
determine a distribuicdo de cores.

¢ Com ajuda da fungdo view (azimute, elevacao), gere uma figura
com 4 graficos (comando subplot), com as seguintes combinagdes
de vista: view (0,0), view(0,90), view(90,0), wview(45,30)
. Em caso de duvidas, consulte:



4.3 EXERCIcIOS

http://www.mathworks.com/help/matlab/visualize/setting-the-viewpoint-

with-azimuth-and-elevation.html

4. A Figura 11 ilustra as forgas atuantes no avido em linha reta, em nivel e com
velocidade constante. A forca de sustentacdo é da ordem de 10-20 vezes
a forca de arrasto; o CG estd sempre a frente do ponto de aplicacdo da
sustentacdo, para que a aeronave possa ser controlada (a forga estabilizadora
é pequena, mas controla o0 momento resultante do deslocamento do CG); o
arrasto é distrubuido por toda a superficie do avido.

As partes do avido destinadas a sustentacdo (asa, leme, estabilizadores, hé-
lice, ...) sdo chamadas genericamente de aerofélio. Aerofélio tem secao trans-
versal tipica, achatada e alongada, conforme Figura 11b.

Sustentacdo

Arrasto Forca

estabilizadora

BORDO
DE ATAGUE
BORDO DE FUGA

ESPESSURA

j’i]ﬁ _’“’:jfi)
( _;PF‘_[ F\LINM r<_

CURVATURA
vy MEB(A coRDA

5 %houe
Figura 11: Forcas atuantes em um avido e detalhamento do aerofélio.

Para facilitar o estudo das forcas de um aerofélio, a resultante aerodindmica
é dividida em duas componentes:

¢ Sustentacdo (L de Lift): é a componente da resultante aerodinamica per-
pendicular a direcdo do vento relativo. Esta é a forga 1til do aerofélio.

* Arrasto (D de Drag): é a componente da resultante aerodindmica pa-
ralela a direcio do vento. E geralmente nociva e deve ser reduzida ao
minimo possivel. Essa forca depende de alguns fatores como a forma
do corpo, a sua rugosidade e o efeito induzido resultante da diferenca
de pressdo entre a parte inferior e superior da asa.

As seguintes formulas sdo comumente utilizadas para estimar as forgas de
sustentagdo, L, e arrasto, D, de um aerofélio:

1 2
L=5pCiSV
1
D= Epchv2

em que V é a velocidade do ar, S é a drea de referéncia, p é a densidade do
ar, e Cp e Cp sdo, respectivamente, os coeficientes de sustentacdo e arrasto.
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4.3 EXERCIcIOS

Cada perfil de aerofélio apresenta uma curva caracteristica de Cy quanto
Cp contra o angulo de ataque o.

[Extraido de Palm III [4]] Experimentos em ttnel de vento para um aerofélio
em particular resultaram nas seguintes formulas:

CL=447x1072a3+1.15x 10 3a? +6.66 x 1072+ 1.02 x 10"
Cp =575%x10"°%a +5.09x 10 4a? +1.8x 104 +1.25 x 1072

para « expresso em graus.
Dessa forma,

¢ Plote as forcas de sustentacdo e arrasto desse aerofélio versus V para
0 < V < 300Km/h, para uma area de 30m? com um angulo de ataque
de 4°, massa especifica do ar nas condi¢des de pressdo e temperatura
de voo de aproximadamente 1 kg/m3.

¢ A razdo sustentagdo-arrasto (L/D = CL/CD) é uma indica¢édo da efica-
cia de um aerofdlio. Plote L/D versus o para —2° < a < 22°. Deter-
mine o angulo de ataque que maximiza a eficiéncia.

. Dado o amortecedor a émbulo mostrado na Figura 12, a seguinte expressao
para a constante ¢ de amortecimento pode ser deduzida [6],

3nD31 2d

onde D, 1 sdo o didmetro e comprimento do pistdo, respectivamente, que se
move a uma velocidade v, dentro de um cilindro cheio de um liquido de
viscosidade p; d é a folga entre o pistdo e a parede do cilindro.

‘l'P

> Pistao
N =~ Cilindro
\ \
N
N N
d \—y><— §
—y:h\\_)<_ X \
AN s s § Fluid
N \ \ % "':i/i:;o:o
N d D d §

7

NI EEE.TSE

Figura 12: Amordetecedor de émbulo. Figura adaptada de Rao [6].

Plote o gréfico do amortecimento em funcéo da relagdo d/D.
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PROGRAMACAO

Um dos aspectos mais poderosos do MATLAB ¢ a possibilidade de se criar progra-
mas em uma linguagem de programagcdo interpretada’ usando a mesma notacgao
aceita na janela de comando.

Arquivos contendo c6digo MATLAB sdo arquivos de texto com a extensdo .m
chamados de arquivos-M (M-files). Estes arquivos podem conter o cédigo de
scripts ou fungdes, cujas principais caracteristicas estdo relacionadas na Tabela 13.

Arquivos de script Arquivos de funcoes

Nao aceitam argumentos nem retor- Aceitam argumentos e retornam valo-
nam valores ao workspace. res ao workspace.

Trabalham com as varidveis definidas Trabalham com varidveis definidas lo-
no workspace. calmente ao arquivo.

Principal aplicagdo: automatizacdo de Principal aplicagdo: adaptacdo da lin-
comandos que precisam ser executa- guagem MATLAB a qualquer situacdo
dos em uma certa sequéncia. de programagdo necessdria.

Tabela 13: Caracteristicas das formas de programagao MATLAB.

Sendo assim, uma vez escolhido o tipo de c6digo, vocé deve abrir um arquivo
.m. E possivel usar qualquer editor de textos para sua criagio, mas o uso do
editor embutido no MATLAB é preferido por fornecer recursos tteis ao progra-
mador como auto-indentagdo, destaque de palavras reservadas, ferramentas de
depuracdo, etc. Portanto, siga o seguinte caminho: File — New — Script ou
File = New — Function. Neste arquivo deve ser escrito o programa. Uma vez
escrita a rotina a ser executada, deve-se salvar o arquivo.

5.1 CRIANDO UM SCRIPT

Um script é meramente um conjunto de comandos MATLAB que sdo salvos em
um arquivo. Eles sdo tteis para automatizar uma série de comandos que se pre-
tende executar em mais de uma ocasido. O script pode ser executado digitando
o nome do arquivo na janela de comando ou chamando as op¢des de menu na
janela de edi¢do: Debug ou Run.

Por exemplo, digite o cédigo listado a seguir e salve-o com o nome freefall.m. Os
comentarios podem ser omitidos.

1 % Script 1 - script file to compute the
$velocity of the free-falling bungee jumper for
%the case where the initial velocity is zero.
clear all %$limpa toda a memoria
clc %$limpa a janela de comando

6 g = 9.81; m = 68.1; t = 12; cd = 0.25;

v = sqrt(g » m / cd) * tanh(sgrt(g = cd / m) * t)

1 Como a linguagem de programacdo do MATLAB ¢ interpretada, todos os cddigos precisam ser execu-
tados a partir do MATLAB. E possivel criar executéveis independentes, assunto que néo sera discutido
neste material.
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5.2 CRIANDO UMA FUNGAO

Os arquivos do tipo script sdo tteis quando se deseja efetuar uma sequéncia
de comandos com muita frequéncia. Como mostra o exemplo acima, os scripts se
utilizam dos dados presentes na memoria (workspace) para efetuar os comandos.

As primeiras linhas comentadas do arquivo .m sdo exibidas caso o usudrio uti-
lize o comando help + nome do arquivo. Ou seja:

» help freefall
Script 1 - script file to compute the

velocity of the free-falling bungee jumper for

the case where the initial velocity is zero.

A primeira linha de comentdrio, chamada de linha H1 é usada nas buscas por
palavra-chave do comando lookfor. Assim, por exemplo:

» lookfor script

freefall Script 1 - script file to compute the

Explicite a variavel g,

»
g:
9.8100

5.2 CRIANDO UMA FUNGCAO

Arquivos de fungdo sdo arquivos-M que comecam com a palavra function. Em
contraste com arquivos de script, eles aceitam argumentos de entrada e saida.
Portanto, eles sdo andlogos as fungdes definidas pelo usudrio em linguagens de
programacdo como Fortran, Visual Basic ou C.

A sintaxe para o arquivo function pode ser representada generalizada como

function outvar = funcname (arglist)
% helpcomments
3 statements

outvar = value;

onde outvar = nome da varidvel de saida, funcname = nome da funcio, arglist = lista
de argumentos da funcio (i.é, valores delimitados por virgula que irdo passar pela
fungao), helpcomments = texto usado para informar o usudrio sobre a fungio (esta parte
pode ser chamada digitando Help funcname na janela de comandos), e state-
ments = fungdes do MATLAB para computar o valor de saida outvar.

A primeira linha de helpcomments (Hz1) é usada nas buscas por palavra-chave do
comando lookfor. Entdo, inclua palavras chave nessa linha. O arquivo deve ser
salvo como funcname.m. Pode-se rodar a funcdo digitando funcname na janela de
comando. Importante ressaltar que, apesar do MATLAB diferenciar maitisculas e
mintsculas, o sistema operacional de seu computador pode nédo diferenciar. En-
quanto o MATLAB trata fung¢des como freefall e FreeFall como varidveis diferentes,
para o sistema operacional elas podem ser a mesma coisa.

Cada funcéo trabalha com variaveis locais, isoladas do espaco de memoéria do
workspace. As fungdes podem ser executadas mais rapidamente que os scripts,
pois quando um arquivo de fun¢do é chamado pela primeira vez, os comandos
sdo compilados e colocados em memoria, de modo que estdo sempre prontos para
executar. E permanecem assim enquanto durar a sessio MATLAB.

O programa script descrito anteriormente, por exemplo, se adequa ao formato
function da seguinte forma:
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5.3 CONTROLE DE FLUXO

1 function v = freefall(t, m, cd)

freefall: bungee velocity with second-order drag
v=freefall (t,m,cd) computes the free-fall velocity
of an object with second-order drag

% input:
6 % t = time (s)
% m = mass (kqg)
% cd = second-order drag coefficient (kg/m)
% output:
% v = downward velocity (m/s)

= 9.81l; % acceleration of gravity
= sqrt(g » m / cd)~*tanh(sgrt(g » cd / m) % t);

< Q

Exemplo de execugdo da fungdo freefall,

» freefall(12,68.1,0.25)
ans =

50.6175

Tente explicitar a varidvel g,

» g

Undefined function or variable "g’.

5.3 CONTROLE DE FLUXO
Como a maioria das linguagens de programacdo, o MATLAB permite o uso de

estruturas condicionais e repetitivas para controle de fluxo. Nesse trabalho discu-
tiremos algumas formas de uso dos comandos if, while, for,switch 2

5.3.1 Estrutura condicional if

O comando if avalia uma expressdo e, dependendo de seu valor, executa um
determinado conjunto de instrugdes. Em sua forma mais simples, usa-se:

if expressao
<COMANDOS>
3 end

Se a expressdo logica for verdadeira todos os comandos até o finalizador end
serdo executados. Em caso contrario a execugdo do c6digo continuara na instrugao
ap6s o finalizador end. A forma completa da estrutura inclui a declaragdo else
para a indicagdo de comandos a serem executados se a expressdo for falsa:

if expressao
2 <COMANDOS V>
else
<COMANDOS F>
end

As expressdes podem incluir operadores relacionais e légicos, como mostrado
na Tabela 9, definida no Capitulo 3. Exemplo:

if x ==
y = sin(3xt+a);

2 O MATLAB reconhece 6 estruturas de controle de fluxo: if, switch, while, for, try-catch,
return.
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5.3 CONTROLE DE FLUXO

else
y = cos (3*t-a);
5 end

5.3.2  Estrutura repetitiva while

O lago while executa um grupo de comandos enquanto uma expressdo de con-
trole for avaliada como verdadeira. A sintaxe para este tipo de lago é:

while expressao
<COMANDOS>
end

Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operacgdo da fungdo interna sum:

S = 0;
2i=1,'

while i < = length (V)
S+V (1) ;
i+1;

o

end % Neste ponto, S = sum(V)

i

5.3.3 Estrutura repetitiva for

O lago for executa repetidamente um conjunto de comandos por um niimero
especificado de vezes. Sua forma geral é:

for variavel de controle = valor inicial: incremento: valor final
<COMANDOS>
end

O incremento pode ser negativo ou omitido (caso em que serd adotado um
incremento unitdrio). Exemplo de um trecho de cédigo que simula a operagdo da
funcéo interna max:

M= V(1l);
2 for i = 2:length (V) % O incremento foi omitido!
if v(i) > M
M= V(i);
end
end % Neste ponto, M = max (V)

5.3.4 A estrutura switch

A estrutura switch é uma alternativa a utilizacdo de if, elseif, else. A
sintaxe geral ¢,

switch expressao_de_entrada %$escalar ou string
case valorl
grupo de sentencas 1
4 case valor2
grupo de sentencas 2

otherwise
grupo de sentencas n
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5.4 VETORIZAGAO

9 end

A estrutura switch é capaz de lidar com multiplas condi¢des em uma tnica
sentenca estrutura case. Veja o exemplo abaixo.

1 switch angulo
case {0,360}
disp ('Norte')
case {-180,180}
disp('sSul'")
6 case {-270,90}
disp('Leste')
case {-90,270}
disp('Oeste')
otherwise
11 disp('Direcao desconhecida')
end

5.4 VETORIZAGAO

O lago for é facil de implementar e entender. No entanto, para MATLAB, ndo é,
necessariamente, o meio mais eficiente para repetir agdes um niimero especifico
de vezes. Devido a capacidade MATLAB para operar diretamente sobre matrizes,
vetorizacdo fornece uma opgdo muito mais eficiente. Por exemplo, o seguinte para
a estrutura loop:

i = 0;

for £t = 0:0.02:50
3 i=1+1;

y (i) = cos(t);

end

pode ser representada na forma vetorizada como,

t = 0:0.02:50;
Yy cos (t);

Deve-se notar que, para um cédigo mais complexo, a vetorizacdo pode ndo ser
tdo evidente. Dito isto, a vetoriza¢do é recomendada sempre que possivel.

5.5 ENTRADA DE DADOS

A funcdo input permite a entrada de dados ou expressdes durante a execugdo
de script ou function, exibindo (opcionalmente) um texto ao usudrio. Exemplo:

N = input ('Digite o tamanho do vetor: ');

Se o valor de entrada for uma expressdo, seu valor serd avaliado antes da atribui-
¢do a variavel usada no comando. Se o valor de entrada for um texto ou caractere
's’ (string) deve ser incluido na lista de argumentos da fung¢do. Exemplo:

o

Titulo_Grafico = input ('Titulo do grafico: ','s');

Outra forma disponivel de interagdo via teclado é dada pela fun¢do pause.
Quando usada sem argumentos, a instrucdo interrompe a execucdo de um script
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5.6 COMANDO FPRINTF 35

ou funcéo até que o usudrio pressione alguma tecla3. A funcdo pause é especial-
mente Ttil para permitir ao usudrio a leitura de vérias informagdes impressas em
tela ou durante a fase de depuracgdo do programa.

O comando load também pode ser utilizado para importar dados, salvos em
formato ASCII ou de texto. No entanto, as varidveis devem estar no formato MA-
TLAB,

‘ load nome_arquivo

ou

‘ nome_variavel= load nome_arquivo

56 COMANDO FPRINTF

O objetivo ndo é esgotar o assunto, e, portanto, o exemplo abaixo mostra como
fazer uma fungdo interativa, e organizar a saida de dados. Pesquise mais sobre a
funcdo, se precisar.

function freefalli

freefalli: interactive bungee velocity
freefalli interactive computation of the
free-fall velocity of an object

00 de o o

with second-order drag.

g = 9.81; % acceleration of gravity

m = input ('Mass (kg): ");

cd = input ('Drag coefficient (kg/m): ");
9 t = input('Time (s): ');

v = sqgrt(g * m / cd)+tanh(sqgrt(g  cd / m) = t);
disp(' ')
fprintf ('The velocity is %8.4f m/s\n', v)

Rode a fungdo e perceba que os dados serdo inseridos dentro da fungdo, e ndo
serdo armazenados na workspace,

» freefalli

Mass (kg): 68.1

Drag coefficient (kg/m): 0.25
Time (s): 12

The velocity is 50.62 m/s

5.7 EDICAO DE FUNGOES EXISTENTES

O cédigo da maioria das fungdes discutidas nesse texto pode ser visualizado ou
editado, digitando-se:

» edit <nome da funcao>

Apesar de possivel, ndo é recomendavel alterar diretamente o cédigo das fun-
¢Oes internas do MATLAB, como inv, max, etc... Se desejar, crie uma nova ver-
sdo com outro nome.

3 A fungdo pause também pode ser usada com argumentos. Quando usada sob a forma pause (N), a
fungdo interrompe a execucdo do cédigo atual por N segundos.



5.8 SUBFUNGOES

5.8 SUBFUNGOES

Os arquivos-M podem conter mais de uma fung¢do. A primeira delas, cujo nome
deve coincidir com o nome do arquivo, é a fungdo primdria, enquanto as demais sdo
subfungoes. As subfun¢des podem ser definidas em qualquer ordem apés a funcao
primdria e suas varidveis sempre tem escopo local. Ndo é preciso usar qualquer
indicagdo especial de fim de fun¢do porque a presenca de um novo cabecalho
indica o fim da funcdo (ou subfuncdo) anterior. Como exemplo, analise o cédigo
da funcdo Baskara, listado a seguir.

% BASKARA.M - Exemplo de uso de uma subfuncao para
% calculo de raizes de equacao do 20 grau

% Funcao primaria: mesmo nome que o do arquivo .M
function x = Baskara (v)

a=v(l); b=v(2); c =v(3); % Obtem coeficientes
8 D Delta(a,b,c); % "

Calcula "a"

% Calcula raizes reais, se existirem
if isreal (D)

rl = (-b+D)/ (2%a); % Calcula raiz
13 r2 = (-b-D)/(2*a); % Calcula raiz
if rl == r2
X = rl; % Retorna apenas uma raiz
else
x = [rl; r2]; % Retorna raizes distintas
18 end
else
disp ('A equacao nao possui raizes reais');
x = []; % Retorno nulo
end

23
% Subfuncao para calculo de
function d = Delta(a,b,c)

d = sqgrt (b"2-4~xax*c);

nman

A

5.9 EXERCICIOS

1. Paraosvetores:x:[] 2 3 4 5} y=[20.4 126 17.8 88.7 120.4}

Crie uma fungdo que organize os dados da seguinte maneira,

Xy

1 20.40
2 12.60
3 17.80
4 88.70
5  120.40

Dica: Crie uma varidvel z = [X;y} euse fprintf.

2. Escreva um programa utilizando a funcdo switch para calcular o total de
dias decorridos em um ano, dados: niimero do més, dia e a indicacdo se o
ano é bissexto ou nio.

3. Escreva um programa .m para calcular a exponencial de uma matriz. O cal-
culo da exponencial de uma matriz é muito importante na drea de sistemas
dindmicos. Uma aplicagdo de exponencial de matriz é a solu¢gdo homogénea
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5.9 EXERCICIOS

(devido a condigdo inicial) de uma equagéo diferencial ordindria. Crie uma
function que realiza o cdlculo da exponencial de uma matriz partir da sua
expansdo em séries. A expansdo em série de uma fungdo exponencial é dada
por:
WS I IRt I
2! 3! 41

onde A é uma matriz de dimensdo nxn e I é a matriz identidade de di-
mensdo nxn. Essa fun¢do deve receber uma matriz quadrada de dimensao
qualquer, o ntimero N de termos da série e retornar a exponencial e?* calcu-
lada com N termos.

Para testar a sua fungdo crie uma matriz com dimensao 4x4 e calcule a sua
exponencial com diferentes nimeros de termos na série (diferentes valores
de N). Utilize, por exemplo, N variando de 3 a 10. Compare o resultado da
sua funcdo com a func¢do exp do MATLAB.

A funcdo exp do MATLAB calcula exponencial de matrizes. Note que a
palavra exp é utilizada pelo MATLAB e, portanto, ela ndo pode ser utilizada
como nome de uma fungdo criada pelo usudrio.

. Crie um script para calcular a rigidez equivalente k de um sistema de sus-
pensdo similar ao ilustrado na Figura 13. Inicialmente defina a equagdo de
rigidez de mola helicoidal e calcule a rigidez k de cada mola; calcule a rigi-
dez equivalente para as 3 molas idénticas e paralelas da figura.

~a*G
~ 8D3n

onde d é o didmetro do arame que compde a mola; G é o médulo cisalhante
do material; D é o didmetro médio da mola; n é o ntimero de espiras ativas.
Para testar seu programa, considere que cada uma das trés molas helicoidais
é fabricada em ago, com G = 80GPa, 5 espiras efetivas, D = 2000mm e
d = 200mm. A rigidez equivalente desse conjunto de molas deve ser: keq =
120N /mm.

Figura 13: Figura extraida de http://www.sctco.com/pdf/sect_1.pdf.

. Crie um script que plote a constante eldstica torcional equivalente de um
eixo de um propulsor a hélice, em fun¢do da espessura 50mm < t < 220mm
das paredes (constante para as duas se¢des), conforme Figura 14.

. Crie uma function que calcule a constante eldstica equivalente de um tam-
bor de icamento equipado com cabo de ago e montado conforme a Figura 15.

. DESAFIO: O filme Contatos Imediatos do 3° grau (em inglés Close En-
counters of the Third Kind, algumas vezes abreviado como CE3K ou sim-
plesmente Close Encounters), de 1977, foi escrito e dirigido por Steven Spi-
elberg. O titulo é tirado da classificacio de contatos imediatos com alienigenas
criada pelo ufologista J. Allen Hynek - veja Figura 16.
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Figura 14: Figura adaptada de Rao [6].

|
|

Figura 15: Tambor de icamento.

.
. . 2
CLOSE ENCOUNTER OF THE FIRST KIND: . ~
Sighting
CLOSE ENCOUNTER OF THE SECOND KIND:
Evidence

CLOSE ENCOUNTER OF THE THIRD KIND:
Contact

Figura 16: Close Encounters
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5.9 EXERCICIOS

A comunicacdo entre os humanos e a raca alienigena era feita através de
uma sequéncia de tons que os cientistas acreditavam ser reconhecida pelos
alienfgenas. Esta sequéncia era composta por 5 tons nas frequéncias 493,9Hz,
554,4Hz, 440Hz, 220Hz e 329,6Hz. Sua tarefa consiste em criar um programa
MATLAB que gere esta sequéncia de tons, considerando todos com a mesma
duragdo. Mais precisamente vocé deve criar uma fungdo contatos (T) em
que T é a duragdo de cada tom da sequéncia. Por exemplo, ao digitar:

» contatos (5)

devera ser gerada a sequéncia de tons nos alto-falantes do PC com duracao
total de 5s.
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Parte III

POLINOMIOS E SISTEMAS DE EQUACOES
LINEARES

Solugodes de polindmios e de equagdes lineares e sdo bastante simples
no MATLAB. Um polinémio é representado por um vetor linha con-
tendo seus coeficientes em ordem crescente, enquanto um sistema de
equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial.



POLINOMIOS

No MATLAB um polindmio é representado por um vetor linha contendo seus
coeficientes em ordem crescente. Isto é, uma fungdo polinomial da forma:

P(X) = anx™ + an_1x" ' + ..+ axx? +a;x + ag

pode ser representada no MATLAB por um vetor de coeficientes, em ordem de-
crescente de poténcia:

p=lan an-1 .. a2 ar ag

Por exemplo, o polindmio g(x) = x> —2x — 5 é representado pelo seguinte vetor:

» g = [10 -2 =-5];

O MATLAB possui fungdes especificas para operagdes com polindmios, como a
determinacdo de raizes, avaliagdo, diferenciacdo, etc.

As raizes (reais ou complexas) de um polindmio sdo calculadas pela fungdo
roots. Por exemplo,

» r = roots(qg)

r =
2.0946 + 0.00001
-1.0473 + 1.13591
-1.0473 - 1.13591

Note a forma de representac¢do de ntimeros complexos no MATLAB (parte real
+ parte imagindria * i), ja estudada anteriormente.

De forma inversa, se forem conhecidas as raizes de um polinémio, a funcao
poly reconstréi o polindmio original. Por exemplo, os coeficientes do vetor g do
exemplo anterior, podem ser recuperados pela instrugao:

» pl = poly(r)
pl =
1.0000 -0.0000 -2.0000 -=5.0000

»

Avaliar um polindmio significa determinar o valor de p(x) para um dado valor
de x. Para calcular, por exemplo, g(2.4) usa-se a fungdo polyval,

» y = polyval(g,2.4)
y =
4.0240

As operagoes de multiplicacdo e divisdo entre polindmios correspondem, res-
pectivamente, as operagdes de convolugdo e deconvolugdo, implementadas pelas
fungbes conv e deconv. Por exemplo, considere os seguintes polindmios:

f(x) =93 —5x2 +3x+7 gx) =6x2 —x+2

O produto f(x) e g(x) pode ser calculado com a seguinte sequéncia de coman-
dos:
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» £=[9,-5,3,71;
» g=[6,-1,21;
» produto=conv (f, g)

» [quociente, resto]=deconv (f,g)

produto =

54 -39 41 29 -1 14
quociente =

1.5000 -0.5833
resto =

0 0 -0.5833 8.1667

Note que o grau do polindmio resultante é dado pela: soma dos graus dos
polindmios envolvidos na multiplicacdo; e a subtragdo dos graus dos polindmios
envolvidos na divisdo.

A derivada de uma fungdo polinomial pode ser obtida diretamente a partir do
vetor que representa a fungdo com o uso da fungdo polyder. Por exemplo, a
derivada de f(x) = 2x3 +x% — 3x pode ser calculada com:

» £ =[2 1 -3 01;
» £l = polyder (f)

6 2 -3

6.1 EXERCIcCIOS

Os exercicios sobre Polindmios foram extraidos de [4].
1. Obtenha a raiz do polinémio,

x> +13x* +52x +6 =0
2. Utilize o MATLAB para confirmar que,
(203 —7x2 +5x +10) (4x? +12x—3) = 80x7 +212x" —124x> +121x% +105x 30

3. Utilize o MATLAB para confirmar que,

12x3 +5%x2 —2x+3
3x2 —7x+4

=4x+ 11, resto: 59x — 41

4. Utilize o MATLAB para confirmar que,

6x3 +4x2 —5
12%3 —7x2 +3x+9

=0,7108, quando x = 2.



SISTEMAS DE EQUACOES LINEARES

Todo sistema de equagdes lineares pode ser escrito sob a forma matricial Ax = b.
Por exemplo, para o sistema,
31 —2x2 +x3 =—4
+2xp —x3 =7
4x1+x2+2x3 =0

tem-se
3 =2 1 X1 —4
A=10 2 =1]|;x=|xy]|:;b=
4 1 2 X3

Se a matriz dos coeficientes (A) for quadrada e ndo-singular, ou seja, sem linhas
ou colunas linearmente dependentes, a solucdo (tinica) do sistema é dada por:

x=A"Tb

Essa solugdo pode ser calculada de forma direta pelo MATLAB por qualquer
uma das instrucoes:

» X = inv (A) xb ;

» x = A\b

As duas formas fornecem as mesmas respostas, mas os célculos envolvidos no
uso do operador < exigem menos memoria e sdo mais rapidos do que os envolvi-
dos no calculo de uma matriz inversa. O MATLAB também resolve sistemas sob
a forma xA = b ou sistemas com mais de uma solugdo, mas essas solu¢des nao
serdo discutidas neste material.

7.1 EXERcicios

1. Resolva, se possivel, os seguintes sistemas lineares.

3x1 —2x2 +x3 = —4
+2x) —x3 =7
4x1 +x2+2x3 =0

X1 +4x2+7x3 =5
—3x1+0xy —9x3 =1
2x1 +5%2 +11x3 = -2

X1 +2xp =—4
3x1+6x2 =5
X1 +2x, =4
3x1+4x2 =5
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2. Considere a Figura 17 representando um sistema de 4 molas ligadas em

série sujeito a uma forca F de 2700N. Determine as rela¢des de equilibrio, e
os deslocamentos x; no MATLAB, dadas as constantes das molas (em MPa):
k1 =150, k; =50, k3 =75 e kg = 225.

X4

&
W

x1=0 :‘x3
T

Figura 17: Molas em série.

. Uma transportadora tem trés tipos de caminhdes, C;, C; e C3, que estdao
equipados para levar trés tipos diferentes de mdaquinas, de acordo com a
seguinte tabela:

Caminhdo mdquina A mdquinaB madquina C

1 1 0 2
2 1 1 1
3 1 2 1

Por exemplo, o caminhdo 1 pode levar uma mdquina A, nenhuma mdaquina
B e duas maquinas C.

Supondo que cada caminh&o vai com sua carga mdxima, quantos caminhdes
de cada tipo devemos enviar para transportar exatamente 12 mdquinas A,
10 maquinas B e 16 maquinas C?

44



Parte IV

SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

A simulagdo de um sistema dindmico consiste na solucdo de equagdes
diferenciais para consid¢des iniciais de contorno. Sistemas de equa-
¢des diferenciais lineares e ndo lineares podem ser escritos na forma
matricial e resolvidos com ajuda do MATLAB.



SISTEMAS DINAMICOS LINEARES INVARIANTES NO
TEMPO

8.1 REPRESENTAQAO DE EQUA(;CN)ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

Vamos, inicialmente, adicionar algumas defini¢des importantes na andlise de um
sistema dindmico. Define-se como estado o menor conjunto de varidveis que de-
terminam completamente o comportamento do sistema para qualquer instante t.
Para tal, é necessario o conhecimento dessas varidveis no instante t = ty e das
varidveis de entrada no instante t > tg.

Qualquer sistema dindmico linear de m entradas: wy(t), uz(t), ..., um(t); p sai-
das: y1(t),yz(t), .., yp(t) e n varidveis de estado: x1(t),x2(t),...,xn(t), pode ser
escrito na seguinte forma:

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) equacdo dos estados

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)  equagdo de saida (@)

* x(t)- vetor de varidveis de estados (dimensio nx1);

® u(t) - vetor de varidveis de entrada (dimensdo mx1);

* y(t) - vetor de varidveis de saida (dimensao px1);

* A(t)- matriz de transmissdo dos estados (nxn);

* B(t) - matriz de coeficientes de entrada (nxm);

e C(t) - matriz de coeficientes de saida ou matriz dos sensores (pxn);
* D(t) - matriz de coeficientes de alimentagao direta (pxm).

As varidveis de estado x(t) representam a condi¢do instantanea do sistema. Im-
portante ressaltar que a primeira derivada das varidveis de estado sempre es-
tdo presentes nas equagdes dindmicas. Quando o modelo matemaético é obtido
usando as leis da ficisa, entdo as varidveis de estado sdo aquelas associadas as
diversas formas de energia armazenadas no sistema. Por exemplo, em um sis-
tema mecanico, geralmente posicdo e velocidade, associadas a energia potencial e
cinética, respectivamente, sdo as varidveis de estado.

As variaveis de entrada u(t) aqui consideradas sdo geradas por agentes exter-
nos (fontes) que alteram as condic¢des de energia do sistema. Existe diferenca entre
varidveis de entrada e de perturbacio. As varidveis de entrada sao utilizadas para
controlar o sistema, enquanto que as varidveis de perturbagdo sdo desconhecidas
e, geralmente, dificultam o controle.

As variaveis de saida y(t) sdo medidas por sensores instalados no sistema, sdo
as varidveis controladas.

A forma da Equacdo 1 de representar o modelo matemético de um sistema di-
namico é conhecida como forma do espago dos estados. Nessa forma, um sistema
dinamico de ordem n é representado por um conjunto de n equagdes diferenciais
de primeira ordem. A forma do espago de estados é usada em Controle Moderno
e serd utilizada aqui para resolver sistemas lineares e ndo lineares. Para maiores
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8.1 REPRESENTA(;AO DE EQUA(;()ES DIFERENCIAIS NO ESPACO DE ESTADOS

AN

k Vr u(t)
RS
b

NN\

Figura 18: Sistema mecanico massa-mola-amortecedor. Figura adaptada de Ogata [3].

detalhes, estude o capitulo 2 do livro texto da disciplina [3]. Existe ainda a repre-
sentacgdo pela func¢do de transferéncia, usada em Controle Classico, assunto a ser
tratado futuramente.

Como exemplo considere o sistema massa-mola-amortecedor da Figura 18, cujo
modelo é representado pela seguinte equagdo diferencial de 2¢ ordem:

my(t) +by(t) +ky(t) = u(t) ()

Como o sistema é de segunda ordem, contém duas varidveis de estado. Define-
se os estados do sistema como sendo a posic¢do e a velocidade da massa, respectiva-
mente:

No caso, a entrada é um escalar e ndo um vetor, (m = 1). Colocando na forma
de espaco dos estados (Equacdo 1), por substituicdo na Equacao 2, tem-se

X1 =X2
. 1 1
%2 = — (—kx1 —bxz) + —uq(t)
m m
Define-se o vetor de estados, de dimensao 2x1 (i.é, n = 2), como
. lm (t)]
x2(t)

Portanto, define-se a equacdo de estado sob a forma matricial como,

x1(t)] [0 T | |x1(t) 0

il- Lf nl’} il o 7
A equagdo de saida é,

y(t) =x1 (1) @)
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Comparando-se Equacdo 3 e Equacdo 4 com Equagdo 1, tem-se,

i L] BZ[?} C=[1 o} D=0

m m m

A=

Como as matrizes ndo envolvem a funcdo tempo t explicitamente, tem-se um
sistema invariante no tempo.

Existe uma classe prépria no MATLAB para sistema lineares descritos na forma
do espacgo dos estados criada pela fungdo ss (que representa, em inglés, state space)
e definida pelas matrizes A,B,C e D.

Por exemplo, o sistema:

pode ser armazenado em uma variavel tipo sys no MATLAB pela seguinte seqtién-
cia de comandos:

Essa solugdo pode ser calculada de forma direta pelo MATLAB por qualquer
uma das instrugdes:
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» A = [0 1
» B = [0;
» C = [1 0]
» D = [0]

A=

0

-3
B =

0

3
C:

0
D:

0
sys =
a:

x1
x1
X2 -3
b =

ul
x1 0
X2 3
c:

x1
vyl 1
d =

ul
yl 0

Continuous-time state-space model.

X2

X2
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8.2 SIMULA(;AO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

8.2 SIMULAGAO DE SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Existem fungdes especificas para simular o comportamento de sistemas lineares
e invariantes no tempo (LIT) a entradas do tipo impulso, degrau ou de formas
genéricas.

8.2.1  Fungdo impulso

Para simular a resposta a um impulso unitdrio (em t = 0s) de um sistema utiliza-
se a fun¢do impulse, fornecendo as matrizes representativas do sistema pela
varidvel tipo sys. Considerando o sistema sys do exemplo anterior, a resposta ao
impulso é obtida com o comando:

» impulse (sys);

O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela gréfica, como mostra a
Figura 19. Opcionalmente, pode-se fornecer um valor em segundos para o tempo
final de simulagdo. Por exemplo, para simulacdo de 10s deve-se digitar o comando
(Figura 20),

» impulse (sys,10);

E possivel, ainda, armazenar os vetores do tempo de simulagdo (criado auto-
maticamente pelo MATLAB) e da resposta do sistema, sem desenhar o gréfico
correspondente. Por exemplo, o comando,

» [y t] = impulse(sys,10);
retorna vetores de tempo e saida.

Impulse Response Impulse Response

Amplitude

| 2 3 4 5 5 7 8 0 1 2 3 7 8 9 10

Time (seconds) Time (seconds)

Figura 19: Fungdo impulso. Figura 20: Fungdo impulso 10s.

8.2.2  Fungdo degrau unitdrio

A simulagdo da resposta a uma entrada em degrau unitario é feita pela fungao
step, como em:

» step(sys);

O resultado desta simulagdo estd representado na Figura 21.

Nao é possivel alterar a amplitude do degrau usado na simulag¢do. Porém, como
se trata da simulacdo de um sistema linear, a saida para uma entrada em degrau
de amplitude A pode ser calculada como ya (t) = Ay(t).

E possivel controlar o tempo de simulagdo e armazenar os vetores de resposta
(saida e tempo). No exemplo,

» [y t] = step(sys,10);
sdo armazenadas a saida y e tempo t para o intervalo de 0 — 10s.

As fungdes impulse e step permitem que o usudrio forneca um vetor de
tempo a ser usado na simulagdo. Exemplo:
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Step Response
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Figura 21: Fungao step do MATLAB

t = 0:0.01:15;
step (sys,t);

8.2.3 Entrada genérica
Para simular a resposta de um sistema linear a uma entrada genérica é preciso

usar a fun¢do 1sim, fornecendo a especificagdo do sistema e os vetores de entrada
e de tempo de simulagdo. Para o sistema sys definido anteriormente,

com mesma dimensao de t

% Vetor de tempo de simulacao
% Vetor de entrada,

(t),1);
% Atribuicao de valores nao nulos

t = 0:0.1:10;
zeros (length
= 0.5;

u =
u(21:30)
% Simulacao

3
lsim(sys,u,t);
O resultado da simulagdo é apresentado em uma janela grafica, como mostra a

Figura 22.
Linear Simulation Results
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Figura 22: Resposta a um sinal genérico.

O comando 1sim também pode ser utilizado na seguinte forma,




8.3 EXERcCICIOS

Figura 23: Sistema massa-mola-amortecedor representando 1/4 de veiculo.

» lsim(b,a,u,t);
quando a equagdo diferencial tem a forma geral,

n dn71 d b m b d b

e (t)+anf1Wy(t)+---+a1ay(t)+aoy(t)— mdtimu(t)‘F---‘F 1au(t)+ ou(t)
(5)

onde

b = [bm, bm—1,bm—2,..,b1,bp] é o vetor de coeficientes especificados no lado
direito da Equacdo 5, que é a equacdo de interesse;

a=I[1,an_1,an-2,..,a1,ap] é o vetor de coeficientes do lado esquerdo da Equa-
Gao 5;
u = é o vetor de instantes conhecidos do sinal u(t) especificados na Equacao 5;

t = vetor da mesma dimensdo de u, o k-ésimo elemento t(k) de t é o tempo, em
segundos, no qual ocorre a entrada u(k);

y = vetor da mesma dimensdo de u e t que representa instantes do sinal y(t)
que satisfazem a Equacao 5.

Por exemplo, pode-se comprovar que a relagdo entre a altura u(t) de uma via
e a altura y(t) do carro contendo um sistema de absor¢do de energia massa-mola
entre as rodas e o chassis é (Figura 23),

. b k b k
Yt + )+ —y(t) = g+ —ult) + —u(t) (6)

Veja que, nesse caso, u(t) é um deslocamento (perturbagdo) e ndo uma forga!

Por fim, pode-se converter a equacdo no formato Equacdo 6 em equagdes no
espago de estados, conforme Equacdo 1 através do comando tf2ss, do inglés
transfer function to state-space:

« [A,B,C,D]=tf2ss (b, a)

8.3 EXERcicIOS

1. Dada a equagdo diferencial abaixo que representa a dindmica de um sistema:
2G(t) +y(t) +3y(t) = Su(t)

Pede-se:
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* Dado que a saida do sistema é a varidvel y(t), coloque o sistema na
forma do espago dos estados e defina as matrizes A,B,C e D do sis-
tema.

* Defina o sistema no MATLAB usando uma variével tipo sys.

¢ Simule a resposta do sistema para uma forca externa de entrada u(t)
na forma de degrau unitario no intervalo de tempo de o0 a 30 segundos.
Apresente os graficos da entrada degrau e da variavel y(t).

¢ Defina uma forca externa de entrada u(t) senoidal com frequéncia de
2rad/s no intervalo de tempo o a 10 segundos. Note que a fungdo
senoidal é dada por sin(2t). Use um vetor de tempo com incremento
de o.01 segundos.

e Simule a resposta do sistema para a entrada senoidal definida no item
anterior. Apresente os gréficos da entrada degrau e da varidvel y(t).

2. Suponha que um automével em movimento passe por diferentes obstdculos
(elevagoes) na pista. Analise a resposta do 1/4 de modelo de veiculo aos
dois obstadculos mostrados na Figura 24. Dados: m = 100Kg, b = 500Ns/m
e k = 200N/m. Duplique e quadruplique o amortecimento, e compare as
respostas.

Tv(t) Tv(t)

Tu(t) o d=0.25m Tu(t) o / d=0.25mm

Figura 24: Dois modelos de obstéculo.
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A simulagdo de um sistema consiste na solugdo de suas equagdes diferenciais
para condigdes iniciais e condi¢des de contorno diferentes de zero. Condi¢des de
contorno sdo as entradas do sistema. Neste Capitulo serd visto como se pode uti-
lizar o MATLAB para resolver equagdes diferenciais ndo lineares. No MATLAB,
ha diversas fun¢des, chamadas solucionadores, do inglés solvers, que utilizam o
método Runge-Kutta em passo varidvel para resolver equacdes diferenciais nume-
ricamente. Os dois solucionadores mais utilizados sdo a fun¢do ode45 e a funcdo
odel5s. A fungdo bésica, e que deve ser sempre testada primeiro, é a ode45, que
utiliza combinacdo dos métodos de Runge-Kutta de quarta e quinta ordem. Se a
solucdo da equagdo com esse solucionador apresentar problema de convergéncia
ou erro, entdo utlize a ou, a fungdo odel5s.

A sintaxe para para equagdes diferenciais de primeira ou segunda ordem é
basicamente a mesma. No entanto, os arquivos .m sdo bastante diferentes.

9.1 EDO DE PRIMEIRA ORDEM

Para equagdes diferenciais de primeira ordem, do tipo,

y="~fty)  ylto) =yo (7)

a sintaxe bésica para ode45,

» [tout, yout]=oded5 (@ydot, tspan,y0,options);
onde @xdot é uma function cujas entradas sdo t,y e a saida é um vetor coluna
(ntimero de linhas igual a ordem da equacéo) que representa dy/dt, isto é, f(t,y).
O vetor tspan=[t0, tf] define o intervalo de tempo da simulac¢do’; e y0 é
a condigdo inicial. O argumento options refere-se aos recursos avangados dos
solucionadores, e ndo serdo tratados aqui. Procure na Internet informacgoes sobre
o argumento, que é criado com a fungdo odeset.

Enfim, essa funcdo integra o sistema de equagdes diferenciais definido por y =
f(t,y) do tempo inicial t0 ao tempo final t£f com condi¢des iniciais y0. Melhor
maneira de entender essa confusdo toda é com um exemplo...

Dado o sistema descrito pela Equacao 7:

t?y =y+3t
y(1) =-2

Inicialmente, cria-se a funcao ydot,

1<t<4;

1 function dydt= ydot(y,t);
dydt=(y+3*t) /t"2;
end

A condigdo inicial dada é que y = —2 para t = 1 e queremos integrar 1 <t < 4.
O seguinte conjunto de comandos mostra explicitamente a solucéo,

tspan = [1 4]; $vetor intervalo de integracao
2 y0 = -2; $condicao inicial

1 Quaisquer valores intermedidrios especificos entre t0O e tf em que se deseja saber a solugdo podem
ser adicionados em tspan, utilizando tspan = [t0, tl1l, t2, ..., tf]
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[tout,yout] = oded5(@ydot,tspan,y0); S%$resolve o problema
plot (yout, tout)

9.2 EDO DE SEGUNDA ORDEM

Para resolver uma equacdo de segunda ordem (ou superior) com os solucionado-
res de EDO do MATLAB vocé deve, inicialmente, escrever as equagdes na forma
de variaveis de estado. Considere o exemplo,

57+ 7y +4y =u(t) 0<t<e6

para u(t) = sin(t) e condi¢des iniciais y(0) =0 e y(0) = 9.
Define-se duas novas varidveis, x; e x; de modo que,

X1 =X2
. L] () 4 7
X =17 =-u(t)—=-x7 —=x
2=Y=¢ 5X1 ~ 5X2
Préximo passo é criar uma fungéo que calcule os valores de %1 e X, e armazene-

0s em um vetor coluna,

1 function xdot=estado_1 (t, x)
xdot=[x(2); (1/5)*(sin(t)—-4*x(1)-7+x(2))];

E, para utilizar a fun¢do ode45,

» [t,x]=o0ded5 (@estado_1,[0,6]1,[3,9]);

Para plotar as duas fungdes x e x; versus t, utilize a fun¢do plot (t, x); para
plotar apenas y = x digite plot (t,x(:,1)).

9.3 MODELO DE UM PENDULO NAO LINEAR

Esta se¢do é um resumo do exemplo apresentado em Palm III [4], capitulo 9,
paginas 389-392. O exemplo refere-se a um péndulo de massa m concentrada
na extremidade de uma haste de massa desprezivel, mostrado na Figura 25. A

equagdo de movimento do sistema é,

éJr%sinB:O

(o)

S
L

Figura 25: Péndulo.

Suponha L = Tm e g = 9,81m/s2. Utiza-se 0 MATLAB para resolver a equagao
para 8(t) em dois casos: 8(0) = 0,5rad e 8(0) = 0,8nrad, sempre com 6(0) = 0.
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9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUA(;C)ES NAO LINEARES ACOPLADAS

9.3.1 Linearizagio do problema

Para 4ngulos pequenos, sin® ~ 6, tornando a equagéo linear,

5,9,
S—I-LG—O

cuja solugdo é trivial,

0(t) = 0(0) cos \/Et

para 0(0) = 0. Assim, a amplitude de oscilagdo é 0(0) e o periodo é T = 2rt/L/g =
2,006s

9.3.2 Equagdes de estado
Sejam x1 =0 e x; =0,
X1 =9 =X
%3 =6 = — I sinx;
L

Dessa forma, soluciona-se os dois casos propostos gerando a function,

function xdot=pendulum (t, x)
g=9.81; L=1;

3 xdot=[x(2); -(g/L)*sin(x(1))1;
end

e os comandos (cuidado com o comando gtext, aprenda a usé-lo),

[ta,xa]l=o0de45 (@pendulum, [0,5], [0.5,01);
[tb, xb]=0ded5 (@pendulum, [0,5], [0.8xpi,0]);
plot(ta,xa(:,1),tb,xb(:,1));

xlabel (' Tempo [s]');

ylabel (" Angulo [rad]’);

gtext (Caso i’),gtext ('Caso 2');

A solugao estd ilustrada na Figura 26.

9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUAGOES NAO LINEARES ACOPLADAS

Para o seguinte sistema acoplado de equagdes diferenciais,

Yy=%x+y-+cosy

.2 ®)
X =y~ +tany

A solucdo, via MATLAB, é a seguinte (Figura 27),

1 couplode = @(t,y) [y(2); y(4)"2 + tan(y(3)); y(4); cos(y(3)) + y(2)
+ y(4)];
[t,y] = oded5(couplode, [0 0.4999xpi]l, [0;0;0;0]1);
figure (1)
plot (t, vy)
grid

6 str = {'$S \dot{y} $8', 'SS y $S8', '$$ \dot{x} $$', 'S$SS x $S'};

legend(str, 'Interpreter',6 'latex', 'Location', 'NW'")
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Figura 26: Solucdo do péndulo para duas condigdes iniciais.
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Figura 27: SOlucdo do sistema acoplado de equagdes diferenciais dado pela Equacao 8.



9.4 SISTEMA DE VARIAS EQUAGOES NAO LINEARES ACOPLADAS

9.4.1 Exemplo: Sistema de transmissio

O sistema de transmissdo do Porshe Panamera S E-Hybrid 2014 é mostrado na Fi-
gura 28. Destaca-se o caminho da unidade de propulsdo, com os motores elétrico
e a combustdo até as rodas traseiras. O bindrio gerado pela combustdo e forgas
de eletro-magnéticas da unidade de propulsdo é aplicado ao volante de inércia
do motor de combustdo e ao rotor do motor elétrico. Ambas as partes tém inér-
cia significativa e constituem a primeira massa do sistema MMAM (Massa-Mola-
Amortecedor-Mola). O eixo de transmissdo que liga a unidade de propulsdo com
o diferencial tem rigidez limitada e atua como uma mola. A elasticidade do eixo
resulta no amortecimento. Finalmente, a inércia do diferencial e as rodas traseiras
podem ser considerados como a segunda massa do sistema.

Massa 2:
Rodas traseiras

\._eia_

Amortecedor:
Elasticidade do eixo de transmissdo

Massa 1:
Mecanismos/motor

Mola:
Rigidez do eixo de transmissdo

Figura 28: Sistema de transmissdo do Porshe Panerama, modelo 2014.

O modelo dinamico do sistema esta ilustrado na Figura 29 e pode ser definido
através das seguintes equagoes diferenciais,

91 = W1

8, = wy

(1)1Z%[k(ez—en-Fd(wz—w])-l-Tm] (9)
1

w7 —]L[k(e] —02)+dwi—(d+b)ws]

d

—1 -

0, o,
Figura 29: Esquematizacdo do sistema MMAM.

Estude o modelo dindmico para as varidveis definidas na Tabela 14.
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9.5 EXERCICIOS

Nome Descricao Valor

J1 Momento de inércia da primeira  3.75 10~®kgm?
massa

]2 Momento de inércia da segunda  3.75 10~ ®kgm?
massa

k Rigidez torsional do eixo 0.2656Nm/rad

d Amortecimento torcional do 3.215107°Nms/rad
eixo

Tm Torque do motor 10 1072Nm

b Atrito viscoso 1107 °Nms/rad

Tabela 14: Parametros do sistema MMAM.

9.5 EXERCicIOS

1.

2.

Calcule e plote a seguinte equagdo linear (defina os limites),
dy .
10a—|—y=20+7sm2t y(0) =15

A equacio,
10T+T=Ty
descreve a temperatura T(t) de um determinado objeto imerso em um banho

liquido de temperatura constante Ty.

Suponha que a temperatura inicial do objeto é T(0) = 70°F e a temperatura
do banho é Ty, = 170°F. Plote a temperatura T(t) como fun¢do do tempo e
defina:

* Valor em estado estaciondrio: limite da resposta quando t — oo;

o Tempo de assentamento: tempo para que a resposta alcance e se mantenha
dentro de uma determinada faixa percentual (normalmente 2%) em
torno do valor em estado estacionério;

¢ Tempo de subida: tempo necessario para que a resposta va de 10 a 90%
do valor em estado estaciondrio;

* Resposta de pico: o maior valor da resposta;
* Tempo de pico: o instante em que a resposta de pico ocorre.
Extraido de Palm III [4]. O modelo do circuito RC mostrado na Figura 30

pode ser encontrado a partir da lei das tensdes de Kirchhoff e da conservagao
da carga:

RCy +y =v(t)

Suponha que o valor de RC seja o,1s. Utilize um método numérico para
encontrar a resposta para o caso em que a tensdo externa aplicada v(t) =
0 é zero e que a tensdo inicial do capacitor seja y(0) = 2V. Compare os
resultados com a solugdo analitica, que é

y(t) =2e 1

59



9.5 EXERCICIOS 60

©

1l
1
=
5

Figura 30: Circuito RC.

4. A equacdo de movimento para um péndulo cuja base se move horizontal-
mente com uma aceleragdo a(t) é,

L6+ gsin® = a(t)coso

Suponha g = 9. 81m/sZ, L =1Tme 6(0) = 0. Plote 0(t) para 0 < t < 10s para
0s seguintes casos:

e aceleracio constante a = Tm/s? e 8(0) = 0,5rad ou 6(0) = 3rad

* aceleragdo linear com o tempo a =0, 5t m/sZ e 0(0) = 3rad

5. Quando seu corpo é exposto a vibragdes, tais como quando passeando em
um carro, pessoas que ndo possuem o pescoco suficientemente rigido freqiien-
temente respondem a este estimulo com severas dores de cabeca e tonturas.
Um fabricante de carro quer projetar um novo carro, no qual estes proble-
mas sejam minimizados . A Figura 31 mostra um modelo mecéanico de um
corpo humano sentado. As pernas ndo sdo modeladas, pois ndo contribuem
para a potencial oscilagdo do corpo. Monte o modelo matematico do sistema.
Considere que a entrada é uma forga periddica com freqiiéncia de 1 Hz e a
saida de interesse é a distdncia entre a cabega e o corpo. Faga uma simulagao
e comente os resultados.

Head
M=12kg Tx
1

T |
k; = 0.3 kgsec % 1T'Bl=0,8kgsec1

Upper Torso
My=1dke W5

k2 = I B2 =
8 kgsec'2 \T‘ 10 kgaec'l
Arms kg= B, = 12 kgsec'!
Mj3=32kg|3 kgsec?

2

Lower Body
M, =24kg T

Le

Figura 31: Modelo do corpo humano sentado. Dados médios para um humano adulto
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Parte V

TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace permite a solugdo de uma equagéo diferen-
cial ordindria de coeficientes constantes através da resolugdo de uma
equagcdo algébrica. .



NUMEROS COMPLEXOS

10.1 O NUMERO IMAGINARIO

O ntimero imagindrio v/—1 ja estd definido no MATLAB pelas variaveis i ou j,

» 7
ans =
0.0000 + 1.00001
» i
ans =
0.0000 + 1.00001

Observa-se que o sinal de multiplicacdo < * > foi necessario depois da expres-
sdo sqrt(3), em z1, mas ndo foi necessario depois do ntimero 2, em z2.

Um ntmero complexo z € C pode ser escrito na pode ser definido pelo par
ordenado (x,y) de ntimeros reais x e y, ou por suas coordenadas polares 1,0,

z=x+yi z=1e% =1 (cos0+1isin0)

onde %,y sdo a parte real e imagindria, respectivamente; e r e 0 sdo nliimeros reais
e representam, respectivamente, o médulo e o dngulo ou fase de z,

T =lz| = Vx2 +y?

0 = /z = arctan Y
X

A representagdo grafica de um ntmero complexo z € C feita no plano complexo
estd ilustrada na Figura 32a.

z i
imagindrio

@

£ —

Vi - 9
= : =
T i g 5 z = el
:‘\ L

Eixo real 8 \
. B |
x=|z|cos@ ; -
| | Eixo

2 \ real

=

@

£

on

© >,

£ LY /

= \ /

= : ;

2

&= o

(a) Plano s. (b) z = e'f,

Figura 32: (a) O Plano s, em coordenadas cartesianas e polares; (b) circunferéncia de raio 1
centrada na origem do plano s.

Outro resultado bastante util é,

et =1, vo
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10.2 OPERAGOES MATEMATICAS
ou seja, z = €' ¢ um ponto de uma circunferéncia de raio 1, centrada na origem
do plano s, cujo dngulo com o eixo real positivo é 0 (Figura 32b).

Para definir um ntimero complexo faz-se, por exemplo:

» z1 = -1 + sqgrt(3)*1
z1l =

-1.0000 + 1.73211
»z2 = -1 - 21
z2 =

-1.0000 - 2.00001

10.2 OPERAGCOES MATEMATICAS

Seguem as regras bdsicas para operagdes de ntimeros complexos. Caso tenha al-
guma duvida, recorra ao seu material das aulas de célculo ou [2].
Dados os ntimeros complexos z1 e z,

z1 =x1+yili  zp =% +ysi

a soma, subtra¢do, multiplicacdo e divisdo, sdo dados, respectivamente, por:

z1 +2z3 = (x1 +x2) +1(y1 +y2)
z1 —z3 = (x1 —x2) +1(y1 —y2)
z1z22 = (x1%2 —y1y2) + (x1y2 +x2y1) 1

2 tzy = <X1Xz+y1yz>+i<y1XzX1yz>, 2 £0

X3 +3 X3 +3

Reescrevendo os nameros complexos z7 e zz,

z1 =711 (cos07 +1sin07) z7 =715 (cos0y +1sin6>)
Pode-se provar que,

2122 =111 [cos (01 +602) +1isin (07 + 02)]

Um caso particular, de interesse, seria o produto em que um dos complexos tem
moédulo unitdrio. Neste caso o resultado pode ser interpretado meramente como
uma rotagdo de sua representagdo polar. Isto é, com 1, = 1, tem-se:

z1zp =17 [cos (07 +03) +1isin (07 +63)]

Ainda, exponenciacdo e logaritmo de um ntimero complexo podem ser defini-
dos como,

eZ

e® (cosy +1isinx)

Inz=Inr+10

Assim:
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» z3 = zl+z2
z3 =

-2.0000 - 0.26791
»zd4 = z1 - z2
z4 =

0.0000 + 3.73211
»zb = zlxz2
z5 =

4.4641 + 0.26791
»z6 = z1/2z2
z6 =

-0.4928 - 0.74641

E sempre bom lembrar que...

»z71 = 1/1
z7 =

0.0000 - 1.00001
»z8 = 2/1
z8 =

0.0000 - 2.00001
»z9 = 1/(23)" 2
z9 =

-0.2500

10.3 FUNGOES

10.3 FUNCOES

Qualquer fungdo existente no MATLAB pode ser utilizada tanto para ntimeros re-
ais como para ntimeros complexos. As fun¢des mais comuns sdo definidas pelos
comandos abs (médulo), angle (fase ou angulo), exp (exponencial), 1log (lo-
garitmo neperiano), Além dessas fun¢des tem-se as fungdes real (parte real de
nimero complexo) e imag (parte imagindria de ntimero complexo).

A seguir apresentam-se exemplos de utilizacdo dessas funcdes:
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»» z = -1 + 1
7z =

-1.0000 + 1.00001
»imag (z)
ans =

1
»real (z)
ans =

-1
»abs (z)
ans =

1.4142
»angle (z)
ans =

2.3562

Note que a unidade para dngulos utilizada pelo MATLAB é radianos. Se for
desejado um angulo em graus deve-se fazer a conversdo fazendo-se:

» angle(z)*«180/pi
ans =

135

De maneira geral,

» exp(z)
ans =
0.1988 + 0.30961
» log(z)
ans =

0.3466 + 2.35621

Ou, finalmente, como discutido na Figura 32b,

» exp (01)
ans =
1
» exp (pixi)
ans =
-1.0000 + 0.00001
» exp(pi/2+*1)
ans =
0.0000 + 1.00001
» exp (-pi/2x1)
ans =

0.0000 - 1.00001




10.4

10.4 EXERcCIcIOS

EXERCICIOS

. Use MATLAB para calcular elm/3 el—i o=3mi/4

. Use as fungdes do MATLAB para calcular a forma polar dos ntimeros com-

plexos 2 —5i, 3471, 6 +4i.

. Use as fun¢ées do MATLAB para converter os niimeros complexos da forma

polar para forma padrao: 4e>t, —6e 31, 2¢721,

. Dado w = 3e'™/3, Use as fun¢des do MATLAB para calcular w2, w3, 1 /w

and w+ 1.
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FUNCAO DE VARIAVEL COMPLEXA

11.1 INTRODUGAO

Seja s um ndmero complexo qualquer pertencente a um conjunto S de ntimeros
complexos. Dizemos que s é uma varidvel complexa. Se, para cada valor de s,
o valor de outro nimero complexo w é determinado, entdo w é uma funcdo de
varidvel complexa s no conjunto S:

w = F(s)

O conjunto S é chamado de dominio de F. A fungao F(s) pode ser expressa pela
soma das suas componentes real e imagindria:

F(s) = Fx + iFy

Sendo F(s) um ntimero complexo, obedece as mesmas defini¢bes e proprieda-
des estabelecidas no Capitulo 10. Em particular:

e Valor absoluto de F(s): [F(s)| = \/ﬂ

* Argumento de F(s): O = tan (%)

No que segue, utilizaremos uma defini¢do da varidvel complexa, mais afeita aos
desenvolvimentos relativos a teoria de sistemas dindmicos e sistemas de controle:

s =0+ iw, (10)

onde o é a parte real e iw a parte imagindaria da varidvel complexa.

11.2 LIMITE

Uma vizinhanga de um ponto zy é o conjunto de todos os pontos para os quais:
Is —sol <€,

onde € é alguma constante positiva. Portanto, uma vizinhanga consiste em todos
os pontos de um disco, ou regido circular, no plano complexo, inclusive o centro
zp, mas, sem incluir o circulo de contorno.

Seja F uma funcdo definida em todos os pontos de uma vizinhanga de um ponto
sp, exceto, eventualmente, o préprio ponto sg. Dizemos que o limite de F, quando
s tende a sp, € um ntimero wy, quando o valor de F é arbitrariamente préximo
de wy para todos os pontos s de uma vizinhanga de sg, exceto, eventualmente,
s = sp, quando essa vizinhanga se torna suficientemente pequena. De forma mais
precisa,

lim F(s) =wg
S—Spo

se, para cada niimero positivo € existe um nimero positivo o tal que:

[F(s) —wol < €, sempre que |s —sp| < b (s #sg)
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11.3 CONTINUIDADE

Teorema 1 Sejam
F(s) =u(o, w) +1v(o, w), s =o0+1iw, So = 0p + 1wg

Entdo,
Existe o limite de F(s) em sg e € igual a ug + ivg, lims_s, F(s) = up +ivp, se e
somente se 0s limites de w e v existem em o e wy e sdo iguais a g e vy, respectivamente.

Teorema 2 Sejam, F e G fungdes cujos limites existam em s :

lim F(s) =wg Iim G(s) =W,

S—Spo S—So
Entdo

Iim [F(s)+ G(s)] =wg + W,

S—Spo

lim [F(S)G(SH = WoWO

S—So

. F(S) . Wo
gth_Wo Wo 70

11.3 CONTINUIDADE

Uma fungdo F é continua num ponto sg se, e somente se, todas as trés condi¢des
abaixo sdo satisfeitas:

F(sp) existe

lim F(s) existe
S—So

lim F(s) = F(sp)

S—So

11.4 DERIVADA E AS RELAGOES DE RELAGOES DE CAUCHY-RIEMAN
Suponha que,
F(s) = u(o, w) +iv(o, w)

onde, conforme ja definido, s = o+ iw.
As relagoes de Cauchy-Rieman sdo dadas por (ver detalhes em [2]),

ou v ov ou

ke e DA e
doc dw oo ow
Obedecer as relagdes de Cauchy-Rieman é condigdo necessdria e suficiente para a
existéncia da derivada de uma fun¢do em determinado ponto.

Teorema 3 Se a derivada F'(s) de uma fungio F(s) = u(o, w) + iv(o, w) existe em um
ponto sg, entdo as derivadas parciais de primeira ordem, em relacdo a o e w, de cada uma
das partes u e v existem neste ponto e satisfazem as relacdes de Cauchy-Rieman. Além
disso, F'(s) é dada em termos dessas derivadas parciais de acordo com:

df(s) _u  ,ov _ v ,0u
ds 90 90 dw Odw

Teorema 4 Sejam u e v fungdes reais e univalentes das varidveis o e w as quais, jun-
tamente com suas derivadas parciais primeiras, sio continuas no ponto sg. Se essas
derivadas satisfazem as relagdes de Cauchy-Rieman neste ponto, entiio F'(s) da fungio
F(s) = u(o, w) +iv(o, w) existe, sendo sy = 0o + iwy.
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11.5 FUNGOES ANALITICAS

11.5 FUNGOES ANALITICAS

Uma fungdo F de varidvel complexa s se diz analitica num ponto sg, se sua deri-
vada F’(s) existe ndo s6 em sp, como também em todo ponto s da vizinhanga de
so. F é analitica num dominio do plano complexo se ela é analitica em todo ponto
desse dominio.

Se uma funcgdo é analitica em algum ponto de cada vizinhanga de um ponto sg
exceto no préprio ponto sp, entdo o mesmo é chamado ponto singular, ou singula-
ridade da fungdo. Um ponto singular que resulta em F e suas derivadas tendendo a
infinito é chamado de polo da fungio. Por exemplo, para

1

Fls) = s2+1

Os pontos s =i e s = —i sdo polos de F(s). Veremos que os polos possuem um
papel importantissimo na andlise e projeto de sistemas dinamicos.

Desde que as hipéteses dos teoremas da se¢do de derivadas sejam observadas
num dominio D os seus resultados sao suficientes para garantir que uma funcao
F seja analitica nesse mesmo dominio.

Dadas duas fungdes analiticas F e G em um dominio D, sua soma é analitica em
D, seu produto é analitico e D seu quociente é analitico no mesmo dominio desde
que a funcdo do denominador ndo se anule em D. Em particular, o quociente P/Q
de dois polindmios é analitico em qualquer dominio no qual Q(s) # 0.

11.6 DERIVADAS NO MATLAB

As seguintes functions,

function [zderiv] = dds(f,x,y,2z)
syms x y real;
3 syms s complex;

s = x + ixy;

s_deriv = (diff(f, 'x'))/2 - (diff(f,'y'))~*i/2
end

function [zbarderiv] = ddsbar (f)

syms x y real;
syms s complex;

4 S = x + ixy;
sbar_deriv = (diff(f, 'x'))/2 + (diff(f, 'y'))xi/2
end

calculam, respectivamente, a derivada da fun¢do complexa f em funcdo de s e
de seu conjugado .

Por exemplo, ap6s ativar as fun¢des acima, digite as informagdes necessarias ao
MATLAB, a fim de fazer calculos complexos,

» syms X y real
» syms s complex

» s = x + ixy

Depois defina uma fungéo,

» £ = s*2

Finalmente digite dds (£). O MATLAB ira fornecer uma resposta equivalente
a 2(x +1y), que é a diferenciagdo de s?> com respeito a s. Se, por outro lado, vocé
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11.7 EXERCIcIOS

digitar no prompt do MATLAB, ddsbar (£f), vocé vai obter uma resposta 0, que é
a diferenciagdo de s* com respeito a s.

11.7 EXERCIcCIOS

1. Para praticar, dadas as fungdes s e seu conjugado §, calcule:

3 6 2

2 s§

i5253 9 sinss —s“5° e
0s 0s 03 05
2. Verifique se cada uma dessas fung¢des obedece as relagdes de Cauchy-Rieman
onde quer que seja definida:

® F(s) =sins— %;
* F(s) = e2s—s’ _ s2;
. Fls) = 5

* F(s) =s(tans+s);

3. Verifique se cada uma dessas fungdes NAO obedece as relagdes de Cauchy-
Rieman onde quer que seja definida:

o F(s) = Is|* —Is?;

d F(S) = Szi_1 7
e F(s) =5 (5% —5s);
® F(s) =5sinscos§;

4. The function F(s) = s2 — s> obedece as relagdes de Cauchy-Reiman? A parte

real u descreve um fluxo de estado estacionario de calor em um disco uni-
tario. Calcule a parte real u. Verifique se u satisfaz a equagdo diferencial
parcial,

00

Essa é equacdo de Laplace.
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TRANSFORMADA DE LAPLACE

12.1 INTRODUGAO

A Transformada de Laplace é um método operacional que pode ser utilizado para
converter fun¢des comuns, como senoidais, exponenciais, etc..., além de diferenci-
ais e integrais, em fun¢des algébricas de uma varidvel complexa s. A edigdo ante-
rior do livro texto [3] tem o Capitulo 2 dedicado ao estudo da Transformada de
Laplace. Aqui, apresentamos apenas as Tabela 15, com, respectivamente,os pares
de transformadas de Laplace e as propriedades das transformadas.

(1) | Fls)

Impulso unitario 5(t) 1

Degrau unitario 1(t) %

Rampa t ;—2

A n=123.. nl

th,n=1,23.. e

eiat S‘|]‘C1

te—at (s+]a)2

At e et n=1,2,3.. e

thlemat n=1,2,3.. W

sin wt ser%

cos wt ﬁ

sinh wt Tow?

cosh wt ﬁ

a(1—e ) Tora)

ﬁ (e—at e—bt) m

pra (be™" —ae™e) [EED]

ﬁ 1+ ﬁ (be 9t —aePt)] m

é (1—e 9t —ate2t) S(Sla)z

ﬁ (at—T+e 9t 52(51+a)

e %sin wt m

e %t cos wt (Hfjﬁ
e tnt sin (“’“ 1- Czt)' s2+2c$is+w%

0<C<1)

f\/#e Cwntgin (wn 1 —Czt—cb) %

¢=M(O<C<1,O<¢<n/2)

N

Tabela 15: Cédigos para cores, marcadores e tipos de linha em graficos no MATLAB.
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12.2 LIMITE

Seja s um ntimero complexo qualquer pertencente a um conjunto S de ntimeros
complexos. Dizemos que s é uma varidvel complexa. Se, para cada valor de s,
o valor de outro niimero complexo w é determinado, entdo w é uma fungdo de
varidvel complexa s no conjunto S:

w = F(s)

O conjunto S é chamado de dominio de F. A fungdo F(s) pode ser expressa pela
soma das suas componentes real e imagindria:

F(s) = Fx +iFy

Sendo F(s) um nimero complexo, obedece as mesmas defini¢des e proprieda-
des estabelecidas no Capitulo 10. Em particular:

e Valor absoluto de F(s): [F(s)| = \/F%TF%,

* Argumento de F(s): O = tan (%)

No que segue, utilizaremos uma defini¢do da varidvel complexa, mais afeita aos
desenvolvimentos relativos a teoria de sistemas dindmicos e sistemas de controle:

s =o0+iw, (11)

onde o é a parte real e iw a parte imaginaria da varidvel complexa.

12.2 LIMITE

Uma vizinhanga de um ponto zy é o conjunto de todos os pontos para os quais:
Is —sol <€,

onde € é alguma constante positiva. Portanto, uma vizinhanga consiste em todos
os pontos de um disco, ou regido circular, no plano complexo, inclusive o centro
zp, mas, sem incluir o circulo de contorno.

Seja F uma fungéo definida em todos os pontos de uma vizinhanga de um ponto
sp, exceto, eventualmente, o préprio ponto sg. Dizemos que o limite de F, quando
s tende a sp, € um ntimero wy, quando o valor de F é arbitrariamente préximo
de wy para todos os pontos s de uma vizinhanga de sp, exceto, eventualmente,
s = so, quando essa vizinhanga se torna suficientemente pequena. De forma mais
precisa,

lim F(s) =wyg
S—So

se, para cada niimero positivo € existe um nidmero positivo & tal que:
[F(s) —wol < €,sempre que [s —sp| < & (s # sg)
Teorema 5 Sejam
F(s) =u(o, w) +1iv(o, w), s=0+1w, So = 0p + wg
Entdo,

Existe o limite de F(s) em sg e € igual a ug + ivg, lims_s, F(s) = up +1ivp, se e
somente se os limites de uw e v existem em oy e Wy e sdo iguais a g e vy, respectivamente.
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Teorema 6 Sejam, Fe G fungdes cujos limites existam em s :

lim F(s) =wg Iim G(s) =W,

S—Spo S—So
Entdo

Iim [F(s)+ G(s)] =wgo + W,

S—Spo

lim [F(S)G(SH = W()WO

S—So

. F(S) Wy
3113510{6(8)}_% Wo 70

12.3 CONTINUIDADE

Uma fungdo F é continua num ponto sg se, e somente se, todas as trés condi¢des
abaixo sdo satisfeitas:

F(sp) existe

lim F(s) existe
S—So

lim F(s) = F(sp)

S—Spo

12.4 DERIVADA E AS RELAQGES DE RELAQOES DE CAUCHY-RIEMAN

Suponha que,
F(s) = u(o, w) +iv(o, w)

onde, conforme ja definido, s = o +iw.
As relagoes de Cauchy-Rieman sdo dadas por (ver detalhes em [2]),

ou  0v ov ou

ke e o=
Joc dw oo ow
Obedecer as relagoes de Cauchy-Rieman é condi¢do necessdria e suficiente para a
existéncia da derivada de uma funcdo em determinado ponto.

Teorema 7 Se a derivada F'(s) de uma fungio F(s) = u(o, w) + iv(o, w) existe em um
ponto sg, entdo as derivadas parciais de primeira ordem, em relacdo a o e w, de cada uma
das partes u e v existem neste ponto e satisfazem as relacdes de Cauchy-Rieman. Além
disso, F'(s) é dada em termos dessas derivadas parciais de acordo com:

dF(s) ou . ov ov . du

= 41— = — —1—
ds 0c 0o OJw dw

Teorema 8 Sejam u e v fungdes reais e univalentes das varidveis o e w as quais, jun-
tamente com suas derivadas parciais primeiras, sio continuas no ponto sg. Se essas
derivadas satisfazem as relagoes de Cauchy-Rieman neste ponto, entiio F'(s) da fungio
F(s) = u(o, w) + iv(o, w) existe, sendo sy = 0o + iwy.

12.5 FUNGOES ANALITICAS

Uma fungdo F de varidvel complexa s se diz analitica num ponto sy, se sua deri-
vada F’(s) existe ndo s6 em sp, como também em todo ponto s da vizinhanga de
so. F é analitica num dominio do plano complexo se ela é analitica em todo ponto
desse dominio.
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12.6 DERIVADAS NO MATLAB

Se uma fungdo ¢é analitica em algum ponto de cada vizinhanca de um ponto sg
exceto no préprio ponto sp, entdo o mesmo é chamado ponto singular, ou singula-
ridade da fungdo. Um ponto singular que resulta em F e suas derivadas tendendo a
infinito é chamado de polo da fungio. Por exemplo, para

1

Fls) = s2+1

Os pontos s =1 e s = —i sdo polos de F(s). Veremos que os polos possuem um
papel importantissimo na andlise e projeto de sistemas dindmicos.

Desde que as hipdteses dos teoremas da secdo de derivadas sejam observadas
num dominio D os seus resultados sdo suficientes para garantir que uma fungdo
F seja analitica nesse mesmo dominio.

Dadas duas fungdes analiticas F e G em um dominio D, sua soma é analitica em
D, seu produto é analitico e D seu quociente é analitico no mesmo dominio desde
que a funcdo do denominador ndo se anule em D. Em particular, o quociente P/Q
de dois polindmios é analitico em qualquer dominio no qual Q(s) # 0.

12.6 DERIVADAS NO MATLAB

As seguintes functions,

function [zderiv] = dds(f,x,y,z)
syms x y real;
syms s complex;

4 S = x + ixy;
s_deriv = (diff(f, 'x'))/2 - (diff(f,'y"))=*i/2
end
function [zbarderiv] = ddsbar (f)

syms x y real;
syms s complex;

4 S = x + ixy;
sbar_deriv = (diff(f, 'x'))/2 + (diff(f, 'y'))*xi/2
end

calculam, respectivamente, a derivada da fun¢do complexa f em fungdo de s e
de seu conjugado .

Por exemplo, ap6s ativar as fungdes acima, digite as informagoes necessarias ao
MATLAB, a fim de fazer calculos complexos,

» syms x y real
» syms s complex

» s = x + ixy

Depois defina uma funcéo,

» £ = s*2

Finalmente digite dds (£). O MATLAB ira fornecer uma resposta equivalente
a 2(x +1y), que é a diferenciagdo de s?> com respeito a s. Se, por outro lado, vocé
digitar no prompt do MATLAB, ddsbar (£f), vocé vai obter uma resposta 0, que é
a diferenciacio de s com respeito a 3.
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12.7

. The function F(s) = s

12.7 EXERCICIOS

EXERCICIOS

. Para praticar, dadas as funcdes s e seu conjugado §, calcule:

0 0 0 0 .«
6—85253 a—ssins§ a—§52§3 a—geSSZ

. Verifique se cada uma dessas fungdes obedece as relagoes de Cauchy-Rieman

onde quer que seja definida:

® F(s) =sins— %;
* F(s) = e2s—s’ _ s2;
* Fls) = 25

¢ F(s)=s(tans+s);

. Verifique se cada uma dessas fungdes NAO obedece as relacdes de Cauchy-

Rieman onde quer que seja definida:

o F(s) = Is|* —Is?;

d F(S) = Szi_]/
e F(s) =5 (5% —5s);
® F(s) =5sinscoss;

2 — 53 obedece as relacdes de Cauchy-Reiman? A parte

real u descreve um fluxo de estado estacionario de calor em um disco uni-
tario. Calcule a parte real u. Verifique se u satisfaz a equagdo diferencial
parcial,

00

Essa é equagdo de Laplace.
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Parte VI

SIMULINK

O SIMULINK é uma ferramenta amigdvel, utilizada para Modelagem,
Simulagdo e Andlise de Sistemas Dindmicos. O programa se aplica a
sistemas lineares e ndo lineares, discretos e continuos no tempo.



SIMULINK

O SIMULINK é um programa que funciona de forma integrada ao MATLAB,
usado para modelagem e simulagdo de sistemas dindmicos lineares ou ndo-lineares,
em tempo continuo, tempo discreto ou uma combinagdo dos dois modos. Os resul-
tados das simula¢des podem ser visualizados, gravados em varidveis do MATLAB
ou em arquivos de dados.

As simulagdes realizadas com os comandos de linha do MATLAB ou resolvendo-
se as equagdes diferenciais do sistema, como foi visto em itens anteriores, sdo em
geral muito mais simples de serem realizadas no SIMULINK.

13.1 ACESSANDO SIMULINK

Inicie o SIMULINK a partir da linha de comando do MATLAB digitando simulink,
ou clicando no icone do programa na barra de comandos do MATLAB (Figura 33).
A janela principal do SIMULINK serd exibida com as bibliotecas de blocos dispo-
niveis para uso como mostra a Figura 34.

o=
@)
Simulink
Library
SIMULINK

Figura 33: fcone do SIMULINK.

28 Simulink Library Browser
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Figura 34: Biblioteca de blocos do SIMULINK.

Para abrir uma janela para edi¢do de um novo modelo clique no icone New
Model na janela do SIMULINK, ou, se preferir, utilize a tecla de atalho CTRL+N.
A Figura 35 a janela (untitled) aberta.
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3 untitled - Simulinkc - O X
File Edit View Display Diagram Simulstion Analysis Code Tools Help

%-8 Ee-=- % R Era— @ -

untitied

®

[Pauntitled >

B E YO

O

2 e

»

Ready 100% oded5

Figura 35: Area de trabalho.

Para armazenar o modelo clique em File e Save ou pressione CTRL+S. A
extensdo do arquivo é tipo do arquivo é s1x.

13.2 COMPONENTES DE UM MODELO

Um modelo no SIMULINK consiste em trés componentes: fontes, diagrama de
blocos e saidas. As fontes sdo as entradas do sistema e estdo presentes na bibli-
oteca Source, o diagrama de blocos é a modelagem das equag¢des do sistema;
e as saidas sdo os blocos de verificagdo do comportamento e estdo presentes na
biblioteca Sinks.

13.2.1 Fontes

As fontes mais comuns s3o:

CONSTANT - bloco que produz um sinal uniforme. A magnitude pode ser esco-
lhida com um duplo clique sobre o bloco;

STEP - produz uma fun¢do degrau. Pode-se configurar o instante em que se aplica
o degrau, assim como sua magnitude antes e depois da transigdo.

SINE WAVE - gera uma sendide com os seguintes parametros a serem configura-
dos: amplitude, fase e freqiiéncia da onda senoidal.

SIGNAL GENERATOR - pode produzir ondas senoidais, quadradas, dente de serra
ou sinais aleatérios.

A Figura 36 mostra a fonte Step sendo adicionada ao modelo. Basta arrastar da
biblioteca a area de trabalho. Outros sinais podem ser gerados a partir de combi-
nagOes destes blocos apresentados. Para criar um sinal de entrada personalizado,
consulte, por exemplo, a referéncia [5].

13.2.2 Diagrama de blocos

O modelo do sistema continuo estd mostrado nos blocos da Figura 37. Verifique a
opgdo de introducdo de Equagdes de Estado ou Transformada de Laplace.
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Figura 36: Geragdo de uma fonte no modelo.

13.2 COMPONENTES DE UM MODELO
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Figura 37: Diagrama de blocos.
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13.2.3 Saidas

Os dispositivos de saida sdo os blocos que permitem verificar o comportamento
do sistema, estes blocos sdo encontrados na biblioteca de dispositivos de saida

(Sinks).

scoPE O osciloscopio produz graficos a partir de dados do modelo. Nao existem
parametros a serem configurados.

xY GRAPH O bloco de XY Graph produz um gréfico idéntico ao grafico produ-
zido pelo comando plot do MATLAB. Para isso, devem-se configurar os
valores de minimos e maximos, da horizontal e vertical.

DISPLAY O bloco Display produz uma amostragem digital do valor de sua en-
trada.

TO FILE Pode-se ainda armazenar os dados em arquivos do MATLAB para usos
posteriores. Deve-se definir o nome do arquivo a ser criado.

TO WORKSPACE Pode-se ainda enviar os dados para a drea de trabalho do MA-
TLAB utilizando o bloco To Workspace Block. Deve-se definir o nome da

matriz.

sTOP SIMULATION O bloco de parada (Stop Simulation) causa a parada da si-
mulagdo quando a sua entrada for diferente de zero.

28 Simulink Library Browser
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Figura 38: Geragdo do modo de saida do modelo.

13.3 SIMULANDO...

A criagao de modelos no SIMULINK ¢ feita de forma grafica pelo posicionamento,
interligagdo e configuracdo de blocos funcionais. Apds carregar o SIMULINK e
abrir a janela da area de trabalho, os itens abaixo mostram os passos para se
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13.3 SIMULANDO...

criar modelos de sistemas dinamicos, através do uso de um gerador de sinais
e de equagdes no espacgo de estados. Para ilustrar, serd mostrado como obter a
simulac¢do da resposta do sistema Massa Mola Amortecedor (MMA) ilustrado na
Figura 39 a uma funcdo degrau, conforme representado na Figura 4o.

B

Figura 39: Sistema MMA.

Sendo a massa do corpo m = 5kg, coeficiente de amortecimento b = INs/m e a
constante elastica da mola k = 2N/m, as matrizes do sistema, conforme definido
no Capitulo 9, sdo,

X1 _ 0 1 x1(t) n 0 w(t) (12)
ol =25 —1/5| [xat)|  |1/5

x'=Ax+ B

~ —

§ =7 P gt R ) )] "

Degrau Sistemano Scope
Espaco dos Estados

Figura 40: Modelo de sistema dindmico no SIMULINK.

13.3.1  Gerador de Sinais

1. Insira o gerador de sinais,

¢ Entre a lista de op¢des do Simulink Library Browser, selecione
na biblioteca de blocos Simulink;

¢ Escolha um tipo de bloco de fonte de sinal. Por exemplo, Source;

* Selecione Step e arraste este bloco para a drea de trabalho, conforme
jé ilustrado na Figura 36;

e Dé um duplo clique sobre o signal generator ou clique com o botao
direito e selecione os parametros de sua fun¢do Step (Figura 41).

2. Insira os blocos do sistema modelado:

* Qualquer bloco no simulink pode ser pesquisado na linha de comando
(Figura 42). O bloco é adicionado ao modelo clicando-se com o botao
direito sobre o bloco e escolhendo-se a opc¢do de adicionar ao arquivo
(no caso, com nome Exemploz).
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“i Source Block Parameters: Step x
Step

Output a step.

Parameters

Step time:

[ |

Initial value: '

[o |

Final value:
[ |
Sample time:

[o |

Interpret vector parameters as 1-D

Enable zero-crossing detection

7] Cancel Help Apply

Figura 41: Setup da fungdo Step.
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Figura 42: Como adicionar um bloco.

¢ Dé um duplo-clique no bloco State-Space editar suas propriedades.
Ap6s inserir as matrizes da mesma forma como é feito nas linhas de
comando do MATLAB clique em OK (ver Figura 43).

¥ Function Black Parameters: State-Space x
State Space
State-space model:

dyfdt = Ax + Bu

y=0x+Du

Parameters
A
[t01; 215-y3] |

B:
[to;/51 |
(o
[te o1 ]
D:
[o |

Tnitial conditions:
[o |

Absolute tolerance:

[auto |

State Name: (e.g., 'position”)

7] cancel Help Apply

Figura 43: Propriedades conforme Equagdo 12.

3. Insira os dispositivos de saida, por exemplo, o Scope (osciloscépio),

* Clique em Commonly Used Blocks ou Sinks e insira o Source.
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4. Deve-se criar uma conexdo entre os blocos,

¢ Crie uma ligacdo entre o blocos posicionando o mouse sobre a saida
do primeiro bloco e arraste o cursor (que muda para a forma de uma
cruz) até a entrada do segundo bloco. Ao fazer isso a linha pontilhada
se tornard continua, com uma seta de direcionamento do primeiro ao
segundo bloco. Outra opgdo para ligar os blocos é clicar no bloco de
origem, segurar a tecla ctrl e clicar no bloco destino.

¢ Repita o caminho com o mouse ligando os blocos;

* Em nosso exemplo, complete as ligacdes até obter um modelo seme-
lhante ao da Figura 44.

*® =Ax+Bu
y=Cx+Du

h
Y

Step State-Space Scope

Figura 44: Modelo final da area de trabalho, de acordo com exemplo ilustrado na Figura 40.

5. Para realizar uma simulagdo de acordo com o desejado, deve-se antes confi-
gurar os parametros de simulacdo. Para isso clique no icone de configuracdo
e depois em Model Simulation Parameter e Data Import/Export,
para acessar as mais importantes opg¢des de simulagdo (veja Figura 45).
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Figura 45: Parametros de simulagao.

Vale a pena ressaltar algumas opg¢des de interesse:

* Simulation time Refere-se ao intervalo de tempo em que a resposta
dindmica deve ser analisada. O tempo que a simulagdo leva para ser
completada ndo é controlado, pois depende de fatores como a com-
plexidade do modelo e capacidade de processamento do computador.
Configure o intervalo de 8os para nosso exemplo.

* Solvers A simulagdo de um sistema dindmico envolve a integragdo
numérica de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias. Para isso, o
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SIMULINK oferece varios métodos de resolugdo com passos de inte-
gragdo fixos ou varidveis. Normalmente, o algoritmo de passo variavel
ode4s, (ja visto no Capitulo 9) fundamentado no método de Runge-
Kutta, fornece bons resultados.

e Step sizes E possivel controlar os valores dos passos de integracao
dos algoritmos de passo varidvel, como ode45. Como regra geral, pode-
se deixar o controle desses valores a cargo do SIMULINK em uma pri-
meira simulacdo e alterd-los caso os resultados obtidos ndo sejam ade-
quados. De preferéncia, devem-se manter valores iguais para o passo
maximo e inicial. Esta regra pratica funciona de forma conveniente para
a maioria dos problemas de simula¢do, embora nio seja a tinica nem
a mais adequada para todos os casos. Em muitas situagdes é possivel
melhorar os resultados de uma simulacgdo ajustando-se o fator de refi-
namento da simulagdo, como serd discutido adiante.

* Tolerance Os algoritmos de resolugdo usam técnicas de controle de
erro a cada passo de simulagdo. Os valores estimados dos erros sdo
comparados com um erro aceitavel, definido pelos valores de Relative
tolerance e Absolute tolerance, indicados na caixa de didlogo.
Os algoritmos de passo varidvel reduzem o passo de integragdo auto-
maticamente se o erro for maior que o aceitdvel. Em geral ndo é preciso
alterar estes parametros.

e Zero Crossing O SIMULINK utiliza uma técnica conhecida como a
detecgdo de passagem por zero ou zero-crossing detection para localizar com
precisdo uma descontinuidade sem recorrer a intervalos de tempo ex-
cessivamente pequenos. Normalmente, esta técnica melhora o tempo
de simulag¢do, mas pode, eventualmente, levar a uma parada de simu-
lagdo antes do tempo de analise definido pelo usudrio. Dois algoritmos
de zero-crossing detection estdo disponiveis: ndo adaptativo e adaptativo.
Para obter informacgdes sobre essas técnicas, consulte o manual do MA-
TLAB, em zero-crossing algorithm.

®¢ Save options, em Data Import/Export. Permite o controle dos
instantes de tempo em que serdo gerados os resultados da simulagéo.
A opcdo mais ttil é a do controle do fator de refinamento, Refine
factor, que permite obter um ntimero adicional de pontos de simu-
lacdo entre aqueles que o algoritmo usaria normalmente. Por exemplo,
se o fator de refinamento for definido como 5, cada passo de integra-
¢do (de tamanho varidvel) serd divido em 5 subintervalos. Na pratica, é
mais simples e eficiente (do ponto de vista computacional) melhorar os
resultados de uma simulagdo aumentando o fator de refinamento do
que reduzindo o tamanho do passo de integragéo.

Simule a resposta do modelo, clicando em Simulation e Run ou no icone na
barra de ferramentas, conforme ilustra a Figura 46. O programa avisa que a simu-
lacdo terminou emitindo um beep e exibindo a palavra Ready na parte inferior da
janela do modelo. Dé um duplo clique no bloco do osciloscépio (Scope) para ver
a simulagdo do sinal de saida. O resultado deve ser como mostrado na Figura 47.

E possivel alterar as escalas dos eixos a partir das op¢des de configuragio do
bloco (clicando com o botdo direito do mouse em algum ponto do grafico), mas
geralmente basta clicar no botdo de escala automatica, indicado na Figura 47. O
resultado final j4 estd apresentado com o ajuste de escala automatico.

Se o resultado da simulag&do parecer pouco preciso (o que vocé acha!?!) aumente
o fator de refinamento (3 ou 5 costumam ser valores adequados) e simule nova-
mente. Como padrdo, o SIMULINK armazena o vetor de tempo usado na simula-
¢do em varidvel do workspace chamada tout. A criacdo desta varidvel, incluindo
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% Exemplo1 * - Simulink

File Edit View Display Diagram Simulation Analysis  Cod ools  Help

-3 Be-2-eeo P B-2 ]

Exemplol

® |[*a]Exemplo1

@
il

Figura 46: Para rodar o modelo.

Escala automatica

4 Scope

Figura 47: Para rodar o modelo.
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seu nome, pode ser ajustada na aba Data Import/Export em Configuration
Parameters.

Para enviar o resultado da simulagdo para a workspace do MATLAB deve-se
incluir o bloco To Workspace (navegue pela biblioteca Sinks para obter esse
bloco). E importante configurar o bloco To Workspace para gerar valores de
saida no formato array (o formato padrdo é Structure).

E possivel também usar varidveis do workspace como entradas para sistemas
do SIMULINK, usando o bloco From Workspace da biblioteca Sources.

Pode-se também resolver o exemplo da Figura 39 por Laplace. Tem-se,

my =u(t) — by —ky
com condigdes iniciais y(0) =0ey =0
Realizando a Transformada de Laplace,
F(s) —scY(s) —kY(s) = ms?Y(s)
a fungdo de transferéncia resulta em,

Y(s) €L

— m
Fs) sZ+sS+ Xk

G(s) =

Utiliza-se o bloco funcdo de transferéncia Transfer Fcn, em Continuous.
Deve-se preencher os pardmetros do bloco, Figura 48, com numerador [1/5] e

denominador [1 1/52 /5} . A resposta do modelo deve ser idéntica aquela mostrada
na Figura 47.

‘% Function Block Parameters: Transfer Fen > 5

2+1/5s42/5

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or mz
denominator coefficient must be a vector. The o1 Step Transfer Fen Scape
number of rows in the numerator coefficient. Yol

coefficients in descending order of powers of s.

Parameters
Numerator coefficients:

5] |

Denominator coefficients:
[11 1/5 2/5) |

Absolute tolerance:

‘autn |

State Name: (e.g., 'position”)

Q9 Cancel Help Apply

Figura 48: Modelo SIMULINK. Solugéo por Laplace.

13.4 EXERcicIos

1. Resolva o sistema do exemplo MMA ilustrado na Figura 39, agora sem en-
trada no sistema, apenas com deflexdo inicial x, = Tm. Dica: use a opcéo
Integrator duas vezes para achar velocidade e deslocamento.

2. Essa atividade consiste resolver a equacéo diferencial que representa a dina-
mica de um sistema massa-mola-amortecedor néo linear. Um sistema massa-
mola-amortecedor néo linear é representado pelas seguinte equacéo diferen-
cial:

%(t) + 252 (t) + 3Inx(t) = u(t)
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onde x é a posicdo da massa, v é a velocidade da massa e u é a forca aplicada
na massa. Esse sistema pode ser escrito na forma x(t) = f(x,u,t) como
segue:

x(t) =v(t) =f1(t,x,v,u)
V(t) = —2v2(t) = 3Inx(t) +u(t) = f2(t, x, v, u)

Simule o sistema para a condi¢do inicial x(0) = —0, Tm e v(0) = Om/s e para
a forca u(t) variando na forma de um degrau de amplitude igual a 50N
no intervalo de tempo entre o e 10 segundos. Apresente como resultado o
arquivo .m que implementa o vetor de fungdes f e os gréficos da posigdo,
velocidade e forga.
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A.1 caAriTULO 8

1. A Figura 49 mostra as respostas em forma gréfica.

Resposta

Funcao degrau

Linear Simulation Results

Amplitude

4 6
Time (seconds)

(a) Fungdo Degrau. (b) Fungio Senoidal.

Figura 49: Resposta do sistema.

14

19

%% Exercicios propostos cap. Sistemas Dinamicos Lineares
% Equacao diferencial: 2yddot+ydot+3y=5u

ol
ol

Defina o sistema no MATLAB usando uma variavel do tipo sys
b=1; k=3;
1; -k/m -b/m];

o Q ? T =]
———— N

0
=
[0}

%% Simule a resposta para uma funcao degrau unitario no
intervalo 0-30s.
%$Apresente os graficos da entrada degrau e da variavel y(t).

step(sys, 30);

%% Defina um vetor de entrada senoidal com frequencia 2rad/s
no intervalo

%0-10 s. Note que a funcao senoidal eh dada por sin(2t). Use
um vetor de

$tempo com incremento de 0.01ls.

t=0:0.01:10;

u=5.xsin (2xt);
lsim(sys,u,t);
legend('show');
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2. Para os dados: m = 100Kg, b = 500Ns/m e k = 200N/m, a Figura 50
mostra a resposta em forma gréfica para fun¢do degrau (a outra fica por sua

A.1 carituLo 8

conta...).
Reacao do carro a obstaculo na pista
0.45 T T T T T T T T T
—-—-= Altura obstaculo u
Resposta y do carro y, para b
Resposta y do carro, para 2b
Respasta y do carro, para 4b
0.4~ =
035~
03~
0.25
£
o
=
<

Figura 50: Modelo massa-mola-amortecedor simplificado de 1/4 de veiculo, com dois casos

©
)
T

01+

I 1 I I 1 I 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tempo [s]

de pista.

°

15

% Exercicios propostos cap. Sistemas Dinamicos Lineares

o° oo

resposta do veiculo a obstaculos na pista

%$%Parametros

m=1000;

k = 2000;

b = 500;

t = 0:0.01:10;

u = 0.25.x[zeros(1,100),ones (1, length(t)-100)1];
pl=plot(t,u, "r—.");

hold on

%% Equacao diferencial: ddot y + b dot yv + k/my = g + b/m
dot u + k/m u
y=lsim(b,a,u, t)

o o o o

b=[b_m,b_{m-1},b_{m-2},...,b_1,b_0] eh o vetor de coeficientes
especificados no lado direito da equacao, que eh a equacao de
interesse;
% a=[1, a_{n-1},a_{n-2},...,a_1l,a_0] eh o vetor de

coeficientes do lado
esquerdo da equacao;
u= eh o vetor de instantes conhecidos do sinal u(t)

o
S
o
S

especificados
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A.1 carituLo 8

na equacao;

t= vetor da mesma dimensao de u, o k—esimo elemento t (k) de
t eh o tempo,

em segundos, no qual ocorre a entrada u(k);

y= vetor da mesma dimensao de u e t que representa instantes

oo oo

o
>
o
3

do sinal

o

%Sy (t)$ que satisfazem a equacao.

al=b/m; alO=k/m; bl=b/m; b0=k/m;
a=[1,al,a00];

b=[bl,b0]

y=lsim(b,a,u,t)

p2=plOt (t,y,"b=");

grid on

hold on

%% Duplicando o amortecimento

m=1000;
k = 2000;
b = 2%500;

al=b/m; alO=k/m; bl=b/m; bl0=k/m;
a=[1,al,a0];

b=[bl,b0]

y=lsim(b,a,u,t)
p3=plot(t,y,'g-");

hold on

= 4%x500;
al=b/m; alO=k/m; bl=b/m; bl0=k/m;
a=[1,al,a0];
b=[bl,b0]
y=1lsim(b,a,u,t)
pé4=plot (t,y, 'm-");
xlabel ('Tempo [s]');
ylabel ("Altura [m]");
title('Reacao do carro a obstaculo na pista');

legend([pl,p2,p3,p4], 'Altura obstaculo u', ...

'Resposta y do carro y, para b','Resposta y do carro, para 2b',...

'Resposta y do carro, para 4b');
hold off

%% Solucao alternativa em espaco de estados:sistema sys

figure (2)

[A,B,C,D]l=tf2ss (b, a)

sys=ss(A,B,C,D);

y = lsim(sys,u,t);

pS5=plot (t,vy);

$verifique que o resultado eh precisamente o mesmo utilizando-se
%$lsim(b,a,u,t) ou lsim(sys,u,t)
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CAPITULO 9

. A Figura 51 mostra as respostas em forma gréfica.

15.25 T T T

15.15

Variavel y
o

15.06

14.95 L 1 L 1 L L 1 L
o

Figura 51: Resposta do sistema.

A.2 cariTuro 9

%% Equacao linear
% 10dy+y=20+7 sin(2t), y(0)=15

4+ %% Solucao
[t,y]=0ded5 (RFunc_ex1l, [0, 1.8],15);
plot (t,y, 'b-"),xlabel ('Tempo'),ylabel ('Variavel y');

function ydot=Func_exl (t,Vy);

$Function para resolver o primeiro exercicio proposto

ydot=(20-7+sin (2xt)-y)/10;
4+ end

2. A Figura 52 mostra a varia¢do da temperatura no tempo.

%% Equacao linear
$ 10 dot T+T=Tb, Tb=170 Celsius, T (0)=70 Celsius

%% Solucao
[t,y]=0ded5 (@Temp, [0,100],70);

6 plot(t,y,'b-"),xlabel ('Tempo [s]'),ylabel ('Temperatura

[Celsius]'");

%% Constantes
[t,y]=0ded5(@Temp, [0,1000],70);

u  %Valor estacionario
Tinf=y (length(t))

%Tempo de assentamento
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170 T T T T T
160 - B
150 - i
140 - b
T A0 .
3
@
O,
=
S 120- 8
®
o
=2
£
& 1o .
100 - J
90 - 4
80 E
70 1 1 L L 1 1 1 1 L
o 10 20 30 40 50 80 70 80 90
Tempo [s]
Figura 52: Temperatura no tempo.
aux=0;

for icont=1:length (t)
if y(icont) > 0.8%Tinf & aux==
aux=1;
tassent=t (icont) ;
end
end
tassent

%$Tempo de subida
aux1=0;
aux2=0;
for icont=1:1length (t)
if y(icont) > 0.2+Tinf & auxl==
auxl=1;
t20=t (icont) ;
end
if y(icont) > 0.9%Tinf & aux2==0
auxz2=1;
t90=t (icont) ;
end
end
tsubida=t90-t20

%$Resposta e tempo de pico
Tpico=0;
for icont=1:length (t)
if y(icont) > Tpico
tpico=t (icont);
Tpico=y (icont);
end
end
tpico
Tpico

100
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function ydot=Temp (t,Vy);

2 %Function para resolver o primeiro exercicio proposto
ydot=(170-y) /10;
end

3. As solugdes numérica (MATLAB) e analitica sdo mostradas na Figura 53.

P T T T T
5
18[% b
Q
16F \ 4
"\
&
1 i
\
S12f \ g
E &
E \
<3 \
2 4 p
31 K
o
8
@
5 \
- 08[ §% B
N
06 o} i
04 b
8,
Sy
0z ™ E
6909@9
et o
0 L | 1 L 1 I L Aficaca cac-S
0 0.05 01 0.15 02 0.25 03 0.35 04 0.45 05
Tempo [s]

Figura 53: Solugdo numérica e analitica para o circuito RC.

1 %% Circuito RC, exemplo 9.3-1, pg. 384, livro Palm III

Solucaoo circuito RC ydot+y=v(t)
Solucao analitica: y(t)=2e”(-10t);

oo oo

6 [t,y]l=ode45(@RC_circuit, [0, 0.5],2);
y_true=2+exp (-10xt);
plot(t,y,'o',t,y_true),xlabel ('Tempo [s]'),ylabel ('Tensao
Capacitor [V]');

function ydot=RC_circuit (t,vy);

2 %$Modelo de um circuito RC sem nenhuma tensao aplicada
ydot=-10x*y;
end

4. A Figura 54 mostra a resposta no tempo.

1 %% Caso 1l: aceleracao constante
[ta,xa]=o0de45 (@pend2, [0,9],[0.5,01);
[tb, xb]=0de45 (@pend2, [0, 9], [3,0]);
plot (ta,xa(:,1),tb,xb(:,1));xlabel ('Tempo [s]');
ylabel ('Angulo [rad]');...
gtext ('Caso 1'"),gtext ('Caso 2');

%% Caso 2: aceleracao linear
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(a) Aceleragio constante. (b) Aceleragio linear.

Figura 54: Exemplo de uso do mapa de cores.

[ta,xa]=0ded45 (@pend2, [0,9],[3,01);

figure (2)

plot(ta,xa(:,1),tb,xb(:,1));xlabel ('Tempo
ylabel ('"Angulo [rad]');

[s1");

function xdot=pend2 (t, x)

g=9.81; L=1; acel=0.5xt %acel=1;
xdot=[x(2); (1/L)*(acel-gxsin(x(1)))1;
end
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If I have seen further, it is by standing upon the shoulders of giants.
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