TRANSFORMADA DE
FOURIER

Larissa Driemeier




7hs30 as 8hsO0




Este ndo é um sinal periédico.
Queremos calcular seu espectro
usando andlise de Fourier, mas
aprendemos que o sinal deve ser
periddico.

O que fazer?
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Assim eu resolvo...

Mas ndo é o mesmo sinal...
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Um sinal aperiédico pode ser visto como AN SWER
um sinal periédico com um periodo infinito. KEY;

Aw =N+ 1w, — nw,
1 Aw

T 21

- AYD)) . :
x(t) = lim Z —j x(t)e—]nwotdt pJnwot
T —>oo 27T

n=—oo T



- YD) : :
x(t) = lim 2 —f x(t)e—anotdt pJnwot
T—oo0 27T

n=-—oo T

Se T — o, o somatdério — integral,
nwg— o, 1/T >don/2n

1 (0] (00) : :
x(t) = —J j x(t)e /2tdt el dw
21 J)_ o J_ o




TRANSFORMADA DE FOURIER @

A transformada de Fourier de um sinal x(t), simbolizada por

Flx(0)} = X(w)

permite expressar o sinal x(t) ndo periédico, como:

+ 0o

f x(t)e J°tdt




A TRANSFORMADA INVERSA DE
FOURIER

1 ® : :
x(t) = —f f x(t)e 71°tdt e/ dw
i .




FT

+ 00

Analise

Sintese




MAGNITUDE E FASE

+ 0o

X(w) = f x()e I@tdt

— 00

X(w) = |X(w>|e1

Fase do espectro

4

Amplitude é uma fungdo par e fase é uma fungdo impar!



Um sinal aperiédico pode ser visto como

um sinal periédico com um periodo infinito.

1
T—>00e——>—nena)0—>a)

Sintese

x(t)—— f X(w)e!®tdw

T

Harmdnicos X [n] distanciados

Aw = wy = 2m/T

Valores continuos X (w)



Frequency
Domain

Time
Domain




EXEMPLO 1

Calcular a transformada da fungdo:

x(t) = e *u(t),a>0

0.9

0.8

t=0:0.001:10; 07 r
for a=[0.5 1.0 1.5 2.0] 06
x=exp (-a.*t); 0.5
plot (t,x); oal
hold on
03 r
end

0.2

legend('a=0.5", 'a=1.0",
'a=1.5", 'a=2.0")
hold off 0

0.1F




DIAGRAMA DE MODULO

4
3.5
3
2.5
2
1.5
for a=[0.5 1.0 1.5 2.0]
w=-2:0.01:2;
aux=ones (l,length(w)).*a; 1
x=1./(aux.”24+w."2);
plot (w,x);
hold on 0.5
end
legend('a=0.5"'", 'a=1.0",
O | | | 1 | | 1
'a=1.5', 'a=2.0")

hold off



DIAGRAMA DE FASE

for a=[0.5 1.0 1.5 2.0]
w=-8:0.01:8;
aux=ones (1, length(w)) .
x=-atan (w./aux) ;
plot (w, x);
hold on

end

legend('a=0.5", 'a=1.0",
'a=1.5", 'a=2.0")

hold off




EXEMPLO 2

Calcular a transformada da fungdo pulso retangular:
_Jlse —T/2<t<T/2
x(t) = {O, cc

x(t) | 1

Essa funcdo é comumente
chamada de

rect(t/T)

—T/2 0 T/2



x = 1 e /2 4

Largura de banda
X(@) | o /7
T >

2 /T




Diagrama de

modulo r
(S6 tem —
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Diagrama de fase

0 se X(w)>0
— se X(w) <0
(lembre-se que a fungdo é impar)

Paraw > 0: 2X(w) = {
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AFINAL, 0 QUE E A FUNCAO
SINC?

sinc (x) é o produto de um sinal de oscilagdo sin(x) pela
funcdio decrescente 1/x. Por isso, é um amortecimento da
oscilacdo com periodo 21 e amplitude decrescente 1/x

sinc(x) é uma fungdo par de x

sinc(x) = 0 quando sin(x) = 0, exceto
quando x = 0. Isto é, somente quando
x = +4m, +2m, +3m, ...

sinc (0) = 1 (U'Hépital)

21



X(w) =T sinc (wT/2)

03
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FT PARA IMPULSO UNITARIO
o(t)

Se x(t) = 6(t),

4

+00

X(w) = J x(t)e I@tdt = j S(t)e 1®tdt =1

— 00
Impulso unitario contém componente em todas as
frequéncias.

X(w)=1

N

x(t) = 8(¢)




INVERSA DA FT PARA & (w)

4

Se,
X(w) =21 §(w)

Entdo, aplicando-se a equagdo de sintese da FT,

+ o0 0
1 . 1 .
x(t) = — j X(w)e/®dw = — J 2 (w)e!tdw = 1
2T 2T

() = 1 X(w) =2 5(wT

t 0 W
25



INVERSA DA FT PARA
O(w — wyp)

Se,

X(w) =21 6(w)

A

X(w) =21 §(w — wy)

Entdo, aplicando-se a equacdo de sintese da FT,

+o0co [0'e)
1 : 1 . .
2T 2T

Similarmente:
X(w) =21 8(w + wg) & x(t) = e /@0t
X(w) =6(w+ wy) © x(t) = %e—jwot

26



TRANSFORMADA DE FOURIER DA
FUNCAO COSSEND COS w,t

eJwot 1 o—Jjwol
2

x(t) = coswyt =
X(w)=m[6(w+ wy) +6(w — wy)]

Espectro de sinal cosseno tem dois impulsos em frequéncias positiva e negativa.

cos wo x(t) X(w)

A ,
TATA R




ENTAD... @

5(t) 1
] 216 (w)
eJ @ot 26 (w — wg)
e ~JWot 216 (w + wy)

rect (t/2a) 2a sinc (wa)



FT PARA QUALQUER SINAL
PERIODICO

X(w) define a transformada
de Fourier para sinais

periédicos em fungcdo dos
coeficientes X[n] da série de
Fourier exponencial.

Ou seja, FT de um sinal peridédico é uma versdo amostrada dos coeficientes da
série de Fourier! Resulta em um espectro discreto com impulsos nos harménicos nwy
de amplitude igual ao coeficiente da série de Fourier naquele harmdnico

multiplicado por 2. »



FT PARA UM TREM DE IMPULSOS @

Entdo, considere agora um trem de impulso 5
Tu(f)

EN f BEE

-2T, ~-T, 0 1, 21 t—>

0.0)

x(t) = 5, (N =N

A série de Fourier desse impulso pode ser definida como,

x(t) = Z X[n]e/n@ot wg
n=-—oo

_ 2T - 1
— T K T

_ 30
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FUNCAO RETANGULAR

Suponha que a fungdo retangular do exemplo anterior seja
estendida e transformada em uma fungdo periddica...

() = {1, se |t|<a
0, se a<|t|<T/2
x(t+T) =x(t)
2T T
T = 4‘(1, Wo = T = 2a x(t)

i




X(w)

7T

2

_9(1.)0 9(1)0
/?\_11“)0/7\ —3wo 3wg %T\llwo el N
< 7w o0 [0 00 L ey ol “
—13w, - 13w, w
—5(1)0 50)0

a=1, T = 4aq, wo =1/2
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- a

X(w) = 2a sinc (wa)

Se x7(t) é a extensdo

periddica de x(t), com

o periodo T, entdo os 1f
coeficientes da série de

Fourier, X7 (w), de

xr(t), e X(w), de x(t), 0 — 1 L
sdo relacionados por: -T -T/2 -a a T/2 T

2
Xr(@) = X (nwy)

= 2a
Xr(w) =27 z b sinc (nwga) §(w — nwy)

n=-—oo
n+o0




PROPRIEDADES DA
TRANSFORMADA DE
" FOURIER

A transformada de Fourier é
uma ferramenta muito valiosa
na andlise de sinais e sistemas
no dominio da frequéncia. As
propriedades da FT fornecem
insights valiosos sobre muitas
propriedades ou resultados no
processamento de sinal.



LINEARIDADE

4

A propriedade de linearidade ou de superposicdo de efeitos
estabelece que combinagdes lineares no dominio do tempo
correspondem a combinagdes lineares no dominio da
frequéncia.

ax(t) + by(¢) > aX(w) + bY(w)




TRANSLACAO NO TEMPO

Transladar um sinal no dominio do tempo faz com que a
transformada de Fourier seja multiplicada por uma exponencial
complexa.

x(t — ty) — e J@t X (w)

Este resultado mostra que retardar um sinal por t; segundos
ndo altera o espectro de amplitude. O espectro de fase, no
entanto, é alterado por —wt,.



cos wt atrasado de ty é dado por: cos(wt — wty)

O principio do desvio de fase linear é muito
importante, e vamos encontrd-lo novamente, por

exemplo, filtragem de sinal sem distorgdo.
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ESCALONAMENTO NO TEMPO

4

A compressdo de um sinal no dominio do tempo resulta numa
expansdo no dominio da frequéncia e vice-versa.

x(at) > : X(ﬂ)

la| a

xX(—t) — X(—w)




DUALIDADE

(0 0]
o o ~ o L] I _ .
Transformada direta e inversa sdo similares! j x()e Jot gy
— 00

Pequenas diferencas:

O fator 21T que aparece na equacdo inversa X(w)

x(t)

\zi j OoX(w)ef“)tdt/
T J_w

O indice exponencial com sinais opostos
Base para dualidade de tempo e frequéncia:

Para qualquer relacdo entre x(t) e X(w), existe uma relagdo
dual, obtida trocando x(t) e X(w) (com pequenas
modificacoes),

X(t) . 2T x(—w)



x(t)A

rect(t/T) . Tsinc (wT/2)

2T 2T
T T
—T/2 T/2 ¢ ~ NV Yo
Tsinc (xT/2) . 2w rect(w/T)
x(t) A X(w)A
2T 27T
/'\t A
PN
VAR RV g =T/2 /72



&

6(t) ]
] 216 (w)
x(t —ty) X(w)e I@to

x(t)el @ot 2t X(w — wyp)



TRANSLACRO NA FREQUENCIA @

Devido a propriedade da dualidade que
acabamos de ver...

el @otx (1) e 2t X(w — wyp)



t=0:0.0001:5; o

TSN ——

x2=5*t.“2+2*t 6;
yl=x1.*cos (wO*pi.*t); |
y2=x2.*cos (wO*p1i.*t);
plot (t,x1,t,vl,t,—-x1
figure;

)"

plOt(t, X2,t,y2,t,—x2 )-1500 05 1 15 2 25 3
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x(t)

~
\\

y(t) = x(t)cos wyt

Y(w)




DIFERENCIACAO E INTEGRACAO @

A transformada de Fourier converte a operagdo de
diferenciag@o no tempo na multiplicagdo por jw na frequéncia.

dx(1)
dt

> JwX(w)

f | x(T)dr > _1 X(w) + 1X(0)0(w)
—o0 Jw



CONVOLUCAO

A transformada de Fourier da convolugdo de dois sinais é o
produto das transformadas desses sinais.

V(1) = h(1) * x(1) > Y(w) = H(w)X(w)



RESPOSTA IMPULSO E
CONVOLUCAO

O sistema é completamente caracterizado pela fungdo resposta
ao impulso, h(t). A saida y(t), é obtida no dominio do tempo
por Convolugdio

(0 0]

y(t) = j Rt —Dx@dr O - YO
_ h(t)

Ou, no dominio da frequénciq,

Y(w) = Hw)X(w)

onde H(w) é a resposta em frequéncia do sistema, definida
como a transformada de Fourier de h(t),
(00)

H(w) = fh(t)e‘j‘“tdt

— 00



TIME DELAY SYSTEM

x(t)

"I h(t) = 6(t = to)

y(t) = x(t —to)

Modelo esquemdtico do atraso de um sistema

X(w)

H(w) = ca

Y(w) = e 7?0 X (w)




DIFERENCIADOR

x(t)

Modelo esquemdtico do diferenciador

X(w)

d
h(t) e E

4

y(t) = dx(t)/dt

Hw)=jw

Y(w) =jwX(w)




INTEGRADOR

x(t)

4

t
y(t) =f x(t)dTt

h(t)= j_too

Modelo esquemdtico do integrador

X(w)

- Hw) =—+m6(w)

Y(w) =jw X(w)




EXEMPLO 1

Calcule a Transformada de Fourier (TF), construa os
diagramas de médulo e fase.

x(t) = e~ %u(t), a>0

I
&

Ll - 0

el 1) | X o)

ols
=3
+

£ K]




EXEMPLO 2

Use as propriedades da linearidade e translagdo para
resolver o exercicio abaixo.

x(8),
1,5

'I .




EXEMPLO 3

Calcule a Transformada de Fourier do sinal modulado
x(t) cos 10t onde x(t) = rect(i)

x(t)

I




LEAKAGE

As limitagdes da vida real tém consequéncias. Por exemplo, um
tempo de medicdo finito resulta em fuga espectralllll

Queremos conhecer a transformada de Fourier de uma tensdo

medida experimentalmente x(t) ... Como vamos calcular uma
integral com limites 1002

-+ oo

X(w) = f x(t)e I@tdt

— 00






