Universidade de Sao Paulo

Instituto de Fisica
Mecéanica IT

Teoria do caos

Grupo:

Beatriz Siqueira
Bruno Borges
Luan Lima
Otavio Vasques

Professor: Airton Deppman

Novembro
2017



Conteudo
1 Introducgao

2 Parte I: Introdugao tedrica, definicoes e métodos
2.1 Teorema KAM [3] . . ... ... ... ... ... ... ....
2.2 Tratamento de sistemas dindmicos . . . . . .. .. .. ... ...
221 MapadePoincaré [2] . . . . . . ... L
2.2.2  Meétodo de discretizacao de equagoes diferenciais de Euler

1 P
2.2.3 Atratores . . . ...

3 Parte II: Exemplos e problemas
3.1 PenduloDuplo [4] . ... ... ... ...
3.2 Mapa Logistico e diagrama de Feigenbaum . . . . ... ... ..

4 Conclusao

5 Apéndice
5.0.1 Script para o mapa logistico em Matlab . . . . . . .. ..

W N N =

=~



1 Introducao

Apo6s o mundo tomar conhecimento da segunda lei de Newton, que permite
descrever o movimento de um sistema dinamico com N graus de liberdade por
meio de N equacgoes diferencias de segunda ordem, era unanime o pensamento
de que, desde de que o movimento de um sistema estivesse em cada intervalo
de tempo conectado suavemente com o movimento no intervalo anterior, as
equagoes do movimento teriam solucoes que mudariam suavemente quando as
condigoes do movimento fossem suavemente perturbadas.

Geragoes de fisicos pensaram dessa maneira, de que todos os problemas de
mecanica teriam solugoes analiticas.Por volta de 1830 com o surgimento dos
formalismos de Lagrange e Hamilton muitos problemas fisicos como a titulo
de exemplo, o péndulo duplo, se mostraram indiscutivelmente mais apropria-
dos serem abordados por esses formalismos do que o formalismo de Newton.
E acreditava-se que, se as equagoes do movimento nao tivessem uma solugao
analitica, era apenas uma questao de nao se ter desenvolvido ainda um método
matematico capaz de resolvé-las.

Essa ideia cai por terra ap6s o descobrimento de Caos por meio do trabalho
de Poincaré sobre o problema de trés corpos. Poincaré mostrou que nao era
possivel ter uma solugao analitica para o movimento de uma massa m que se
move na presen¢a de um campo gravitacional de duas outras massas fixas no
espaco. Mesmo quando a massa m é pequena em relagao as massas fixas.

... pode acontecer que pequenas diferencas nas condig¢oes inici-
ais produzam grandes diferencas no final do fenémeno. Um pequeno
erro no comecgo produzird um enorme erro mais tarde. Predigoes
tornam-se impossiveis e temos um fenémeno imprevisivel.

(Poincaré sobre o problema dos trés corpos)

Intuitivamente podemos pensar em Caos como sistemas dindmicos nos quais
as condigoes iniciais exatas das equacgoes diferencias produzem corretamente in-
formagoes apropriadas sobre a evolucdo temporal. Mas condicgbes iniciais apro-
ximadas nao!

2 Parte I: Introducao tedrica, definicoes e métodos

Nao existe um consenso entre comunidade cientifica de uma definicdo precisa
para Caos, dado a grande quantidade de trabalhos produzidos na area de sis-
temas dindmicos, com grande contribui¢oes do brasileiro Artur Avila iremos
fazer uma descrigao mais global de Caos e sistemas cadticos. Nds sabemos que
todos os sistemas definidos a partir de uma Hamiltoniana H tem sua dinamica
definida pelas equacoes de Hamilton.
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Naturalmente todo sistema cuja a formulacao acima é possivel é dito dindmico,
porém os sistemas interessantes a teoria do caos sao aqueles nao lineares, tipica-
mente em que as solugoes sdo mais dificeis de encontrar. A partir disso dizemos
que um sistema é cadtico quando as solugoes do sistema divergem exponenci-
almente ! quando suas condicdes inciais sio perturbadas. Parte da dificuldade
de se obter obter solugoes usuais para sistemas cadticos é o fato de que nao po-
demos utilizar a teoria candnica de pertubacoes, exatamente porque a solugoes
para pontos muito préximos sao completamente diferentes.

2.1 Teorema KAM [3]

Dado um problema fisico real podemos sempre escrever sua dinamica por H =
H,+ AH . Isto é, um termo integravel H, (Hamiltoniana integrdvel) mais uma
pequena interacdo nao integravel AH (Hamiltoniana de pertubagao) que é nao
integravel.

A ideia é fazer repetidas interagoes de pequenas pertubagoes para poder
analisar o sistema quando esse é perturbado.

H4 um importante teorema, o teorema de KAM, que permite dizer sobre
que condigoes uma perturbacdo AH em H, pode acabar com a regularidade
do sistema. O teorema pode ser enunciado da seguinte maneira:

Se o movimento limitado de uma hamiltoniana integrdvel H, é alterada por
uma pequena perturbacdo, AH , que torna a Hamiltoniana, H = H,+AH ndo
integravel e se as duas condi¢des sequintes sao satisfeitas:

(a) a perturbacio AH € pequna, e

(b) a frequéncia w; € incomensurdvel

entdo o movimento permanece confinado em um N-toros, exceto para um ne-
gligencidlvel conjunto de condigoes inicias que resultam de uma trajetoria cur-
vilinea na superficie de energia.

Esse teorema foi demonstrado por vias diferenetes por Kolmogorov, Arnold e
Moser. Sua demonstragao nao sera dada aqui por fugir ao escopo desse trabalho
e principalmente pelo alto nivel de sofisticacao metemadtica necessaria em sua
demonstracao, o leitor interessado deve procurar por M.Berry (néo sei colocar
a referéncia). A partir disso temos um critério para dizer quando um sistema
pode evoluir para um regime cadtico ou nao, quando o teorema KAM néao é
vélido caos pode ocorrer.

2.2 Tratamento de sistemas dinamicos

Vemos entao que o estudo de sistemas cadticos estd em desvendar em que cir-
cunstancias um determinado sistema passa de um regime bem-comportado para

10 uso da palavra ”exponencialmente”foi usado sentido de diferencas enormes e nio no
sentido da fungdo exponencial.



um regime caotico, para fazer tal andlise vamos encarar as equagoes de Hamil-
ton como um sistemas de mapas no espaco de fase. As equacoes de Hamilton
sao definidas a partir das derivadas parciais no tempo, indicando um mapa
continuo. Porém para obtermos mais informacoes e permitir o uso das ferra-
mentas utilizadas em sistemas dinamicos é necessario realizar a discretizagao
desses mapas continuos. Essa discretizacao pode ser feita de duas formas, com
o método de discretizagao de equagoes diferenciais de Euler ou olhando para o
Mapa de Poincaré.

2.2.1 Mapa de Poincaré [2]

O mapa de Poincaré é particularmente 1til para sistemas periédicos, onde
se estabelecem Orbitas, com isso podemos, ao escolher uma segao transver-
sal, estudar como os pontos que cruzam essa segao evoluem no tempo. Dado
um sistema Hamiltoniano com N posi¢oes, q = (¢1,42, ---,qn), € N momentos,
p = (p1,p2, .-, Pn), O espaco formado pelo conjunto de vetores na forma (q, p)
formam um espago vetorial 2N-dimensional denominado espaco de fase X. Dada
as 2N solugoes para os momentos e posigoes

£(t,60) = (qu(t), q2(t), - an (t), p1(t), p2 (1), ..., v (1))

denominamos como trajetdria ou drbitas, no caso de sistemas periédicos, o con-
junto A = {£(¢,&),t > 0}. Importante notar que para se encontrar as solugoes
¢é necessario determinar 2N condigbes iniciais, £ = (q(0), p(0)).

Seja, entdao, P um subespago de X de N-1 dimensdes transversal as orbitas
&(t, &) no tempo to, esta secao denomina-se segdo de Poincaré. Escolhe-se um
ponto py = &(to,&o) tal que pg € P. A partir desse ponto podemos, assumindo
uma certa periodicidade das érbitas, olhar para os pontos da trajetéria £ que
atravessam a secao P.

p1=§&(to +11,&) €P
p2 = &(to +72,&) € P
p3 =&(to +73,&) € P
pa=E(to +74,&) € P

(
(
(
(

Notemos que os tempos 7; nao sao necessariamente iguais, indicando tra-
jetorias ligeiramente diferentes para cada periodo. Com isso podemos definir
entdao o mapa de Poincaré como sendo o mapa que leva do ponto p; para o
ponto p;t1, ¢ : P — P.

Pr+1 = ¢(pk) (2)



A partir de um ponto inicial pg podemos obter as sucessivas iteradas do
mapa ¢ a partir da notagio ¢ o ¢(px) = ¢*(pk)

prrt = ¢' (pr) (3)

Com essa descri¢gao podemos empregas as técnicas de sistemas dinamicos, a
dificuldade porém a partir desse método é obter uma expressao analitica para
o mapa de Poincaré, que tipicamente é muito dificil de se obter, sendo apenas
utilizado em simulagoes numéricas.

2.2.2 Método de discretizagdo de equagoes diferenciais de Euler [1]

Como vimos anteriormente toda dindmica do sistema pode ser obtida a partir
das equagoes de Hamilton.

OH OH
=%, fle,p,t) . D 94 9(q,p,t) (4)

As derivadas parciais das Hamiltoniana definem um sistema de equacdes di-
ferenciais, vemos que os termos a direita podem ser escritos como fungoes da
variavel a esquerda e do tempo. Quando as fungoes g e f dependem do tempo
dizemos que o sistema é nao-auténomo, quanto as fungoes f e g nao dependem do
tempo dizemos que o sistema é autonomo, nos restringiremos a estudar apenas
o segundo caso.

i=fle;p) ,  p=9(q,p) (5)

Utilizando a mesma notacao da segao anterior podemos reescrever as equagoes
acima de forma mais compacta.

E=F() (6)

Utilizando as técnicas de integragao numeéricas de Euler temos a seguinte apro-
ximagao

§(t+ At) = £(t) + ALF(E(t)) (7)

Dessa forma conseguimos criar um mapa discreto que descreve em uma certa
aproximagao o sistema original, desde que o passo At seja pequeno o sufici-
ente. Com essa descrigao podemos empregar novamente as técnicas de sistemas
dindmicos.

Epr1 = &k + ALF (&) (8)

E comum escrever a fungao F como dependente de um parametro a, um
parametro de controle, em que se estuda os regimes cadticos e nao caéticos a
partir da variagao dessa grandeza. Tipicamente a grandeza a é alguma condigao
inicial ou algum parametro estatico como o braco de um pendulo ou a massa de
uma particula.



2.2.3 Atratores

A partir das definigoes estabelecidas acima podemos prosseguir com a linguagem
e ferramentas estabelecidas na area de sistemas dinamicos.

Um dos pontos importantes para o estudo de caos é o conceito de atrator.
Um atrator é um subconjunto do espago de fase em que o sistema, uma vez den-
tro desse subconjunto, fica confinado em todos os instantes subsequentes. Atra-
tores tipicos sdo os pontos fixos, um ponto em que xp+1 = ®(z), de dimensao
nula, orbitas que como definida acima sao tipicamente atingidas apds algum
efeito transiente desaparecer, como por exemplo o oscilador harmoénico forgado
amortecido, superficies toroidais (hiper-toroides tipicamente) que sao superficies
no espago de fase e os atratores estranhos. Atratores estranhos sao particular-
mente interessantes porque sao bem comuns em sistemas cadticos e apresentam
uma estrutura peculiar, tipicamente sao regioes dispersas, com estrutura fractal
e dessa forma pode-se empregar todo o conhecimento desenvolvido para fractais
no estudo desse tipo atrator.

3 Parte 1I: Exemplos e problemas

3.1 Pendulo Duplo [4]

O péndulo duplo consiste em dois péndulos simples acoplados como vemos na
imagem 1. Embora seja um sistema aparentemente simples, pode apresentar
comportamento cadtico. Temos dois limites, para baixas energias o sistema se
comporta como um tipico caso de um oscilador harmoénico acoplado, para altas
energias pode se ainda obter a solugao analiticamente ja que a além da energia
conservada temos conservacao do momento total angular. No intervalo entre
esses limites o sistema apresenta comportamento cadtico.

Figura 1: Péndulo duplo



Considerando a Langrangiana, £ =T — V do sistema. Considerando coor-
denas x e y, sendo 0 da origem centro de rotacao de m1 temos.

1 . . . .
T= i[ml(fl2 +112) + ma(2a? + y2?)]
V = g(miyr + maya)
Como,
l l
= — n N = —
X1 256 $15 Y1 2003901
1 1
x9 = l(senys + 58671(,02); y2 = —l(cospr + §cos<p2)
Obtemos:

1 . . .9 .
L= §[l%(m1 + ma2)p1? + BBmags® + 2l1lomacos(p1 — ©2)p1 P2+ (9)
gli(my + ma)cosps + glamacosps
d oL _ ocC

Calculando & 7% — 5= = 0. Sendo ;= {©1,p2}, obtemos duas equagoes:

l1(m1 +ma)@1 + lamafcos(p1 — p2)@2 + sen(pr — p2)pa’] + g(my + ma)senpy =0
la@2 + li[cos(p1 — @2) @1 — sen(p1 — @2)B1°] + g senps =0

A partir dessas equacoes podemos computar as segbes de Poincaré em diver-
sos regimes e a trajetéria no espaco de fase. Fixando mg = 1,13 =1, g = 1,
m; = 3 e l; = 2 é possivel, a partir das equacoes acima, simular o movimento
do péndulo. Fixando algumas coordenadas podemos ver a secao de Poincaré
em um dado plano para diversas energias. Fazendo ¢; = 0 e tomando w; > 0
podemos olhar para as outras duas coordenas, ps e ws.

Para a construgao das segoes de Poincaré toma-se o sistema partindo das
condigoes de equilibrio ligeiramente perturbadas.
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Figura 2: Secao de Poincaré com o sistema iniciando com as duas massas para
baixo, ¢1 = 0 e w2 = 0.
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Figura 3: Secao de Poincaré com o sistema iniciando com a primeira massa para
baixo e a segunda massa para cima, ¢; ~ 0 e py ~ 7.
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Figura 4: Secao de Poincaré com o sistema iniciando com a primeira massa para
cima e a segunda massa para baixo, 1 = 7 e g = 0.

Podemos observar que na figura 2 as érbitas sao estaveis, porém a sua natu-
reza cadtica faz com que o sistema atravesse vérios trechos da secao. Na figura
3 ja podemos observar as distor¢oes das 6rbitas da figura anterior com pequenas
regides de caos. Ja na figura 4 vemos que a maior parte da figura é um mar
de pontos indicando caos, nesse estagio ja nao temos mais indicio nenhum do
comportamento do sistema.

3.2 Mapa Logistico e diagrama de Feigenbaum

Provavelmente, um dos mais bonitos e importante exemplos na teoria do caos é
o mapa logistico. Este modelo baseia-se na funcao logistica comum de curva-s
que mostra como uma populacao cresce lentamente e, em seguida, rapidamente,
antes de afunilar-se a medida que atinge uma determinada capacidade.

A funcao logistica usa uma equagao diferencial que trata o tempo como
continuo. O mapa logistico, em vez disso, usa uma equagao de diferencial nao
linear para observar etapas discretas de tempo. E chamado de mapa logistico
porque mapeia o valor da populacao em qualquer momento do seu valor na
préxima etapa.

Tpp1 = rae(l — )

Esta equacao define as regras, ou dinamicas, de um sistema: x representa
a populacao em qualquer instante t e r representa a taxa de crescimento. Em
outras palavras, o nivel de populacdo em qualquer momento é uma funcao do
parametro de taxa de crescimento e do nivel de populacao do passo anterior. Se
a taxa de crescimento for muito baixa, a populagao vai morrer e desaparecer.
Taxas de crescimento mais altas podem se estabelecer em dire¢ao a um valor
estavel ou flutuam em uma série de booms populacionais.
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Figura 5: f(x) = L

1+cfk‘,(m—zo)

Para ilustrar o modelo foi feito um script em MATLAB, onde simulamos o
modelo para 500 geracoes, para 3000 valores da taxa de crescimento entre 0 e
4:

Mapa logistico
T

Populagao
o o o o o ° o o
i @ A & > < B ©
T T T T T T T T

°
T

)

Taxa de crescimento

Figura 6: Diagrama de Feigenbaum

A figura acima as vezes é chamada de Diagrama de Feigenbaum em homena-
gem ao trabalho do fisico Mitchell Feigenbaum.Este diagrama pode ser pensado
como 3000 fatias verticais discretas, cada uma correspondente a um dos 1000
parametros da taxa de crescimento (entre 0 e 4). Para cada uma dessas fatias,



executel o modelo 500 vezes,assim, cada fatia vertical representa os valores de
populacao que o mapa logistico se ajusta para esse valor de parametro. Em ou-
tras palavras, a fatia vertical acima de cada taxa de crescimento é a ”atragao” de
taxas de crescimento.

Para taxas de crescimento inferiores a 1 o sistema sempre colapsa para zero
(extingdo). Para taxas de crescimento entre 1 e 3, o sistema sempre se instala em
um nivel de populagao exato e estavel. Mas para algumas taxas de crescimento,
como 3.9, o diagrama mostra 100 valores diferentes,ou seja, um valor diferente
para cada uma das suas 100 geragoes. Nunca se ajusta a um ponto fixo ou a
um ciclo limite.

Essa figura também é chamada de diagrama de bifurcacao. Na fatia vertical
acima da taxa de crescimento 3.0, os possiveis valores populacionais bifurcam
em caminhos discretos. Com a taxa de crescimento 3.2, o sistema oscila ex-
clusivamente entre dois valores populacionais: um em torno de 0,5 e o outro
em torno de 0,8. Em outras palavras, a essa taxa de crescimento, ao aplicar a
equagao logistica a um desses valores, ela produz o outro.Observe que logo apds
a taxa de crescimento 3.4, o diagrama se divide novamente em quatro caminhos.
Apos a taxa de crescimento 3,5, ela se recomega novamente em oito caminhos.
Aqui, o sistema oscila em mais de oito valores populacionais.

Mapa logistico

0.9

0.8

0.6

Populagéo
o
B

°
a

0.3

0.2

0.1

0 | | | | | | |

24 26 28 3 32 34 36 38
taxa de crescimento

Figura 7: Taxas de crescimento entre 2,8 e 4,0

Além de uma taxa de crescimento de 3.6, no entanto, as bifurcagoes aumen-
tam até que o sistema seja capaz de eventualmente desembarcar em qualquer
valor populacional. Isto é conhecido como o caminho de duplicagao de
tempo para o caos. A medida que vocé ajusta o parametro de taxa de cres-
cimento para cima, o mapa logistico ira oscilar entre dois, entao, quatro, entao,
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oito, entao, 16, entdo, 32 (e assim por diante) valores de populacdo. Estes sdo
periodos, assim como o periodo oscilagao de um péndulo.

No momento em que atingimos a taxa de crescimento 3.9, bifurcou tantas
vezes que o sistema agora salta, aparentemente aleatoriamente, entre todos os
valores populacionais. Quando falamos aparentemente aleatoriamente é porque
definitivamente nao é aleatério. Em vez disso, esse modelo segue regras deter-
ministicas relativamente simples, mas produz uma aleatoriedade aparente.Isso
pode ser uma defini¢cao de caos: deterministico e aperiédico.

Mapa logistico
I

0.9

0.8

Populagéo

0.3

02—

37 37z 374 3.76 3.78 38 3.82 3.84 3.86 3.88
Taxa de crescimento

Figura 8: Taxas de crescimento entre 3.7 e 3.9

4 Conclusao

Ao se estudar mecéanica em nivel de graduagao ha uma falsa impressao, devido
aos exemplos e exercicios apresentados nos livros didaticos, de que os problemas
fisicos em geral possuem solucao analitica. Mas é justamente o contrario a
verdade.

Este trabalho permitiu identificar que além da maioria dos problemas fisicos
terem apenas solugao numérica alguns deles podem apresentar um comporta-
mento cadtico. Isto é solucoes aproximadas nao descrevem o a evolugao temporal
de um sistema dinamico. E portanto uma nova abordagem se faz necesséria para
estudar tais tipos de problemas, dai a necessidade por exemplo de, seccao de
Poincaré, atratores, e bifurcagbes Em suma, sistemas cadticos deram origem a
um novo e vasto ramo da fisica com aplicacoes que transcende essa tltima como
o exemplo do mapa logistico.

2]
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5 Apéndice
5.0.1 Script para o mapa logistico em Matlab

——— LOGISTIC MAP ————
Al = 5

B1 = 2.9;

phinl = -0.35;

Fina = [J;

phil(1) = ( B1*[(A1?) — (phin1?)]) — Al;

for ii = 1:1:100

B1 =B1 + .01 ;

for ih = 2:1:300

phil(ih) = ( B1*[(A12) — (phil(ih — 1)?)]) — Al;

end
Fina = [Fina phil(20:length(phil))];
end

figure(1);

plot(Fina,’r.”);
title(’Bifurcation plot of LOGISTIC map’);
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