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Arvores Binarias de Busca

@ Altura de uma arvore bindria (AB): igual a profundidade,
ou nivel maximo, de suas folhas

@ A eficiéncia da busca em arvore depende do seu
balanceamento

@ Algoritmos de insercao e remocao em ABB nao garantem
que a arvore gerada a cada passo seja balanceada
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Arvores AVL

o Arvore AVL: ABB na qual as alturas das duas sub-drvores
de todo né nunca diferem em mais de 1

e Fator de balanceamento de né: a altura de sua
sub-arvore esquerda menos a altura de sua sub-arvore
direita

o FB(p) = MTe(p)) — h(Tp(p))

e Em uma arvore AVL todo né tem fator de

balanceamento igual a 1, —1 ou 0
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Arvores AVL

@ O problema das arvores AVL e das arvores balanceadas de
uma forma geral é como manter a estrutura balanceada
apds operacdes de insercao e remocao

@ As operagoes de insercao e remogao sobre ABBs nao
garantem o balanceamento
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Arvores AVL

@ As seguintes insercoes tornam a arvore desbalanceada J

Ut U2 U3 U4

us U U7 Us U9 U10 U1 U2
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Arvores AVL

@ As seguintes situacoes podem levar ao desbalaceamento
de uma arvore AVL
e O nd inserido é descendente esquerdo de um né que
tinha FB=1 (Ul a U8)
e O nd inserido é descendente direito de um né que tinha
FB=-1(U9aUl2)
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@ Para manter uma arvore balanceada é necessario aplicar
uma transformacado na darvore tal que
@ O percurso em-ordem na &rvore transformada seja igual
ao da drvore original (isto é, a arvore transformada
continua sendo uma ABB)
@ A iarvore transformada fique balanceada
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Arvores AVL

@ A transformacdo que mantém a arvore balanceada é
chamada de rotacao

@ A rotacao pode ser feita a esquerda ou a direita,
dependendo do desbalanceamento a ser tratado

@ A rotacao deve ser realizada de maneira a respeitar as
regras 1 e 2 definidas no slide anterior

@ Dependendo do desbalanceamento a ser tratado, uma
nica rotacdo pode nao ser suficiente
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NO MAIS JOVEM
DESBALANCEADO
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@ A rotacao direita tem formato
geral ilustrado a direita

o T'1, T2 e T'3 podem ser
sub-arvores de qualquer
tamanho, inclusive 0

@ A é o né mais jovem a se
tornar desbalanceado

1

B
e

71
Alt.:

N

72
Alt.: n

n2
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@ A rotacdo direita tem formato B T
geral ilustrado a direita

o T'1, T2 e T'3 podem ser /
sub-arvores de qualquer P 2
tamanho, inclusive 0

@ A é o né mais jovem a se
tornar desbalanceado
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Arvores AVL - Rotacdo Direita

NO MAIS JOVEM
DESBALANCEADO

ANTES DA ROTAGAO DIREITA
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Arvores AVL - Rotacdo Direita

APOS A ROTAGAO DIREITA
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@ Insira em uma arvore AVL a seqiiéncia de valores:
5,4,3,2,1. Na ordem que os valores foram listados
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Arvores AVL - Rotacao Esquerda
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Arvores AVL - Rotacao Esquerda

NO MAIS JOVEM
DESBALANCEADO
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Arvores AVL - Rotacao Esquerda

@ A rotagao esquerda tem A
formato geral ilustrado a
direita B

o T'1, T2 e T'3 podem ser e

.
sub-arvores de qualquer
tamanho, inclusive 0
@ A é o né mais jovem a se .
@

n+2

tornar desbalanceado
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@ A rotagao esquerda tem B
formato geral ilustrado a
direita Ao

e 11, T2 e T3 podem ser v 2
sub-arvores de qualquer
tamanho, inclusive 0

@ A é o né mais jovem a se -
tornar desbalanceado
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Arvores AVL - Rotacao Esquerda

NO MAIS JOVEM
DESBALANCEADO

ANTES DA ROTAGAO
ESQUERDA
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APOS A ROTAGAO ESQUERDA
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Arvores AVL - Rotacao Esquerda

@ Insira em uma arvore AVL a seqiiéncia de valores:
1,2,3,4,5. Na ordem que os valores foram listados
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Rotacdes Simples

@ Tanto para a rotacdo direita A
quanto para a rotacao 58
esquerda, a sub-arvore N n+2

resultante tem como altura a A A

mesma altura a sub-arvore :

original . O
@ Isso significa que o fator de

balanceamento de nenhum né @

0
Ve
acima de A é afetado ) A
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Rotacbes Simples

@ Quando se deve utilizar a
rotacdo direita ou esquerda?
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Rotacdes Simples

@ Quando se deve utilizar a A8
rotacdo direita ou esquerda? r
e Quando o fator de S 2

balanceamento do né A é
positivo, a rotacdo é

direita. Se for negativo a . & B

rotacdo é esquerda
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Rotacdes Duplas

@ Serd que as rotacGes simples
solucionam todos os tipos de P
desbalanceamento?

4 10
o Infelizmente, n3o / Ny
@ Existem situacGes nas quais é . 6
necessario uma rotacao dupla yd
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Rotacoes Duplas

Rotagao do n6 4 a esquerda
Rotagao do no 8 a direita

F A

2
7
5
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Arvores AVL - Rotacio Esq./Dir.

@ A rotagao dupla A T
esquerda/direita tem formato T
geral ilustrado 3 direita g P

o 1T'1, T2, T3 e T4 podem ser ; n+2
sub-adrvores de qualquer RN
tamanho, inclusive 0

o A€o nd mais jovem a se AItT.:In AIt.:Ti-J Alt.:riv-z
tornar desbalanceado
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@ Passo 1: rotacdo esquerda em
B

@ A principio a rotagao
esquerda parece deixar a
arvore ainda mais
desbalanceada

e Entretanto...

5/

ful

3

+2
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Arvores AVL - Rotacio Esq./Dir.

@ Passo 2: rotacdo direita em A o
@ Repare que a altura final da
sub-arvore é n + 2

3 /\ A
. ! V
@ Funciona também se o novo
nd tivesse sido inserido em 71'3 A
. |

+2

>
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@ A rotagdo dupla 2 T

direita/esquerda tem formato
geral ilustrado a direita
o 1T'1, T2, T3 e T4 podem ser n+2
sub-arvores de qualquer /
tamanho, inclusive 0
74
At nl |

@ A é o né mais jovem a se
tornar desbalanceado

Alt.: n1 Alk.: n1
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Arvores AVL - Rotacdo Dir./Esq.

@ Passo 1: rotacdo direita em B T
@ A principio a rotacdo direita
parece deixar a drvore ainda

mais desbalanceada
@ Entretanto... ‘ i A

+2

3
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Arvores AVL - Rotacdo Dir./Esq.

@ Passo 2: rotacdo esquerda em C@®

A A/\E

@ Repare que a altura final da

1 0
sub-arvore é n + 2 2
@ Funciona também se o novo
né tivesse sido inserido em 72 3
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Como decidir qual rotacao usar?

@ Se o sinal do né6 A edoné B A
forem iguais entdo a rotagao
é simples

@ Se o fator de balanceamento

B
S
né A (né mais jovem a se
tornar desbalanceado) for
positivo, entao a rotacao é
®

direita
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Como decidir qual rotacao usar?

@ Seosinaldoné Aedondé B A
forem iguais entdo a rotagao
é simples B
@ Se o fator de balanceamento e

né A (né mais jovem a se
tornar desbalanceado) for
negativo, entio a rotagao é

esquerda
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Como decidir qual rotacao usar?

@ Se o sinaldoné A edondé B
forem diferentes entdo a
rotacao é dupla

@ Se o fator de balanceamento
né A (né mais jovem a se
tornar desbalanceado) for
positivo, entao a rotacao é
esquerda/direita

/\
,1\C
SN

B

71 72 T3
Alt.: | Al n-1y Al p-
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Como decidir qual rotacao usar?

@ Seosinaldoné Aedondé B A @
forem diferentes entdo a \
rotacao é dupla ; 5
@ Se o fator de balanceamento c
né A (né mais jovem a se i
tornar desbalanceado) for RN
negativo, entio a rotagao é
direita/esquerda - N

alt.: -1y Al n-1% At R

O
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Definicao de Tipos

1 | typedef struct arvore_avl ARVORE_AVL;
2

3 | typedef struct NO {
4 ITEM *item;

5 struct NO *fesq;
6 struct NO *fdir;
7 int altura;

8 |} NO;

9

10 | struct arvore_avl {
11 NO *raiz;

12 |}
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Métodos Basicos

ARVORE_AVL *criar_avl() {
ARVORE_AVL *arvore = (ARVORE_AVL *) malloc(sizeof (ARVORE_AVL));
if (arvore != NULL) {
arvore->raiz = NULL;
}
return arvore;

}

void apagar_avl_aux(NO *raiz) {
if (raiz != NULL) {
apagar_avl_aux(raiz->fesq);
apagar_avl_aux(raiz->fdir);
apagar_item(&(raiz->item));
free(raiz);
}
}

void apagar_avl(ARVORE_AVL #**arvore) {
apagar_avl_aux((*arvore)->raiz);
free(*arvore) ;
*arvore = NULL;

}
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Métodos Auxiliares

#define max(a, b) ((a > b) ? a : b)

int altura(NO* raiz) {
if (raiz == NULL) {
return -1;
} else {
return raiz->altura;
}
}

NO *novo_no(ITEM *item) {
NO *no = (NO *) malloc(sizeof (NO));
if (no !'= NULL) {
no->altura = 0;
no->fdir = NULL;
no->fesq = NULL;
no->item = item;
¥
return no;

}
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Algoritmo - Rotacdo Direita

NO *rodar_direita(NO *a) {

NO *b = a->fesq; Az
a->fesq = b->fdir;
b->fdir = a; 5/1 L 42

a->altura = max(altura(a->fesq),
altura(a->fdir)) + 1;
b->altura = max(altura(b->fesq),

a->altura) + 1; . 0o B

return b;

}
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Algoritmo - Rotacdo Esquerda

NO *rodar_esquerda(NO *a) {

NO #b = a->fdir; AR
a->fdir = b->fesq;
- Bt
b->fesq = a; Ny n+2

a->altura = max(altura(a->fesq),
altura(a->fdir)) + 1;
b->altura = max(altura(b->fdir),

a->altura) + 1; . 0o B

return b;

}
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NO *rodar_esquerda_direita(NO *a) {
a->fesq = rodar_esquerda(a->fesq);
return rodar_direita(a);

}

B W N =

7/\ A T

2 0 4

/\i%A‘ ‘AAAM
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Algoritmo - Rotac¢do Dir./Esq.

NO *rodar_direita_esquerda(NO *a) {
a->fdir = rodar_direita(a->fdir);
return rodar_esquerda(a);

B W N =

WEL gy "

4/\5

124

n+2
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Algoritmo de Insercao

e Utilizando as rotinas de rotacdo pode-se definir um
algoritmo de insercdo em arvores AVL
@ A maioria das implementa¢des guardam o fator de
balanceamento, porém guardar a altura dos nds facilita
@ A insercdo é feita em dois passos
@ 0 primeiro é uma insercao em ABBs; e
e o segundo é o rebalanceamento, se necessario
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Algoritmo de Insercao

@ A primeira etapa é definir uma insercdo em ABB e
atualizar as alturas dos nés
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Algoritmo de Insercao

NO *inserir_avl_aux(NO *raiz, ITEM *item) {
if (raiz == NULL) {
raiz = novo_no(item);
} else if (item->chave > raiz->item->chave) {
raiz->fdir = inserir_avl_aux(raiz->fdir, item);
} else if (item->chave < raiz->item->chave) {
raiz->fesq = inserir_avl_aux(raiz->fesq, item);

}

raiz->altura = max(altura(raiz->fesq), altura(raiz->fdir)) + 1;

return raiz;

}

int inserir_avl(ARVORE_AVL *arvore, ITEM *item) {
return (arvore->raiz = inserir_avl_aux(arvore->raiz, item))

}

!= NULL;
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Algoritmo de Insercao

@ Na volta da insercao o balanceamento é verificado, se a
arvore estiver desbalanceada, aplicar as rotacoes
necessarias

@ O desbalaceamento é verificado com base na altura dos
nds, o fator de desbalanceamento ndo precisa ser
armazenado
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Algoritmo de Insercao

o Se altura(fesq) — altura(fdir) == —2 as rotagdes
podem ser
e Esquerda
o Direita/Esquerda
@ Se chave(novo) > chave(fdir) rotagdo Esquerda, caso
contrario rotagdo Direita/Esquerda

e Se altura(fesq) — altura(fdir) == 2 as rotagdes
podem ser
o Direita
e Esquerda/Direita
@ Se chave(novo) < chave(fesq) rotagdo Direita, caso
contrdrio rotacdo Esquerda/Direita
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Algoritmo de Insercao

NO *inserir_avl_aux(NO *raiz, ITEM *item) {
if (raiz == NULL) {
raiz = novo_no(item);
else if (item->chave > raiz->item->chave) {
raiz->fdir = inserir_avl_aux(raiz->fdir, item);
if (altura(raiz->fesq) - altura(raiz->fdir) =
if (item->chave > raiz->fdir->item->chave) {
raiz = rodar_esquerda(raiz);
} else {
raiz =

o

-2) {

rodar_direita_esquerda(raiz);
¥
s
else if (item->chave < raiz->item->chave) {
raiz->fesq = inserir_avl_aux(raiz—>fesq, item);
if (altura(raiz->fesq) - altura(raiz->fdir) =
if (item->chave < raiz->fesq->item->chave) {

)

2) {

raiz = rodar_direita(raiz);
} else {
raiz = rodar_esquerda_direita(raiz);
}
}

&
raiz->altura = max(altura(raiz->fesq), altura(raiz->fdir)) + 1;

return raiz;

¥
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Remoc3o em AVLs

@ Para eliminar um né de uma 4arvore AVL, o algoritmo é
um pouco mais complicado
@ Enquanto que a insercdo pode requerer no maximo uma
rotagdo (simples ou dupla), a remogdo pode requerer
mais de uma rotacao
e No pior caso, pode-se fazer uma rotacdo a cada nivel da
arvore
o Ou seja, no pior caso O(log n) rotagdes
e Na pratica, sao necessdrias apenas 0,214 rotagao por
eliminacdo, em média
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Complexidade das AVLs

@ A altura maxima de uma ABB AVL é 1,44 log, n
e Dessa forma, uma pesquisa nunca exige mais do que
44% mais comparacdes que uma ABB totalmente
balanceada.
e Na pratica, para n grande, os tempos de busca sao por
volta de log, n + 0,25
@ Na média, é necessaria uma rotacdo em 46, 5% das
insercoes
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Exercicios

@ Simule a insercdo da seguinte seqiiéncia de valores em
uma darvore AVL: 10, 7,20, 15,17,25,30,5,1

@ Em cada opcao abaixo, insira as chaves na ordem
mostrada de forma a construir uma arvore AVL. Se
houver rebalanceamento de nés, mostre qual o
procedimento a fazer

a,z,b,y,c,x

a,z,b,y,c,x,d,w,e,v, f

a,v,l,t,r e, i,0,k

m,t,e,a,z,g,p

0000
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Exercicios

@ Escreva uma fungao que retorna a altura da arvore AVL.
Qual é a complexidade da operacdo implementada? Ela é
mais eficiente que a implementacao para ABBs?

@ Implemente o TAD AVL com as operacdes de insercao e
busca e demais operacoes auxiliares
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Exercicios

@ Mostre a arvores AVL gerada passo-a-passo pelas
insercoes das seguintes chaves na ordem fornecida

e 10,5,20, 1,3, 4,8,30,40, 35, 50, 45, 55, 51, 100
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