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Lista de Exercicios 10 — Desenho de Mecanismos

Questido 1 Esse exercicio é conceitual.

a) Defina formalmente um mecanismo I
b) Defina um equilibrio de Nash Bayesiano do mecanismo I'.

¢) Defina uma funcdo de escolha social implementavel em equilibrio de Nash
Bayesiano pelo mecanismo I'.

d) Defina uma fungdo de escolha social ex-post eficiente.
e) Enuncie o Principio da Revelagédo para equilibrio de Nash Bayesiano.

f) Demonstre o Principio da Revelagdo para equilibrio de Nash Bayesiano.

Questido 2 Considere um ambiente quase-linear em que u;(x, 0;) = v;(k, 6;) + 1m; +
tieX ={(kt,.,t) eKxR| LI =1t <0}.
a) Mostre que ndo existe uma funcio de escolha social ditatorial.

b) Dé um exemplo de implementacdo em estratégias dominante neste caso
(dica: mencionar um exemplo apropriado ja é suficiente).

c) Explique porque seus resultados sdo consistentes com o Teorema de Gibbard-
Satterthwaite.

Questdo 3 Considere uma sociedade composta por I > 2 individuos com pre-
feréncias zi@" por dois outcomes: A e B. O conjunto de todos os perfis de tipos é
® ={-1,0,1} e as preferéncias do individuo i pode ser tanto A zll B, A ~? B ou
Bz 1A

a) Considere a fungao de escolha social

_JA, seB01€{1,0}
f 6, 01) = {B, se 0 = -1

f é implementavel em estratégias dominantes? Prove.



b) Agoraseja I4 e Ip denotar o ntimero de individuos em {1, ..., I} tal que 6; = 1
e 0; = —1, respectivamente. Nessa parte do exercicio, nés descreveremos os
perfis de tipos pelo par (I4, Ig). Considere a fun¢do de escolha social:

_JA, selp=1Ip
g(IA’IB)_{B, sely <Ip

g é implementdvel em estratégias dominantes? Prove.

Questdo 4 Dois parceiros, Jodo e Maria, devem acabar com sua parceria. Jodo
tem m “agdes”da parcerira, enquanto Maria possui n de participagdo. (Todas as
acOes sdo idénticas e Jodo e Maria sdo os tnicos donos (detém todas as agdes,
m +n). E conhecimento comum que os valores de uma agio de cada parceiro sdo
coletados independentemente de uma distribui¢do uniforme em [0, 1], mas o valor
individual de cada acdo dos parceiros sdo informacdes privadas (tanto para Maria
quanto para Jodo).

a) Caracterize a regra de alocagdo eficiente de participagdo (agdes).

b) Considere o seguinte mecanismo: cada parceiro submete uma proposta (bid)
de venda de uma agdo; o parceiro com o bid mais alto compra as a¢des do
outro parceiro ao prego (por acgdo) igual a proposta mais alta. Derive um
equilibrio de Bayes-Nash deste mecanismo. [dica: observe aquele em que o
bid de cada parceiro é uma funcao linear do seu valor.]

c) Considere o caso em que m = n > 0. Qual é a fung¢do de escolha social que
é implementada pelo mecanismo em (b)? Verifique que truth-telling é um
equilibrio de Nash bayesiano. Fla é eficiente ex-post? E individualmente
racional (ou satisfaz as restri¢des de participagdo)?

d) Agora assuma que m > 0 e n = 0. Qual é a funcdo de escolha social que
é implementada pelo mecanismo em (b)? Verifique que truth-telling é um
equilibrio de Nash bayesiano. Fla é eficiente ex-post? E individualmente
racional (ou satisfaz as restri¢des de participagdo)?

Questdo 5 Considere uma economia de trocas puras com L < oo bens e I < oo
agentes, E = {((Xj, wi, Zi (0i))ier} em que X; € IREr e e a relagdo de preferéncias

~i
Zi (6;) é definida por uma fun¢do utilidade continua, concava e estritamente
crescente u;(., 0;) : X; & R. Assuma que a dotagdo inicial de cada agente satisfaz
w; = (w1i, ..., wri) >> 0. O conjunto de alternativas é

X = {(xl,...,xl) 1x; € ]Ri e th- < Zw” paral =1,.., L}
i i

Considere a fung¢ao de escolha social

f:0@-X
0> ((0))ie

que, para cada vetor de tipos 0, leva a uma alocagdo de equilibrio competitivo.
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a) Defina o equilibrio competitivo para E.
b) Seja {p, (xi)ie;} um equilibrio competitivo. Mostre que p € IRL++ e que se
X 7 (Gi)xi, entdop X; > p w;.

¢) Mostre que a fungdo de escolha social f é ex-post eficiente.

Questdo 6 Seja K um conjunto finito de projetos e I um conjunto finito de agentes,
que podem ser de um tipo 0; € ©; = [0;, 0;] (com distribuigdes independentes ¢;).

O conjunto de alternativas é X = {(k, t) e KXRI: Yot < 0} e a utilidade de um
individuo é dada por u;(x, 6;) = v;(k, 0;) + t;.

a) Mostre que, para qualquer fungdo de escolhasocial f : @1 X..x0O; =0 — X
ex-post eficiente, temos que VO € ©,

Z Ui(k(@), 61) = Iil;}(X Z Z}i(k, 91) e
iel iel

Y t(0)=0

iel

b) Considere agora u;(x, 0;) = 6; vij(k) +t;. Suponha que a fungdo de bem-
estar social f é Nash-Bayes implementavel (isto significa que falar a verdade
é equilibrio de Nash Bayesiano do jogo simultaneo proposto pelo mecanismo
de revelacgdo direta). Escreva

(6:) = Eo_ (6, 6-1)] = f

O_;

ti(0;,0-) [H <Pj(6j)]d(9—i)

J#i

como fungdo da utilidade esperada do tipo mais baixo.

Questdo 7 Suponha que dois agentes coletivamente escolhem do conjunto X =
{x,y,z}. Cada agente pode ser de dois tipos, entdo ©; = {0],0]'} e ® = {0,,07}.
As preferéncias sdo dadas por:

’ 4 o ’ ’ 4

o 0 0
y>1lz>11x z>11x>11y x>22y>222 z>22y>22x

a) Encontre todas as fung¢oes de escolha social ex-post eficientes.

b) Quais dessas fun¢des de escolha social encontradas no item anterior sdo
implementéveis em estratégias dominantes?

Questdo 8 Suponha que X tenha no minimo 3 elementos.

a) Mostre que toda fungdo de escolha social constante f : ® — X é imple-
mentdvel em estratégias dominantes.



b) Mostre que uma funcédo de escolha social constante ndo pode ser ditatorial
se R; = P; para todo i = 1,...,I (i.e., as possiveis preferéncias sdo todas
preferéncias estritas).

c) Explique porque (1) e (2) acima sdo consistentes com o Teorema de Gibbard-
Satterthwaite.

Questido 9 Considere um modelo de troca com dois agentes. Um deles, o vende-
dor, possui um bem e o comprador ndo o possui. O produtor pode ter valoracdo
co ou ¢ com probabilidades iguais (c; > ¢y > 0). Quando o produtor tiver valor c;,
o comprador tera valor v; para o bem (v; > ¢;). O produtor sabe o seu tipo, e logo
também sabe o tipo do comprador, e entdo tem informacdo privada. O comprador
ndo sabe seu tipo (ou apenas o sabe ap6s a definicdo do mecanismo). Ambos sdo
neutros ao risco com relagéio a valores monetérios e ao bem em questéo. Entao,
se o comprador ficar com o bem e fizer uma transferéncia ¢, as utilidades de um
comprador e um vendedor de tipo especifico serdo respectivamente:

v;—t

t—c¢;

Considere que vlgvo < ¢1. Mostre que compatibilidade de incentivos e racio-

nalidade individual (como sédo as restricdes de racionalidade individual?) n&o
sdo compativeis com eficiéncia ex-post do mecanismo. (Uma interpretacdo desse
modelo seria a situacdo de um vendedor que tem informacdo privada sobre a
qualidade do bem que possui, e a valoracdo dele e do comprador variam com a
qualidade).

Questdo 10 Considere um leildo usual com I > 1 possiveis compradores e um
vendedor (agente 0). Cada agente tem funcéo utilidade Bernoulli dada por

O;yi + t;

onde y; é a probabilidade do agente i adquirir o bem e ¢; é a transferéncia recebida
pelo mesmo. A valoragdo do bem é 6y = 0 para o vendedor, e 0; para cada
comprador i. Assuma que cada 0; é oriundo, de forma independente, do intervalo
0,,6i] € Ry de acordo com distribui¢do ®;(.) e densidade associada ¢;(.) > 0 em

@i/ éi}~
a) Defina uma funcio de escolha social.

b) Caracterize as fung¢des de escolha social implementadas por mecanismos
ex-post eficientes.

c) Encontre a receita esperada do vendedor no first-best, ou seja, quando ele
observa os tipos dos agentes.

d) Suponha que, para todo i,

0) =g _ 1= @;(0;)

Ji(6) = 0;- — 20
$i(6:)

é ndo-decrescente em 0;. Caracterize o mecanismo 6timo, ou seja, que

maximiza a receita esperada do vendedor.
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e) Mostre, usando os resultados acima encontrados, que a receita do problema
first-best domina a receita do leildo 6timo.

f) Mostre que, caso cada 0; seja oriundo de forma independente do intervalo
[6,,6] = [2,3] de acordo com a distribui¢do uniforme, o0 mecanismo 6timo
é ex-post eficiente. Calcule a receita esperada e verifique que ela é igual & do
leildo selado de primeiro prego. Vocé poderia ter obtido esse resultado che-
cando se as hipé6teses do teorema de equivaléncia de receitas sdo satisfeitas.
Verifique que elas de fato sdo satisfeitas.

Questdo 11 Considere o seguinte problema. Um vendedor deseja vender um bem
indivisivel. A prépria valoracdo do vendedor é vy = 100. Existem trés poten-
ciais compradores neutros ao risco. Assume-se que as valora¢des dos potenciais
compradores, v;,i = 1,2,3 sdo independentes e uniformemente distribuidas em
[0,1000].

a) Derive as estratégias de oferta (bidding strategies) dos compradores e a receita
esperada do vendedor em um leildo simples de primeiro preco (first-price
sealed-bid (FPSB) auction.

b) Agora, o vendedor tenta melhorar em comparagdo com (a). Ele considera
adicionar ou um prego de reserva, by, ou uma taxa de entrada a ser paga para
0s que submeterem uma oferta (bid), c. Como o preco de reserva e a taxa
de entrada devem ser para maximizar os payoffs esperados do vendedor?
Mostre que os leildes resultantes sdo, de fato, 6timos do ponto de vista do
vendedor.

Questdo 12 Considere o0 mesmo problema anterior, mas agora com n potenciais
compradores neutros ao risco. Além disso, assuma que as valora¢des dos po-
tenciais compradores, v;,i = 1,2, ..., 1, sdo independentemente e uniformemente
distribuidas em [0,1]. Desta vez o vendedor considera usar um leildo do tipo
all-pay: Cada comprador que faz uma oferta (bid) deve pagar o bid, independente
se vence ou ndo. A maior oferta ganha o bem.

a) Derive as bidding strategies e a receita esperada do vendedor nesse leildo.

b) O vendedor tenta melhorar em comparagdo com (a), mas ele permanece no
formato all-pay. A fim de aumentar seus payoffs esperados, ele considera
introduzir um prego de reserva, by, ou uma taxa de entrada a ser paga por
todos aqueles que submeterem uma oferta, c.

c) Estes formatos de leildo sdo 6timos?

Questdo 13 (Maskin and Riley, Asymmetric Auctions, Review of Economic Stu-
dies, 1999) Agora considere um exemplo bem simples com bidders assimétricos. Um
vendedor deseja vender um bem indivisivel. Existem dois potenciais compradores
(bidders) neutros ao risco com valoragdo privada independentemente distribuidas.



A valoragdo do bidder mais fraco, vy, é uniformemente distribuida em [0, 1], en-
quanto a valoragdo do bidder mais forte, vs, é uniformemente distribuida em [2, 3].
Nos queremos comparar os payoffs esperados para o vendedor em um leildo de
primeiro preco (first-price sealed-bid (FPSB) auction e um leildo de segundo prego
(second-price sealed-bid (SPSB) auction.

a) Derive as bidding strategies dos dois bidders nos dois leildes (FPSB e SPSB).
[dica: para o leildo de primeiro preco vocé deve comegar supondo que
o bidder mais forte supde que o bidder mais fraco ofertard a sua prépria
valoragdo do bem (i.e., bs = vs). Assim, resolva o problema de maximizac¢do
do bidder mais forte e cheque se essa suposigédo é consistente com o equilibrio].

b) Mostre que o “Teorema de Receita Equivalente”’néo se sustenta nesse caso.

Questdo 14 Considere um leiloeiro neutro ao risco vendendo um bem unitério
indivisivel para dois potenciais compradores, indexados por i € {1,2}, também
neutros ao risco. O comprador i valora o bem em 0;, que é informagéo privada.
O outro comprador e o leioloeiro acreditam que 0; assuma apenas dois valores,
0; = 0 ou 0; = 1, com mesma probabilidade. Finalmente, assuma que o bem
indivisivel, se deixado nas maos do leiloeiro, tem valor 0.

a) Qual é o mecanismo de revelacdo direta 6timo para esse leildo?

b) Escreva as truth-telling constraints para ambos compradores.

c) Escreva o payoff esperado do leiloeiro associado com qualquer mecanismo
de revelacdo direta.

d) Derive o mecanismo direto 6timo que o leiloeiro pode usar neste caso para
vender o bem indivisivel.

e) O mecanismo derivado acima é eficiente?

Questdo 15 Considere um leildo com [ > 1 compradores. O tipo 9; de cada
comprador é oriundo, de forma independente, do intervalo [0, 6] de acordo com
uma distribugdo F(.). A distribui¢do F(.) tem uma densidade associada f(.) tal
que f(6;) > 0V6; € [0, 6]. A utilidade de cada agente é

ui(yi ti, 6i) = Oiyi + ti
onde y; = 1 caso o agente i fique com o bem, ou y; = 0 caso ndo fique. Jat; é a
transferéncia recebida pelo agente i.
Considere a fungdo continua b(.) tal que b(0) = 0 e, para 6; € (0, 6],

(-1 7 uf (u)F(u)=2du

b(6; 1
( l) P(Qi)l_l ( )
a) Mostre que, para 6; € (0, 6], b(.) pode ser escrita como
9.
f "F(u)'du
b(O) = 6 - XL @

F(0;)7



Mostre que b(.) é estritamente crescente e é um equilibrio simétrico do leildo
selado de primeiro preco.

Qual o impacto do niimero de compradores, I, nos lances dados pelos mes-
mos?

Encontre o equilibrio simétrico do leildo selado de segundo preco.

Mostre, sem usar o “Teorema de Equivaléncia de Receita esperada”, que
o vendedor obtém a mesma receita esperada nos dois tipos de leildes.
(Dica: use (1) e o fato que para uma fungdo f(.) estritamente crescente

vale max{f(x1), ..., f(xn)} = f(max{xy, ..., xn})).

Como essa receita esperada varia com o niimero de compradores?

Questdo 16 Considere uma sociedade formada por apenas duas pessoas. O sécio
A possui m agdes enquanto que o sécio B possui n agdes (todas as agdes sdo
idénticas). O sécio i atribui valor v; a cada agdo, onde v; é oriundo, de forma inde-
pendente, do intervalo [0, 1] de acordo com uma distribui¢do uniforme. Suponha
que v; é de informagdo privada do individuo i.

a)

b)

Como ¢é a alocagdo ex-post eficiente das agdes (desconsidere o caso em que
v4 = vp)?

Seja o seguinte mecanismo: cada sécio faz uma oferta selada para uma acéo.
Oindividuo que fizer a oferta mais alta, compra as agdes do outro pelo prego
ofertado. Deste modo, o payoff ex-post de cada sécio sera:

MA(bA,bB,Z)A) ={ ( m —+ H)UA —nby seby > bgmbg seby < bp

ug(bp,ba,v) ={(m—+n)vg —mb, sebp>bynby se bg < by

onde b; é a oferta do sécio i. Considerando apenas ofertas lineares [b;(v;) =
a; + 0;v;], derive o equilibrio de Nash Bayesiano deste mecanismo.

Considere o caso em que m = n > 0. Qual é a fung¢do de escolha social que
é implementada pelo mecanismo descrito no item anterior? Esta funcéo é
ex-post eficiente? Verifique se esta funcio é verdadeiramente implementavel
em equilibrio de Nash Bayesiano. [Dica: Para facilitar as contas, suponha,
sem perda de generalidade, m = n = 1.]



